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Einleitung

In dem seit jeher weiten Uberschneidungsgebiet von Natur- und Ingenieur- Wis-
senschaft einerseits und der Mathematik andererseits ist die numerische Simula-
tion physikalischer Prozesse ein wichtiges Hilfsmittel. Aus einem physikalischen
Modell ergibt sich in vielen Féllen ein System partieller Differentialgleichungen
als mathematische Beschreibung, dessen Losungen — falls solche {iberhaupt exi-
stieren — nicht als einfache Funktionen der Eingangsdaten darstellbar sind.

In der vorliegenden Arbeit werden die Stokes-Gleichungen behandelt. Sie ergeben
sich aus einem physikalischen Modell, das die Bewegung zéher Fluide beschreibt.

Bei der approximativen Losung mit Finite-Elemente-Verfahren entstehen grofe,
diinnbesetzte Gleichungssysteme, die hohe Speicherplatz-Anforderungen stellen.
Verwendet man etwa ein uniformes Simplexgitter zur Unterteilung des Rechen-
gebietes 2, so wichst die Anzahl der Simplexe um den Faktor 2", wenn man zur
Berechnung einer genaueren Approximation alle Kantenldngen halbiert. (n ist die
Dimension von §2.)

Um dieses starke Wachstum der Problemgrofle zu vermeiden, kann man ver-
suchen, €2 nur lokal in Bereichen zu verfeinern, die einen groflen Beitrag zum
Diskretisierungsfehler leisten.

Die Frage, wie solche Bereiche a posteriori, d.h. unter Verwendung einer schon
vorhandenen Naherungslosung der Stokes-Gleichungen, erkannt werden kénnen,
ist das Thema der vorliegenden Arbeit. Da die Ergebnisse in das am IGPM ent-
wickelte Finite-Elemente Paket DROPS eingehen, wird neben der theoretischen
Analyse der Aufgabe auch auf die praktische Verwendbarkeit der Fehlerschétzer
geachtet.

Kapitel 1 beginnt mit einer kurzen Einordnung der Stokes-Gleichungen im Rah-
men der Fluiddynamik. Die mathematischen Eigenschaften der Existenz, Ein-
deutigkeit und Regularitat von Losungen der Stokes-Gleichungen werden iiber die
Frage nach stetiger Invertierbarkeit des zugehtérenden Differentialoperators unter-
sucht. Dabei werden mehrere praktisch auftretende Randbedingungen behandelt.
Ferner wird die fiir alle folgenden Kapitel wichtige, schwache Formulierung als
Sattelpunktproblem analysiert.

Ab Kapitel 2 orientiert sich die Struktur der vorliegenden Arbeit an der Abfolge
des adaptiven Zyklus zum numerischen Losen stationérer Gleichungen, der in
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Abbildung 1: Adaptiver Zyklus

Abbildung 1 auf Seite vi dargestellt wird.

Kapitel 2 behandelt die Diskretisierung der Sattelpunktaufgabe mit der Metho-
de der finiten Elemente. Die LBB-Bedingungen werden als Losbarkeitskriteri-
um der diskreten Aufgabe fiir die in DROPS verwendeten Taylor-Hood-Elemente
genau untersucht. Es wird eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit der
LBB-Bedingungen hergeleitet, die von der Art der verwendeten Triangulierungen
abhéngt.

Auflerdem werden kurz die Schur-Komplement-Methode und das inexakte Uzawa-
Verfahren als iterative Loser fiir das lineare Gleichungssystem vorgestellt.

Kapitel 3 beginnt mit einer Diskussion der Eigenschaften, die ein a posteriori
Fehlerschétzer besitzen sollte. Danach wird die Theorie von Verfirth aus [39]
auf die Stokes-Gleichungen spezialisiert und auf Ausstromungs-Randbedingungen
erweitert. Es ergibt sich ein Fehlerschitzer fiir die H'(2) x Ly(2)-Norm und die
Ly(92) x H71(Q)-Norm auf der Basis von Residuumsabschitzungen.
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In Abschnitt 3.3 wird ein Fehlerschéitzer konstruiert, der auf lokalen Stokes-
Aufgaben basiert. Als zugrundeliegendes Gebiet geniigt wegen der Verwendung
von Ausstromungs-Randbedingungen ein einzelnes Simplex. Es wird gezeigt, dafl
die lokalen Ansatzridume den LBB-Bedingungen geniigen.

In Kapitel 4 wird die ,,dual-weighted-residual“-Methode (DWR) aus [10] vorge-
stellt und auf die Stokes-Gleichungen angewendet. Sie ermoglicht eine alternati-
ve Analyse der Residuumsschétzer aus Kapitel 3. Als Verallgemeinerung dieser
Verfahren ermoglicht es die DWR-Methode, den Fehler einer als Funktional gege-
benen Zielgréfe j zu schitzen. Durch die Wahl eines speziellen Funktionals wird
ein weiterer Fehlerschitzer fiir die H'(Q2) X Ly(2)-Norm entwickelt.

Kapitel 5 liefert eine kurze Darstellung zweier Markierungsstrategien zur Steue-
rung des adaptiven Zyklus.

In Kapitel 6 werden die Residuumsschéitzer anhand von drei numerischen Si-
mulationen praktisch untersucht. Zunéchst wird der Effizienzindex analysiert; in
einem weiteren Experiment wird der Einflul der Markierungsstrategie auf den
adaptiven Zyklus dargestellt. Als letztes wird das Driven-Cavity-Problem adap-
tiv gelost. In allen Féllen zeigt sich, daf3 die Fehlerschiatzer den zu Beginn von
Kapitel 3 diskutierten Bedingungen geniigen.

Da Drops im Rahmen des interdisziplindren Sonderforschungsbereichs 540 ,, Mo-
dellgestiitzte experimentelle Analyse kinetischer Phdnomene in mehrphasigen
fluiden Reaktionssystemen® eingesetzt wird, enthélt die vorliegende Arbeit in
Anhang A eine Einfiihrung in die grundlegenden Konzepte der Fluiddynamik.
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Kapitel 1

Die Stokes-Gleichungen

Die Stokes-Gleichungen ergeben sich aus einem Modell der Bewegung zdher Flui-
de, das in Anhang A erlautert wird. In diesem Kapitel werden einige ihrer Eigen-
schaften zur spéateren Verwendung gesammelt. Nach der Niederschrift der klassi-
schen Formulierung wird eine schwache Formulierung angegeben, die als Sattel-
punktproblem verstanden werden kann und sich als ein sogenanntes gut gestelltes
Problem der mathematischen Physik! erweisen wird.

1.1 Klassische Formulierung

Die Bewegung eines inkompressiblen Fluids in einem Gebiet 2 C R" (n € N)
kann durch Angabe des Geschwindigkeitsfeldes u : 2 x R — R"™ fiir alle Zeit-
punkte beschrieben werden. Beschrankt man sich auf Bewegungen, die zeitlich
einen Gleichgewichtszustand erreicht haben, also stationdr sind, so reicht ein
zeitunabhéngiges Geschwindigkeitsfeld u : 2 — R™ aus. Dieses geniigt wegen
der Uberlegungen in Anhang A den inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
(A.34) mit Dyu = 0:

1
(uD)u = —=Dp + vAu + f,
p
D-u=0.

Darin ist f : @ — R” eine Kraftdichte, v € R, v > 0, die sogenannte kine-
matische Z&higkeit des Fluids und p € R, p > 0, dessen Dichte. Den Faktor %
bei Dp kann man in den Druck p : 2 — R ohne Probleme aufnehmen. Das
heiit, (u,p)? mit p := % 16st genau dann (uD)u = — Dp+ vAu+ f, wenn die ur-
spriingliche Gleichung von (u,p)? erfiillt wird. Lediglich die Ausstromungs- und
Gleit-Randbedingungen (siehe Abschnitt 1.1.1) sind von dieser Normalisierung

betroffen; dort tritt statt der Zahigkeit die kinematische Zahigkeit v auf.

Inach J. Hadamard, siehe Abschnitt 1.2
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Zu den Stokes-Gleichungen gelangt man, indem man den in u nichtlinearen Term
N(u) := (uD)u aus den Navier-Stokes-Gleichungen weglafit. Man untersucht
also die um o = 0 linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen, denn es ist N(u) =
N(uo) + <L N(ug)(u — o) + h.o. t. mit =N (ug) := $|—oN(ug + tu) = (uo D)u +
(uD)up; die Linearisierung von N um ug = 0 ist also Null.

Diese Vereinfachung fiihrt dazu, dafl die Stokes-Gleichungen als physikalisches
Modell nur einen eingeschréankteren Giiltigkeitsbereich als die Navier-Stokes-Glei-
chungen haben — mathematisch betrachtet sind sie wegen der Linearisierung eine
Néherung fiir Stromungen mit , kleinen* Geschwindigkeiten u = 0.

Physikalisch gesehen beschreibt N(u) im stationédren Fall die Trégheitskréfte im
Fluid, so dafl man davon ausgehen kann, dafl die Stokes-Gleichungen eine gute
Néaherung des Fluidverhaltens liefern, solange die Triagheitskréifte im Vergleich zu
den inneren Reibungskriften, den Druckkréften und den dufleren Kréaften , klein®
sind. Wie in Abschnitt A.8 ausgefiihrt, gilt dies, wenn die Reynoldszahl® Re = %
gegen Null strebt. Dabei représentiert L eine typische Léngenskala in €2 und U
eine typische Geschwindigkeit.

Definition 1.1 (stationire Stokes-Gleichungen). Ist f: 2 — R, so heifit
das System

—vAu(z) + Dp(x) = f(x) fiir alle x € Q, (1.1a)
D-u(z) =0 firalle z € (1.1b)

von n+1 partiellen Differentialgleichungen die stationéiren Stokes-Gleichungen fiir
das unbestimmte Geschwindigkeitsfeld u : 2 — R™ und den Druck p : Q2 — R.
Dabei wirkt A komponentenweise beziiglich kartesischer Koordinaten fiir  und
u(z), also Au = (Auy, ..., Au,)" mit dem Laplaceoperator Au; = 377, %.
Der Term —vAu(z) repriasentiert die Diffusion des Fluids, Gleichung (1.1b]) die
Inkompressibilitét.

Obwohl (1.1) ein System partieller Differentialgleichungen ist, die nicht einmal
alle zweite Ordnung haben, ist es, wie nun gezeigt wird, in einem allgemeinen
Sinn elliptisch. Dies erméglicht in Abschnitt 1.1.2 die Anwendung der Regula-
ritdtstheorie aus [3].

Definition 1.2 (ADN-Elliptizitét). Sei
N A~
> Lij(z, Dvj(x) = fi(z) firallei=1,...,N (1.2)
j=1

ein System linearer, partieller Differentialgleichungen iiber einem Gebiet 2 C R",
beidem L; ;(z,§) fiiralled,j = 1,..., N ein Polynom in £ € R™ist. Mit s1, ..., sy,

2Falls die Kraftdichte f # 0 ist, miissen weitere Parameter beriicksichtigt werden — siehe
Abschnitt A.8.
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t1,...,ty werden ganze Zahlen bezeichnet, die folgende Eigenschaften besitzen:

5, <0 firallei=1,..., N,
dege Lij(v,&) < s +t;, falls s; +1; >0,

Li; =0, fallss;+t; <O.

Der Hauptteil L] ; von L, ; beziiglich der s; und ¢; besteht aus den Summanden

R

mit deg, L; j(v,§) = s; +t; (4,5 = 1,...,N). Dann heifit (1.2) ADN-elliptisch?
(beziiglich der s; und ¢; im Punkt z), wenn

det (Lj;(x,€)),,_, y#0 fiiralle & € RM\ {0} (1.3)

gilt.

Setzt man in Definition 1.2 N =n+1, v; = (i =1,...,n), vy11 = p, fi=fi
(t=1,...,n), far1 =0 und

—v|€]?, falls i=j,i<mn,

TN A A T
0 sonst
ein, so 1aBt sich (1.1) in der Form
(Lij(=, D))i,3:1 ..... nt1 V= /

darstellen. Wahlt man dazu

s;=0,t=2(0,j=1,...,n) und s,41 = —1, t41 =1, (1.5)
so erhélt man L' = L fiir (1.1). Aulerdem gilt folgender
Satz 1.3. Der lineare Differentialoperator L der Stokesgleichungen erfillt

det L (z,€) = (=1)™"v" Y €*  fiir alle x € ©,€ € R™ (1.6)

Insbesondere sind die Stokes-Gleichungen ADN-elliptisch.

Beweis. Die ADN-Elliptizitéit folgt sofort aus Definition 1.2 und der ersten Aus-
sage des Satzes.

Sei &€ € R™™1\ {0} beliebig. Die ersten n Zeilen von L’ haben genau zwei von Null
verschiedene Eintriige: den Diagonaleintrag —v|£|> und eine Komponente von &
in der letzten Spalte. Fithrt man nun mit den Zeilen ¢ = 1,...,n die Operation

3Nach S. Agmon, A. Douglis, L. Nirenberg; siehe [2], [3].



4 1. DIE STOKES-GLEICHUNGEN

LSAddiere das V%"Q -fache von Zeile © zu Zeile n 4+ 1!“ durch, so erhélt man die

obere Dreiecksmatrix

_V’§|2 &1
M = ' :
_V|§|2 fn ’
0 - 0 p@E+e+g)

deren Determinante offensichtlich det M = (—1)"v""!¢[*" lautet. Da die ver-
wendeten Zeilenoperationen den Wert der Determinante nicht verdndern, gilt
det L' = det M, was diesen Teil des Beweises abschlief3t.

Ist £ = 0, so ist L'(z,&) die Nullmatrix, so dal die behauptete Formel auch in
diesem Fall wahr ist. O

1.1.1 Randbedingungen

Zur vollstandigen Beschreibung einer Stromungsaufgabe gehort neben der Diffe-
rentialgleichung die Angabe von Randbedingungen.

Definition 1.4 (Randbedingungen). Sei 902 € C!, z € 99 beliebig; n(z) € R"
bezeichnet die duflere Einheitsnormale an 02 in z. Die Menge {t;(z) € R"|i =
1,...,n — 1} sei linear unabhéngig und enthalte nur Tangentialvektoren an 02
in x.

1. Ist eine Funktion up : 90 — R™ gegeben, so heifit die Gleichung u(x) =
up(z) Dirichlet-Randbedingung. Man nennt

['p = {z € 09 | u geniigt in x der Dirichlet-Randbedingung. }

Dirichletrand von €. (Um diese Randbedingung zu stellen, wird keine Re-
gularitétsbedingung an 0f2 benétigt. )

2. Die Gleichung %u(a:) = 0 heiit Neumann-Randbedingung im Punkt x.
Iy = {z € 09 | u geniigt in = der Neumann-Randbedingung. }

wird Neumannrand von € genannt.

3. Die Gleichung Va%u(a:) —p(x)n = fa wird als Ausstrémungs-Randbedingung
im Punkt x bezeichnet. fa : 90 — R™ beschreibt den Drucksprung beim
Verlassen des Gebietes.

I'x = {x € 002 ‘ (u,p)” geniigt in x der Ausstrt')mungs—Randbedingung.}

wird Ausstromungsrand von () genannt.
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4. Die folgenden n Gleichungen heiflen Gleit-Randbedingungen im Punkt x:

u(z) -n(x) =0
ti(x)'T(x)n(x) =0 (i=1,...,n—1).

Dabei ist T'(z) = —p(2)Lyxn + v (Du(z)” + Du(z)) der durch (A.33) defi-
nierte und an die Druckmodifikation auf Seite 1 angepafite Spannungstensor
des Fluids*. Auch die Randpunkte, die diesen Gleichungen geniigen, werden
benannt:

Fg = {x € 09 | u geniigt in x der Gleit-Randbedingung. } .

Jede dieser Randbedingungen besitzt (wenigstens) eine physikalische Interpre-
tation, die in Abschnitt A.7 kurz erlautert wird. Insbesondere wird durch die
Stokes-Gleichungen und genau eine der oben aufgefiihrten Randbedingungen die
physikalische Situation in x vollstdndig beschrieben, so dal im weiteren Verlauf
dieser Arbeit stets die Situation 99 = I'pUlNUI'AUl'g vorausgesetzt wird.
Trotz der interessanten physikalischen Interpretation werden im grofiten Teil der
vorliegenden Arbeit die mathematischen Eigenschaften des Fluidmodells im Vor-
dergrund stehen. Dafl auch diese ,,gut® sind, deutete sich bereits durch der ADN-
Elliptizitat der Stokes-Gleichungen an. Jetzt wird dargelegt, dafl auch die gerade
vorgestellten Randbedingungen zur ADN-Theorie passen. Sie erfiillen alle die so-
genannte komplementére Randbedingung, welche zur Anwendung der elliptischen
Regularitétstheorie aus [2] bzw. [3] notwendig ist.

Definition 1.5 (komplementire Randbedingung). Sei I' C 9Q, I' € C*,
und

N
ZBh,j(:c, D)uj(z) = ¢p(z) firaleh=1,...,m; z €T, (1.7)
j=1

ein System von m = 1dege(det L') Rand-Differentialgleichungen, in denen alle
Koeffizienten Bj, j(x, &) Polynome in £ sind. Zusétzlich zu den Gewichten ¢; (j =
1,..., N) aus Definition 1.2 gebe es ein weiteres System 7, (h = 1,...,m) ganzer
Zahlen, das die Eigenschaft

dege By j(z,&§) <rp+t;, falls 7, +1; >0,
Bn; =0, falls 7, +t; <0
firalleh=1,...,mund j =1,..., N besitzt. Der Hauptteil B} ; von By, ; beziig-

lich der 7, und ¢; besteht aus den Termen von By, j, die genau dege By j(7,§) =
rp+t;firh=1,...,mund j =1,..., N erfiillen.

4Man beachte, daB p(x)t;(x)T Lixnn(z) =0 (i =1,...,n — 1) gilt, so daB diese Randbedin-
gung nur von u abhéngt.
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Des weiteren sei « € I' ein beliebiger Punkt und n(x) die dulere Einheitsnormale
zu I" sowie ( # 0 ein beliebiger Tangentialvektor an I im Punkt z. Die m Nullstel-
len der charakteristischen Gleichung det L'(z, ( +7mn) = 0, aufgefafit als Polynom

in 7, die einen positiven Imaginiirteil haben, werden 7", ... 7} genannt.> Man
setze
m
M+({L‘7 C: T) = H (T - T:(I, C))
h=1
6

und benenne die Komplementérmatrix® von L'(z, ¢ + 7n) mit L. Dann erfiillt B
die komplementére Randbedingung, wenn folgende Bedingung an die (Zeilen der)
Matrix P(x,(,7) = B'(z,{ + ™) L(z,( + mn) wahr ist:

Fiir beliebiges ¢ € C™ folgt aus ¢’ P(x,(,7) =0 mod (M*(z,¢, 7))

die Aussage ¢ = 0.

Da Definition 1.5 auf die Komplementarmatrix von L’ zuriickgreift, wird diese
als erstes berechnet.

Lemma 1.6 (Komplementirmatrix von L). Sind x € Q und £ € R" beliebig,
so lautet die Komplementdrmatriz zu L'(z,€)

§1° = &2, falls i=j,i<n,
—6&, falls iA£j1<ij<n,
Lij(w,&) = (=1)" W' 2P —v|ePg,  falls i=n+1,j<n,
—v|€?&, falls j=n+1,i<mn,
—V2€)4, falls i=j=n+1.

\

Beweis. Falls &€ = 0 ist, folgt L'(z,£) = 0; dann ist per Definition L(z,&) = 0,
ergo stimmt die behauptete Formel.

Sei also jetzt £ # 0. Wegen Satz 1.3 ist L'(z, ) invertierbar. Fiir jede invertierbare
Matrix A € RO+DX(+1) gilt aufgrund der Cramerschen Regel det(A)A™! = A.
Man kann somit A bestimmen, indem man A durch elementare Zeilenumformun-
gen in die Gestalt det(A)l41)x(nt1) bringt und die verwendeten Zeilenoperatio-
nen parallel auf I(,11)x(n+1) anwendet.

Im Beweis von Satz 1.3 wurde L’ bereits in die obere Dreiecksmatrix M umge-
wandelt. Die verwendeten Zeilenoperationen ergeben auf I(;,41)x(n+1) angewendet
die Matrix

1
T = ,
1
& &n_
vigR o ot vfgl 1

°In [3] wird diese Anzahl durch eine zusitzliche Bedingung an L (siehe [3, Seite 39]) gesichert;
aus Lemma 1.7 folgt hier sofort, das genau m Nullstellen mit positivem Imaginérteil existieren.

6 Matrix der Adjunkten“ — fiir A € R™*" ist A;; = (—1)*J det(A;). Dabei entsteht A~
aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte.
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d.h., es gilt TL' = M. Um Spalte n + 1 von M zu eliminieren, werden folgende
Zeilenoperationen mit M durchgefiihrt: Firi =1,...,n: ,Addiere das —v&;-fache
von Zeile n + 1 zu Zeile 1“. M geht auf diese Weise in die Diagonalmatrix
—v[¢]?, falls i=j,i<mn,
(MQ)Z'J' = %, falls = j =n+ 17
0 sonst

iiber, wihrend T' zu der vollbesetzten Matrix T, wird:

/

1— &, falls i=ji<n,
—S5%, falls i#£j1<ij<n,

(Tn)i; = %, falls i=n+1,5 <n,
—vé&;, falls j=n+1,i <n,
1, falls 1=j=n+1

Multipliziert man noch Zeile n+ 1 von M, und Ty mit —v?|£|?, so erhélt man die
Matrix Mz = —v|&*L(n41)x(n+1), die sich nur um den Faktor (—1)"~'y"—2|¢[*2
von det(L')] (n+1)x (n+1) unterscheidet. Um diesen Faktor unterscheidet sich auch
Ty, das Resultat der Zeilenoperation auf T, von der fiir L behaupteten Matrix,
was den Beweis abschliefit. n

Lemma 1.7. Das Polynom M™(x,(,7) aus Definition 1.5 lautet fiir die Stokes-
Gleichungen
M+(Q§', Cv 7_) = (7_ - Zld)n

Beweis. Aufgrund von Satz 1.3 gilt mit den Bezeichnungen aus Definition 1.5

(=1)""Y¢ + 7>
(=1 7 ((¢+n)(¢ +7n))" (1.8)
(=1 (P + 7).

Da [¢|?+7% = (|¢]+47)(|¢| —i7) gilt, besitzt (1.8) genau i|¢| als n-fache Nullstelle
mit positivem Imaginirteil, d.h. 7t = -+ = 7.7 = i|(|. O

det(L'(z,¢ + mn))

Im folgenden wird nachgewiesen, dal L und Bp, der zur Dirichletrandbedingung
gehorende Differentialoperator, in dem frei gewéhlten Punkt x € I'p die komple-
mentéiire Randbedingung erfiillen.” Dazu wird ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit ein kartesisches Koordinatensystem verwendet, in dem die duflere Normale
n(x) = e,, dem n-ten Standardbasisvektor des R™ entspricht. { € R", ¢ # 0,
bezeichne einen beliebigen Tangentialvektor an I'p in x. Aufgrund von Satz 1.3

"Die Dirichlet-Randbedingung aus Definition 1.4 lautet damit explizit Bp(u, p)T = up.
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gilt fiir die Stokes-Gleichungen m = n, so daf§ der Rand-Differentialoperator Bp
folgender Matrix entspricht:

1 0
BD(ZL’, D) — . c Rnx(n-&—l)'
10
Als Wert fiir die Gewichte ry, wird r; = - - - = r,, = —2 gewihlt, so dafl zusammen

mit (1.5) sofort By = Bp verifiziert werden kann. Offensichtlich besteht Pp =
B[ L aus den oberen n Zeilen von L.

Bemerkung 1.8. Die Wahl der Gewichte 1y, s; und ¢; erfolgt im Hinblick auf zwei
Kriterien:

1. Die Differentialgleichung soll ADN-elliptisch sein und der Rand-Differen-
tialoperator der komplementiren Randbedingung geniigen.

2. In Vorausschau auf Regularitétssatz 1.14 sollen die 7, moglichst nahe an 0
liegen, die s; und ¢; sollen moglichst grof sein; dann ergibt Satz 1.14 einen
groflen Gewinn an Regularitit unter schwachen Voraussetzungen.

Satz 1.9 (komplementire Randbedingung fiir Bp). Bp erfiillt beziiglich L
die komplementire Randbedingung aus Definition 1.5.

Beweis. Es wird

,Fiir beliebiges ¢ € C" folgt aus ¢! Pp(z,¢(,7) =0 mod (M*(z,¢, 7))
die Aussage ¢ =0.“

gezeigt. Seien also ¢ € R™ und ¢(7) € C[r]" bis auf die Bedingung
'Py=q¢g"M* (1.9)

beliebig gewahlt. Daraus wird nun ¢ = 0 € R” gefolgert.
Zunichst wird mit Lemma 1.6 die vorletzte Spalte von ¢! Pp(7) dargestellt; man
beachte, dafl n = e, sowie ¢ - n = 0 gelten®:

n n—1
S i Po)in(r) = al + 7l (Z es(= (G 70} (G 7))
=1 =1
+cn([C+Tnf” - (Cn+7nn)2)> (1.10)
n—1
=il + 722 (<r e+ aldl),

i=1

8Daraus folgt ¢, = 0.
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wobei « fiir die von Null verschiedene, reelle Zahl (—1)""11"~2 steht. Setzt man
(1.10) in (1.9) ein und faktorisiert nach der gemeinsamen (n —2)-fachen Nullstelle
i|C], so erhilt man

e+ (el - 7Y 66 ) =) -

(.

v~

=A

Angenommen, A wire nicht das Nullpolynom. Dann wére auch ¢, nicht das Null-
polynom und wiirde folglich von (7+1|(|)" 2 geteilt. Faktorisierte man (1.11) nach
diesem Polynom, so wire deg_(aA) < 1 und der Grad des rechten Terms wenig-
stens zwei. Man erhielte also einen Widerspruch; das heiit A = 0. Insbesondere
gilt

n—1

cn =0 und Zcig =0. (1.12)

i=1
Sei nun 1 < j < n beliebig. Aufgrund von Lemma 1.6 ergibt sich unter Verwen-
dung von (1.12)

> i Po)i(r) :arc+T"'2”_4< i ci(= (G + i) (G + 7ny))

=1 i=1,i#j

+ ¢ (IC+ 70> = (G +715)%) = enlC + 1) (G + T”j))

n—1

—alct (-6 X at+ ok 4o - Gag)
i=1,i#j

— 04(|C|2 +T2)nflcj.

Wie schon einmal setzt man in Gleichung (1.9) ein und faktorisiert nach (¢ —
el o |

a(t +ilC)" e = i (T) (7 = ilC])-
Da der rechte Term auf jeden Fall die Nullstelle i|C| besitzt, ist dies auch im

linken Term der Fall. Daher ist ¢; = 0. Insgesamt folgt ¢; = --- = ¢, = 0, was
den Beweis abschlief3t. O]

Um zu beweisen, dafl die Neumann-Randbedingung der komplementéren Rand-
bedingung geniigt, wird ein beliebiges x € I'y untersucht; ansonsten wird die

obige Notation beibehalten. Deshalb gilt g—g = % = D,u, was zu

D, 0
Bx(z, D) = | e RPX(HD
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als Matrix des Neumann-Randoperators fithrt. Mit den Gewichten r; = --- =
rn = —1 folgt Bf = By. Setzt man Py = B4L, so ergibt sich Py(z,(,7) =
TPp(x,(, 7). Man iiberzeugt sich leicht davon, daf§ der zusétzliche Faktor 7 im
Beweis von Satz 1.9 nicht zu Schwierigkeiten fiihrt.

Satz 1.10 (komplementire Randbedingung fiir Bx). By erfillt beziglich
L die komplementdre Randbedingung aus Definition 1.5.

Beweis. Der Beweis wird auf den von Satz 1.9 zuriickgefiithrt. Mit dem Ansatz
' Py = ¢"M™ gilt wegen Py = 7Pp und 71 M* notwendigerweise 7 | ¢(7). Also
folgt mit § = 2q € C[r]" die Aquivalenz ¢” Py = ¢" M+ <= ¢'pp = ¢"M™*. Aus
letzterem ergibt sich, wie im Beweis von Satz 1.9 gesehen, ¢ = 0. O

Auch die Ausstromungs-Randbedingung ist komplementér zu L; sie ist bemer-
kenswert, weil in ihr der Druck auftritt. Unter Weiterverwendung obiger Notation
lautet die Matrix des Randoperators in einem beliebigen x € I's

D, 0
Ba(z, D) =v D | e RO,
D, v!

Benutzt man dieselben Gewichte wie bei By, findet man Bj = Ba. Py = Bgi
unterscheidet sich nur in der letzten Zeile von Py(z,(, 7). Es gilt

Satz 1.11 (komplementire Randbedingung fiir Ba). By erfillt beziglich
L die komplementire Randbedingung aus Definition 1.5.

Beweis. Man geht analog zum Beweis von Satz 1.9 vor. Anstelle von (1.10) ergibt
sich

> ci(Pa)in(r) = —a(|¢]” + 7)1 (i ciCi + ch) : (1.13)

i=1 i=1

Nachdem man (7—i|¢|)" 2 herausfaktorisiert hat, zeigt ein Vergleich mit ¢, (7)(7—
i|¢|)?, daB8 der Term in der grofien Klammer in (1.13) das Nullpolynom ist, was
(1.12) impliziert.

Mit ¢, = 0 ist ¢’ Py = ¢ Py und daher ¢’ Py = ¢" M+ < ¢"Py = q¢"M*. Aus
letzterem folgt wie im Beweis von Satz 1.10, dafl ¢ = 0 ist. m

Fiir die Gleit-Randbedingung ist die Matrix des zugehorigen Randoperators etwas
komplizierter. Trotzdem kann mit einem &hnlichen Beweis gezeigt werden, daf3
auch fiir beliebige x € I'¢ die komplementére Randbedingung erfiillt ist. In [13]
wird dies fiir die Raumdimension n = 3 mit den Gewichten ry = r, = —1,1r3 = —2
nachgerechnet. Es gilt also der
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Satz 1.12 (komplementire Randbedingung fiir Bg). Ist n = 3, so erfiillt
Bg beziiglich L die komplementire Randbedingung aus Definition 1.5.°

Nach der Bereitstellung des Differentialoperators L und der Rand-Differential-
operatoren B kann die in dieser Arbeit behandelte Aufgabe klassisch formuliert
werden.

Aufgabe 1.13 (klassische Stokes-RWA). Sei 2 € R” ein beschrénktes Gebiet
mit Lipschitzrand 9Q = TpUl'yUTAUlg, wobei |Tp| > 0 gelten moge.!® (T,
'y und g diirfen leer sein.) Ferner seien f : Q@ — R" up : I'p — R,
uy : I'n — R™ und fa : 'y — R" gegeben. Dann lautet die klassische Stokes-
Randwertaufgabe (Stokes-RWA):

Finde eine Funktion u : — R" € C*(Q)N COQ)NCHT'yUT, U
I'q) sowie eine Funktion p : @ — R € CYQ) N C°T,), die den
Gleichungen

—vAu(z) + Dp(x) = f(z) firallezeQ, ( )
D =0 fir alle x € Q ( )

up(z) fiir alle x € I'p,  (1.14c)
(1.14d)

Ou x) =un(z) furallex eIy, (1.14d
on
1/%(3:) —p(z)n(x) = fa(z) firallex €Ty, (1.14e)

u(z)-n(z)=0
. fir allez € ' (1.14f)
I,...,n—1)
gentgen.

1.1.2 Regularititstheorie

In [2] und [3] wird untersucht, welche Differentierbarkeitseigenschaften mogliche
Losungen des Systems

Lv=f in Q, Bv=¢ auf 09 (1.15)

in Abhéngigkeit von der Regularitéit der Daten besitzen, wenn L ADN-elliptisch
ist und B die komplementidre Randbedingung erfiillt. Als Daten werden dabei
011, f , ¢ sowie die Koeffizientenfunktionen von L und B angesehen. Obwohl sich
beide Arbeiten hauptsichlich mit Schauder-Abschitzungen!'! befassen, gibt es

9Vermutlich gilt dies in jeder Raumdimension.
10Djes ist niitzlich, damit af(.,.) elliptisch ist — siehe Satz 1.31.
Hnach J. Schauder — Abschiitzungen beziiglich der Héldernormen
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einige Sétze iiber Abschiitzungen in Sobolevnormen'?. Seien

L = max {0,rn+1}, leN 1>, t'= .rrllaXN{tj}
- i

h=1,..., m

L)

gegeben und 0f) € C’”tl’o_, fi € H=5(Q), ¢, € H""2(99). Liegen die Koeffi-
zienten von L;; in C'~%(Q) und die von By, ; in C'="(99), so gilt aufgrund von
[3, Satz 10.5] der folgende

Satz 1.14 (hohere Regularitit bis zum Rand). Es gibt eine Konstante
C > 0, die nur von Q und den Koeffizientenfunktionen von L und B abhdngt,
so daf fiir jede Losung v von (1.15), die ||v;lj44, < 00 (j = 1,...,N) erfiillt,
|vjllire, endlich ist, und folgende Abschitzung gilt:

loles, < €(SFlhew+ Sl g + Sllslo)- (110
i h J

Falls v die einzige Losung von (1.15) mit ||v]|;,44, < 00 (j =1,...,N) ist, kann
der letzte Summand in (1.16) entfallen.

Bemerkung 1.15. In [3] werden auch Regularitétssétze fiir U C Q bewiesen, wenn
nur auf UNoQ ein Rand-Differentialoperator, der die komplementéire Randbedin-
gung erfiillt, gegeben ist ([3, Satz 10.6], [2, Satz 7.3]). Die Sobolevabschatzungen
erfordern allerdings modifizierte Sobolevnormen und werden deshalb hier nicht
vorgestellt.

Nun wird Satz 1.14 exemplarisch auf die klassische Stokes-Randwertaufgabe 1.13
und den Fall I'p = 02 angewendet. Es wird sogar zugelassen, dafi anstelle von
(1.14b) die Gleichung D - u = g mit einer Funktion g : Q@ — R gilt.

Es folgt [; = 0, ' = 2, wozu man also alle [ € Ny untersuchen kann. Die Koeffizi-
enten von L; ; und B}, ; sind konstant, also von der Klasse C*°, und beschranken
nicht die Wahl von . Von f; (i = 1,...,n) wird f; € HYQ) gefordert. Fiir
fri1 = g wird fo,1 € HTY(Q) vorausgesetzt. An ¢y, = (up)n (h=1,...,n) wird
die Bedingung up € H ”%(89) gestellt. Dann liefert Satz 1.14 fiir ein beschrank-
tes Gebiet Q € C*2 den

Satz 1.16 (Regularitit der Stokes-RWA). FEs gibt eine Konstante C > 0,
die nur von Q und v abhdingt, so daf$ fir jede Losung von Aufgabe 1.13, die
|ulla < 0o und ||p|l1 < oo erfillt, ||ull;+2 und ||p|li+1 endlich sind, und folgende
Abschditzungen gelten:

fullisz < c(znm + llgles + Nupllss + llullo + ||p||o), (117)
=1
Pl < o(anz-nz  llgliss + lupleys + llullo + ||p||o). (118)

=1

127ur Schreibweise siehe Notation 1.17 auf Seite 14.
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Falls w und p die einzige Losung von Aufgabe 1.13 mit |lullz < oo, ||pl1 < oo
sind, so kann der Term ||ullo + [|pllo in (1.17) und (1.18)entfallen.

Entsprechende Regularititssitze fiir die anderen in Abschnitt 1.1.1 diskutierten
Randbedingungen lassen sich mit Hilfe von Satz 1.14 ebenfalls aufstellen.

Galdi zeigt in [20]ftir den Fall von Dirichlet-Randbedingungen, dafl man sich von
der Einschrankung [jus < oo und [[p|l; < oo in Satz 1.16 befreien kann. Es
geniigt, |Julj; < oo und ||p|lo < oo zu fordern.'?

1.2 Variationsformulierung

Wie bei der skalaren Poissongleichung Au = f stellt sich bei den Stokes-Gleichun-
gen das Problem, dafl zwar von jedem u € C? Au € C° berechnet werden kann,
jedoch die Umkehrung, also das Losen der Gleichung, nicht fiir jedes f € C°
moglich ist'*. Mithin sind die klassischen Stokes-Gleichungen fiir die natiirlich
auftretenden rechten Seiten f kein gut gestelltes Problem der mathematischen
Physik, denn ein solches besitzt folgende Eigenschaften:

1. Es existiert eine Losung der Aufgabe.
2. Diese Losung ist im gegebenen Definitionsbereich eindeutig.
3. Die Losung hangt stetig von den Daten der Aufgabenstellung ab.

Diese Eigenschaften haben auch fiir numerische Berechnungen grofie Bedeutung;
insbesondere Punkt 3 sollte erfiillt sein, damit numerische Ergebnisse durch un-
vermeidliche Rundungsfehler von Computern nicht per se unbrauchbar sind. Eine
Moglichkeit das Existenzproblem zu beheben, eréffnet die Distributionentheorie.
Dort hat jede partielle Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten auf-
grund des Satzes von Malgrange-Ehrenpreis eine Distributionen-Losung. Aller-
dings hat diese starke Existenzaussage ihren Preis: Distributionen sind stetige,
lineare Funktionale auf Rdumen sogenannter Testfunktionen, und sie konnen nur
in bestimmten Fillen mit Funktionen identifiziert werden. (Das sind genau die
reguldren Distributionen.)

Als erfolgreicher Mittelweg haben sich Funktionen mit schwachen Ableitungen
erwiesen, die die Sobolevrdume bilden. Dabei wird der Ableitungsbegriff der Dis-
tributionentheorie auf einem Funktionenraum verwendet. Die in dieser Arbeit
verwendeten Sobolevrdume liegen sogar alle in L,. Beziiglich geeigneter innerer
Produkte sind sie selbst Hilbertrdume, in denen bestimmte Mengen von C'°°-
Funktionen dicht liegen. Es gilt fiir beliebige £ € N

Hk(Q) _ COO—(Q)”.HR

3siehe [20, Abschnitt IV.6]
14Bei der Poissonaufgabe benétigt man z. B. f € C%, o > 0.



14 1. DIE STOKES-GLEICHUNGEN

mit der Sobolevnorm |-||x, die in Notation 1.17 vorgestellt wird. Der auf diesem
Hilbertraum verwendete Ableitungsbegriff stimmt fiir f € H*(Q) N C*(Q) mit
der klassischen Ableitung iiberein; ansonsten gilt fiir beliebige Testfunktionen
v € C*(2) und Multiindizes o mit |a| < k (siche Notation 1.17) die Identitét

/QvDaf:(—l)|°“/QfD°‘v.

Zu Details iiber Sobolevraume wird auf die umfangreiche Literatur verwiesen
([19], [1], [42], [4]); jetzt wird die hier verwendete Notation vorgestellt.

Notation 1.17 (Sobolevrdume, Dualitit). Sei k € Ny, o, 8 € Z", x,y € R™ und
UcCQ.

e 1 -y bezeichnet das euklidisches Skalarprodukt; die euklidische Norm wird
|z| genannt. |U| ist das Lebesguemafl von U.

e « heifit Multiindex. Addition, Multiplikation und relationale Operatoren
werden komponentenweise angewendet. Es ist

n n

xa:sz?éi’ D® = D*' D2 ... D* (a > 0), |of :Z|O‘i|’
i=1 =1
2 o) a!
al = ||« ) ="
1l (ﬁ Bila— B!

e Sind u,v € H*(U), so lauten das Skalarprodukt (u,v),,, und die Norm
llulr. von H*(U) folgendermafen:

(o= 3 / Deu(z) - Dov(a)dz, [uleser = y/ (u, u),

|a|=Fk,0<x
o)y = 3 [ Dule) Dot} de, Jullr =/l
jol<k.0<a "

Falls k£ = 0 oder U = ( ist, so wird der entsprechende Index weggelassen.

e Der Dualraum von H*(U) wird mit H=*(U) = H*(U)' bezeichnet. Er trigt
die Norm ||u/||_p,v = Sup{<u’,u>H,k(U)XHk(U)‘u e H*U),|lulliu = 1},
die das Dualitdtsprodukt (u',u)g—vyxmr@y = w(w) (v € HEU) W €
H=*(U)) verwendet.

e Der Raum der beschrinkten, linearen Operatoren, die den Hilbertraum
X in den Hilbertraum Y abbilden, wird L[X,Y] genannt. Auf ihm wird
die Norm [ M| ¢ixy) = sup{||Mz|ly | ||lz][x = 1} definiert. Man setzt
GL[X,Y] = {M € L[X,Y] | M~! existiert und M € L]Y, X].}. Ist M €
L[X,Y], so heifit M’ € L[Y', X'| mit (M'y',z) = (y', Mz) fur alle y € Y,
x € X der zu M duale Operator.
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e Die Menge der beschrinkten R-Bilinearformen auf X x Y wird B[X,Y]
genannt. Zu b € B[X, Y] gibt es stets die Bilinearform ¢ € B[Y, X], die so
definiert ist: Fiir alle z € X, y € Y setzt man b'(y,x) = b(z,y). Falls ¥’ = b
gilt (insbesondere X =Y), so heifit b symmetrisch.

1.2.1 Sattelpunktaufgaben

Es wird sich zeigen, daf§ sich die Stokes-Gleichungen als Sattelpunktaufgabe
schreiben lassen. Bevor das in Abschnitt 1.2.2 durchgefiihrt wird, wird eine ab-
strakte Sattelpunktaufgabe definiert und deren Eigenschaften angegeben. An-
schaulich sind Sattelpunkte in der Analysis Punkte auf einem Funktionsgraphen,
die in einer Koordinatenrichtung eine Minimalstelle und in einer anderen ein Ma-
ximum sind. Betrachtet man anstelle einzelner Koordinatenrichtungen je ganze
Funktionenrdume, so befindet man sich in dem fiir Differentialgleichungen niitz-
lichen Rahmen.

Fiir den Rest des Abschnittes 1.2.1 seien V' und @) zwei Hilbertrdume (,,die Koor-
dinatenachsen®). Thr Produkt X =V x @ wird durch (z,y)x = (u,p)y + (v,9)q
(x = (u,p)T,y = (v,¢q)T) auch zu einem Hilbertraum. Es werden nun zwei be-
liebige Bilinearformen a € B[V, V], b € B[V, Q] und zwei Funktionale f € V’,
g € Q' untersucht.

Aufgabe 1.18 (Sattelpunktaufgabe). Die (unendlich vielen) Gleichungen

A
£
N
_l’_
=N
—~
\’@
=
I

f(v) firallev eV, (1.19a)
b(u,q) = g(q) fiir alle ¢ € Q (1.19b)

heifilen Sattelpunktaufgabe. Es wird ein Tupel (u,p)’ € V x @Q gesucht, das
(1.19) erfiillt. Setzt man fiir alle z = (u,p)?,y = (v,q)T € X l(x,y) = a(u,v) +
b(u, q)+b(v,p), so ist offensichtlich | € B[X, X]. Ebenso erhilt man durch r(z) =
f(u) + g(p) ein r € X'. Dann nennt man auch

l(x,y) =r(y) firalleye X (1.20)
Sattelpunktaufgabe. Dabei soll ein @ € X bestimmt werden, das (1.20) erfiillt.
Die beiden Definitionen von Sattelpunktaufgabe sind dquivalent, denn es gilt
Lemma 1.19. Ist z = (u,p)? € X, so gilt: (u,p) ldst (1.19). <= x ldst (1.20).

Beweis. Sei y = (v,q)T € X beliebig. Lost x = (u,p)T € X (1.19), dann erfiillen
x und y auch die Gleichung aus (1.20), denn diese ist lediglich die Summe der
Gleichungen aus (1.19a) und (1.19b).

Lost umgekehrt oz = (u, p)T € X (1.20), so gilt die Gleichung aus (1.20) insbe-
sondere fiir (v,0)” bzw. (0,¢)”, was die Gleichungen (1.19a) und (1.19b) impli-
ziert. [l
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Um zu verdeutlichen, warum Aufgabe 1.18 Sattelpunktaufgabe genannt wird,
kann man das Funktional J : X — R,

() = atw) + 2000 - 2000 — 206 =) (1)) -2 (4)) 120

p D p

betrachten, denn es hat unter bestimmten Voraussetzungen Losungen von (1.19)
als Sattelpunkte. Man bezeichnet eine Bilinearform m € B[X, X| als X -elliptisch,
wenn fiir eine Zahl £ € R, E > 0, gilt: Jedes z € X erfiillt m(z,z) > E|z|%.

Satz 1.20 (Sattelpunkte von J). Ist a symmetrisch und V -elliptisch, so ldst
r = (u,p)’ € X genau dann (1.19), wenn

(BIECERIH) (1.22)

q b

fiir alle (v,q)T € X wahr ist. Dies ist auch dquivalent zu

- T
J(z) = max min J((v,q)").
Beweis. Die Max-Min-Charakterisierung wird in [27, Kapitel 12] bewiesen. Sei
zuniichst (u,p)? € X eine Losung von (1.19). Man rechnet leicht'® J((v,p)?) —
J((u,p)") = a(u — v,u — v) — 2(a(u,u — v) + b(u — v,p) — f(u—v)) nach. Die
grofle Klammer verschwindet wegen (1.19a) und wegen der V-Elliptizitéit von a ist
a(u—v,u—v) > E||lu—vl||?, > 0, was die rechte Ungleichung in (1.22) beweist. Die
linke Ungleichung folgt aus J((u, p)*) — J((u,q)") = 2(b(u,p—q) —g(p—q)) = 0,
wobei die letzte Gleichheit ist eine Konsequenz von (1.19b) ist.
Nun erfiille (u,p)’ € X die Ungleichungskette (1.22) fiir alle (v,q)7 € X;
(v,q)T € X sei beliebig. Aus (1.22) folgt dann fiir g+ = p F ¢: 0 < J((u,p)T) —
J((u, q0)") = £2(b(u, q) — g(g)). Also ist (1.19b) wahr.
Statt von (1.22) auf (1.19a) zu folgern, wird die logische Kontraposition bewiesen:
Existiert ein (v,q)” € X, das nicht (1.19a) geniigt, dann gibt es ein (w,r)? € X,
fiir das nicht (1.22) gilt. Sei also fiir (v, q)" € X 0.B.d. A. a(u,v)+b(v,p)—f(v) >
0. Setzt man (w,r)” = (u+ tv,p), t € R, in (1.21) ein, so erhilt man

J((?j)) - J((Z)) — 2a(v,v) + £ 2(a(u, v) + b(v, p) — f(v))
Cy

= C1t? + Cot = Clt<t + a).

(1.23)

Da aufgrund der Voraussetzungen C,Cy > 0 gilt, ist (1.23) bei t = —20721 strikt
negativ, so dafl die rechte Ungleichung von (1.22) verletzt ist. Dies vervollstéandigt
den Beweis des Lemmas. 0

15 Addition der ,nahrhaften Null“ 2a(u,u) — 2a(u,v) — 2a(u,u) + 2a(u,v), Symmetrie und
,zweites Binom*“.
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Losbarkeit der Sattelpunktaufgabe

Um die Losbarkeit der Sattelpunktaufgabe zu untersuchen, werden die zu den
Bilinearformen gehérenden Operatoren verwendet, weil man statt unendlich vieler
Gleichungen dann nur zwei (Operator-) Gleichungen betrachten mu$.

Definition 1.21 (Operator zu einer Bilinearform). Seien H;, H, Hilbert-
raume und m € B[Hy, Hy]. Dann heifit

M: H — Hy: hy— (H2—>R : h2|—>m(h1,h2))

der zu m gehorende Operator. Der zu m’ gehérende Operator wird als M’ be-
zeichnet.

Die Notation in Definition 1.21 ist mit dem iiblichen Dualitétsbegriff kompatibel,
denn es gilt

Lemma 1.22. Seien Hy, Hy Hilbertrdume und m € B[Hy, Hy]. Dann gilt:
1. M € L[H,y, H)] und
M| e, gy = nf{C € R [ |m(ha, ho)| < Cllhal[ [zl m,
fir alle hy € Hy, hy € Hs}.
2. Der zu m' gehorende Operator M' ist zu M dual. Es gilt zusdtzlich : m =
m <= M =M.
Beweis. Elementare Funktionalanalysis ([27], [4]). O

Ab jetzt wird mit A, B, B’, L der zu a, b, b/, [ gehorende Operator gekennzeichnet

Aufgabe 1.19 und Aufgabe 1.20 sind dann dquivalent zu folgenden Operatorglei-
chungen:

Au+ B'p = f, (1.24a)

Bu =g, (1.24b)

L (Z) =7 (1.25)

Man kann (1.24) und (1.25) mit den Blockoperatoren

A B ,
(B O) bzw. (A+B B)

beziehungsweise

schreiben. Unter leichtem Miflbrauch der Notation werden beide mit L bezeichnet.
Unter welchen Bedingungen ist der Operator L stetig invertierbar? Das Lemma
von Lax und Milgram erweist sich als zu stumpf, um diese Frage zu beantworten,
denn, falls Q # {0} gilt, so ist [ nicht X-elliptisch: Lt man [ auf (0,¢)” € X,
l¢llo = 1, wirken, dann erhélt man 1((0,¢)7, (0,¢)") = 0. Dennoch wird dieses
fundamentale Lemma hier zitiert.
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Lemma 1.23 (Lax und Milgram). Ist m € B[H, H|, wobei H ein Hilbertraum
ist, H-elliptisch mit Elliptizititskonstante E > 0, so gilt: M~ € L[H', H] und
||M”L[H’,H] S Eil.

Beweis. Zum Beispiel in [19, funktionalanalytisch|, [26, mit Banachschen Fix-
punktsatz]. O

Lemma 1.24 (stetige Invertierbarkeit). Ist M € L[Hy, Hy] mit Hilbertrdum-
en Hy, Hy, so sind dquivalent:

1. M~ existiert und M~ € L[Ho, Hy].
2. Es gilt

inf  [Mhyflg, =2 >0
h1€Hz, ||h1]lg, =1

und fiir jedes by € Hy mit ||hy|| gy = 1 st ||M'hy|| gy > 0.
Zudem ist | MY = &7, falls eine der beiden Aussagen zutrifft.

Beweis. ,,1 = 2“: Neben den Voraussetzungen des Satzes sei also Aussage 1
gegeben. Da M bijektiv und beschrankt ist, gilt

Mh h
inf ||Mh1||H2 _ ” 1HH2 _ : ”7iHH2
hi€Hu,||h1llm, =1 h1€H1,h1#0 th”H1 ha€Ha,h2#0 HM h/2HH1
M~'h !
= ( sup w) — |M7Yt >0, (1.26)
ha€Hz,h2#0 ||h2HH2
was den ersten Teil von 2 und die Zusatzaussage e+ = || M ~!|| beweist. M ist ste-

tig invertierbar, da auch M dies ist, und es gilt || (M) 7| = ||[(M~Y|| = |[M || =
e > 0. Deshalb kann man die Berechnung (1.26) auch fiir M’ durchfiihren, was
infpy e | Pyl =1 | MRy gy = € liefert. Dies umfaflt den zweiten Teil von Aussage
2.

»,2 = 1“: Sei nun Aussage 2 gegeben, dann ist M injektiv, denn fiir ein beliebiges
0 # hy € Hy folgt aus dem ersten Teil von 2, dafl | Mhy||g, > e||hi||g, > 0 gilt,
d.h. ker M = {0}. Also existiert M~ : M(H;) — H; und ist bijektiv. Die
Linearitét rechnet man leicht nach.

Nun wird die Surjektivitét von M nachgewiesen. H = M (H,) ist abgeschlossen,
denn sei (bg)keny € H N eine beliebige Folge mit Grenzwert b € Hy. Dazu existiert
die Folge (zg)ren € HF mit Mx, = by, die wegen des ersten Teils von Aussage
2 eine Cauchyfolge ist: ||z, — zpl|lg, < e '||by — bellm, (k,1 € N). Thr Grenzwert
sei x € Hy. Da M auf H; stetig ist, erhdlt man (by =)Mz, — Mz, k — oo,
also b = Mx € H. Wegen der Abgeschlossenheit von H kann man H, in die
Hy-orthogonalen Teilriume Hy = H ® H* zerlegen. Der zweite Teil von Aussage
2 impliziert ker M’ = {0}. Angenommen, es gibe ein 0 # h € H+. Wegen des
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Rieszschen Hilbertraumisomorphismus J : Hy — Hy @ f —— (f,-)y, wire
dann A’ = Jh # 0. Also wiirde der Widerspruch 0 # (M'KW h) = (h',Mh) =
(h, M), = 0 folgen, so daB man insgesamt H = {0} erhlt. Somit ist M (H;) =
HQ.

Es wird demonstriert, dal M~! stetig ist. Dazu sei 0 # hy € M(H;) beliebig.
Teil eins der Aussage 2 ergibt [|hs|lm, = [|[MM 1 hy||z, > €||M " hy||g,, so daB
| MY < et folgt. (Auch hy = 0 erfiillt diese Ungleichung.) Damit ist der Beweis
abgeschlossen; die Zusatzaussage folgt jetzt aus Aussage 1. O]

Bemerkung 1.25. Ist M der zu m € B[H,, Hs] gehorende Operator, so entspricht
die zweite Aussage von Lemma 1.24 wegen ||[Mhy||; = sup{|[(Mhy, ho)| | ho €
Hy, ||ho|ln, = 1} den Babuska-Bedingungen

inf{sup {[m(h1, ho)| | hy € Ha, |[holla, = 1} | ha € Hu, [y, = 1} =€ >0,

(1.27a)

sup{|m(h1,h2)| | h, € Hy, ||h1||H1 = 1} > (0 fiir alle hy € H, ||h2||H2 =1.
(1.27b)
Da [[M~!|| = [|[M'7!| gilt, kann man anstelle von |[M'R||z; > 0 in Lemma 1.24

dquivalent ||M'hy||z; = € > 0 schreiben. In diesem Fall darf der erste Teil von
Aussage 2 zu | Mhy|| g, > 0 fiir alle hy € Hy, ||h1|| g, = 1, abgeschwiicht werden. '
Die Babuska-Bedingungen (1.27) werden dann zu

Sup{|m(h1,h2)| | h2 - HQ, ||h2||H2 = 1} >0 fir alle hl € Hl, ||h1||H1 = 1,
(1.28a)

inf{sup{|m(h1,h2)| | h, € Hy, ||h1||H1 = 1} | hy € H,, ||h2||H2 = 1} =e>0.
(1.28h)

Mit Hilfe von Lemma 1.24 wird die Umkehrbarkeit von L charakterisiert. Anhand
des Matrixbeispiels

1 -1

1

A:(l _1>, B=(11, L=[-1 1 1
-1 1

1 1 0

wird deutlich, dal weder A noch B invertierbar sein miissen, damit L dies ist.
Fafit man (1.25) formal als restringierte Minimierungsaufgabe nach Lagrange auf,
so ist anschaulich klar, dafl A nur auf der Teilmenge von V' umkehrbar zu sein
braucht, die der Nebenbedingung Bv = g geniigt, d.h. auf v + ker B, wobei
Bv = g ist. Diese Darstellung legt nahe, da8 v nur in V/ker B gesucht werden
mufl, so dafl B nur auf diesem Quotienten stetig invertierbar sein mufl. Diese
Anschauung 148t sich so prézisieren:

16\fan wendet Lemma 1.24 auf M’ an.
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1. Man definiert Vy = ker B < V. Da B stetig ist, ist 1} abgeschlossen.

2. Wegen der Abgeschlossenheit von V; existiert die V-orthogonale Zerlegung
V = V@V mit den Orthoprojektoren Py € L[V, Vo], Polv, = id, Bylv, =0
und P, € L[V, VY], P, |y, =0, P|y, =id. Via des Rieszschen Hilbertrau-
misomorphismus Jy : V. — V' : f+— (f, ), induziert sie eine Zerlegung
V' =Vy@ V] von V'. Sie ist V'-orthogonal und Vj ist abgeschlossen, weil
fir beliebige hi,hy € V' (h1,he)y, = (Jvhi, Jvha),, gilt. Das heifit, die
zugehorigen Orthoprojektoren sind Pj und P .

3. Mit Hilfe von Punkt 1 und 2 erhélt man eine orthogonale Zerlegung von A,
B und B’: Man setzt

Aoo: Vo — Vy, Agg=FyoAly,, Al : VL — Vi, A | =P oAy,
A(),J_ . Vb e VJ/_, A()’J_ = P(;OA‘V()’ AJ_}O . VJ_ — ‘/DI, AJ_}O = PJI_OAle_.

All diese Operatoren sind per definitionem stetig und linear.

Entsprechend wird B zerlegt: By € L[V, Q'], Bo = 0, B, € L[V,,Q],
B,v, = Bv, was B =0, B € L|Q,V]], B\ ¢ = B'q, nach sich zieht.

Zerlegt man noch f durch Einschranken auf V und V| in fy und f,, findet
man die zu (1.24) dquivalente Gleichung

Ao,o AJ_,O 0 Uo fo
AO,J_ AJ_’J_ B,L Uyl = fJ_ . (129)
0 B, 0 P g

Satz 1.26 (Losbarkeit der Sattelpunktaufgabe). Die Aussagen
L 'el[X X], (1.30)
Ago €LV, V] und Bi'eL[Q,V] (1.31)
sind dquivalent. Ist eine der beiden erfillt, so hat man die Abschdtzung
1L eperx) < V3max{ [ Aggll (L [1AINIBL L IBL 1+
AN (FAgoll + 1B+ IBLHHIANAgoll)) $- - (1.32)

Beweis. Zuerst gelte (1.31), d.h. (1.30) ist zu zeigen. Betrachtet man (1.29), so
kann man die Zeilen in der Reihenfolge 3, 1, 2 auflésen und erhélt

u; = Bllg, Uy = A(I(l) (f(] - AO,LBllg) )

- B 3 3 (1.33)
p= (Bi) ! (fJ_ - AJ_,J_Bng - AJ_,OAO,é(fO - AO,J_Bllg» .

Da (B)~! = (B') ist, sind die auftretenden Operatoren nach Voraussetzung
alle linear und stetig, so dafl (1.30) gezeigt ist.
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Nun sei (1.30) wahr; daraus wird (1.31) gefolgert. Sei fo € Vj beliebig, dann hat
(1.29) mit der rechten Seite (fo,0,0)7 eine eindeutige Lésung (ug,uy,p)’ € X.
Wegen B, u; = 0 und weil B nach Konstruktion injektiv ist, gilt u, € V, NV, =
{0}, also u; = 0. Somit folgt aus Zeile 1 von (1.29), dai Agouy = fo fiir jedes
fo € Vj eindeutig l6sbar ist, d.h. Ao € L[Vj, Vy] ist bijektiv. Nach dem Satz
iiber die offene Abbildung ([4, Kap. 5]) folgt daraus schon Agg € L[V{, Vo).
Betrachtet man zu einem beliebigen g € Q' die Gleichung (1.29) mit der rechten
Seite (0,0, )7, so ergibt sich analog B|' € L[Q’, V1]

Die Abschétzung (1.32) erhilt man aus der expliziten Darstellung der Losung
zu Beginn des Beweises. Zunichst gilt fiir L™'r = (vg,v1,¢)T € Vo x VI x Q
mit r € X', |r|x = 1, beliebig, daB [[L7'r[lx = [[([lvollv, lvellv, llall@)"ll2 <
Vi3I ([vollvs lvillv, lallo)¥ |l ist. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der Tat-
sache, daB || Aooll, [[AoLll, [[ALoll und ||AL 1 || kleiner als || A|| sind, folgert man
aus (1.33) sofort (1.32). O

Bemerkung 1.27. Formuliert man (1.31) mit Hilfe der Bilinearformen, so ergeben
sich die LBB-Bedingungen'”

inf{sup {|a(u,v)| |v € Vo, lvlly =1} [u e V,|ully =1} =a >0, (1.34a)
sup {|a(u,v)| |u € Vo, ||lully =1} >0 fur alle v € Vy, [|v|ly =1, (1.34b)
inf {sup {|b(u, )| | we V, Julvy =1} | g€ Q. lallo =1} =5 >0,  (L3e)

wobei (1.34c) Ungleichung (1.28b) entspricht. Geméfl Lemma 1.24 erwartet man
cine weitere Bedingung an b: sup{ [b(u, ¢)|| ¢ € Q, [lqllo =1} > 0 fiir alle w € V.,
|u|]ly = 1. Diese ist bei Sattelpunktaufgaben stets erfiillt, denn angenommen, es
wire sup {|b(u, q)| | ¢ € @, |l¢|lo = 1} = 0 fiir ein w € V| mit |lul|y = 1. Das hiefle
u € ker B =V}, also u = 0, was einen Widerspruch darstellen wiirde.

Daf in (1.34c) das Supremum iiber V' > V| anstelle von V| gebildet wird, dndert
dessen Wert nicht, da |[v|* = ||Pov]|* + || PLv]|? und b(v,q) = b(P,v,q) fiir alle
veV,qgeQ gilt.

1.2.2 Anwendung auf die Stokes-Gleichungen

Sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitzrand I' = 0€). Der Einfachheit
halber wird I'y = I'q = 0 und |I'p| > 0 angenommen. Fiir die Stokes-Gleichungen
wird die Theorie aus Abschnitt 1.2.1 auf folgende Weise spezialisiert:

V=HyQ)={uecH(Q) |[u=0 auf I'p}, (1.35)
Ly, falls |Ta| > 0,
Q= {Lg(Q) ={q€ Ly(Q)] [,q=0} sonst. (1.36)

Tnach O. A. Ladyzhenskaya, I. Babuska, F. Brezzi
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Die Bilinearformen werden fiir die Diskussion inhomogener Randbedingungen auf
Oberrdumen von V und ) definiert. Man kann sie ohne weiteres auf V und @
einschranken:

a: H'(Q) x H'(Q) — R : (u,U)T>—>VZ/ Du; - Duy, (1.37)
i=1 7/
b: H'(Q) x Ly(Q) — R : (u,p)T»—>—/pD-u, (1.38)
Q
f eV beliebig, ¢g=0(eQ). (1.39)

Lemma 1.28 (Stetigkeit von a und b). Es ist a € B[V, V] und |a(u,v)]
v|ull1||v||1 fiir alle uw,v € HY(Q) und o’ = a. AuBerdem gilt b € B[V, Q], |b(v, q)]
lull1llq|l fir alle v e HY(Q), q € La(9).

<
<

Beweis. Durch Einsetzen in die Definitionen und die Cauchy-Schwarzsche Un-
gleichung. [

Aufgabe 1.18 heifit schwache Form der Stokes-Gleichungen mit homogenen Rand-
werten. Die zugehorigen Operatorgleichungen (1.24) bzw. (1.25) werden genauso
genannt. Diese Bezeichnung wird so gerechtfertigt:

Satz 1.29 (klassische und schwache Formulierung). Sei u € V N C?*(Q) N
C'QUTL) NC'(QUTLp), p e QNCYQ) und [ € COQ) mit f: Q — R,
fl@) = [, fa € Q. Dann sind (1.14) (mit f = f, up = 0,f4 = 0) und (1.19)

dquivalent.

Beweis. Zunichst sei (u, p)T eine Losung der klassischen Formulierung (1.14) mit
homogenen Dirichlet- und Ausstromungs- Randbedingungen. Betrachtet man ein
beliebiges v € C>°(Q2) NV, so erhédlt man durch partielle Integration von (1.14a)
unter Verwendung der Randbedingungen

f(v):/va:/Q—uAu~v+/Qv~Dp

n~(Dui)vi+VZ/Dui~Dvi+f n~vp—/(D'v)p
i=1 Y T'a Q

wodurch (1.19a) erwiesen ist, weil C*°(2) NV in V dicht liegt. Analog ergibt
(1.14b) nach Multiplikation mit einem beliebigen ¢ € @) und anschlieender Inte-
gration, dafl (1.19b) erfiillt ist.

Um die entgegengesetzte Implikation zu beweisen sei jetzt (1.19) erfiillt. Man
betrachte zunédchst zu beliebigem v; € C°(§2) die vektorwertige Testfunktion
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v =(0,...,0,v;,0,...,0)7 mit v; an i-ter Stelle. Bei der partiellen Integration
von (1.19a) treten dann keine Randterme auf, d. h.

0=a(u,v)+b(v,p) — f(v) = <—1/Aui + (Dp); — fi Ui>Q )

Da der linke Faktor des Ly-Skalarproduktes Lo-orthogonal zu C'2°(€2) ist und diese
Menge dicht in Lo(2) liegt, ist er gleich 0 € Ly(€2). Da er nach Voraussetzung
sogar stetig ist, beweist dies die punktweise Giiltigkeit der i-ten Komponente von
(1.14a).

Nach Voraussetzung an V' gilt v = 0 auf I'p, was (1.14c) mit up = 0 verifiziert.
Um (1.14e) zu beweisen, betrachte man ein v € V wie zuvor jedoch mit v; €
C*>*(Q) N V. Dann fallen bei der partiellen Integration von (1.19a) nicht alle
Randterme weg, sondern man erhélt

0= a’(ua U) + b(U,p) - f(U)
& T'a Ta
= (vn - Du; —nip, vi)p,

wobei der letzte Schritt durch die bereits nachgewiesene L,-Orthogonalitéit der
Losung zu V' begriindet ist. Da die C*°-Funktionen auch in Ly(I"s) dicht liegen,
ergibt sich (1.14e) mit fy = 0.

Aus 0 = b(u,q) = —(D-u,q) fir alle ¢ € @Q folgt, daBB D - u € Ly(Q) Lo-
orthogonal zu @ ist. Falls Q = Ly(Q) ist, ist u also fast {iberall Null, d.h. als
stetige Funktion identisch Null. Im Fall reiner Dirichlet-Randbedingungen gilt
D-u L LY(Q), somit ist u = C konstant. Der Wert, der Konstante ergibt sich aus
der Kompatibilitdtsbedingung (siehe Abschnitt A.7) fiir reine Dirichletrandwerte:
0= [yon-u= [, D-u=C|Q| ergo u=0. O

Inhomogene Randbedingungen

Randwerte werden bei Sobolevfunktionen immer im Spursinn verstanden: Ist I’
eine Teilmannigfaltigkeit von Q, z.B. I' = 09, so existieren ein Spuroperator
Tor € LIHY(Q), HY(T)], der Tu = ulr fiir alle u € C°(Q) N H(R) erfiillt, und
ein Fortsetzungsoperator Erq € L[HY?(T), H'(Q)] mit T o E = idp. Das kann in
[42, Kap. 1,§8] nachgelesen werden.

Dirichlet-Randbedingungen werden bei der schwachen Formulierung direkt in der
Definition von V festgelegt, deshalb heiflen sie auch Zwangsbedingungen. Will man
also up : I'n — R", up # 0, vorschreiben so, verwendet man Vp = {u € H'(Q) |
Tu = up} und erhilt die Aufgabe

ap(u,v) + b(v,p) = f(v) fir allewv €V, (1.40a)
bp(u,q) =0 fiir alle g € @ (1.40b)
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mit ap : Vp X V — R, ap(u,v) = a(u,v) und bp : Vp x Q@ — R, bp(u,q) =
b(u, q). Dabei wird (u,p)T € Vp x @ gesucht. Man beachte, da8 Vi, kein linearer
Raum und ap weder bilinear noch symmetrisch ist. Auch bp ist natiirlich nicht
linear in der ersten Komponente.

V und Vp sind jedoch parallele, affine Teilriume in H'(Q2), d.h. Vp = V +
{Er, qup}. Setzt man die Darstellung (ug, p)” + (Erp, oup,0)", (ug,p)T € V xQ,
einer Losung von (1.40) dort ein und bringt alle Terme mit Er, qup auf die
rechte Seite, so erhélt man (1.19) fiir (up,p)” € X. Dazu muB man die rechte
Seite f(v) — a(Erp oup,v) bzw. —b(Er, oup, q) wihlen. Umgekehrt erhélt man
zu einer Losung von (1.19) mit der gerade angegebenen rechten Seite eine Losung
von (1.40).

Inhomogene Ausstromungs-Randbedingungen werden durch zusétzliche Terme in
den Stokes-Gleichungen gestellt und werden deshalb von Lésungen unabhéngig
von den genauen Funktionenrdumen V und @ erfiillt. Deshalb heiflen sie natiirli-
che Randbedingungen. Im ersten Teil des Beweises von Satz 1.29 heben sich die
Randintegrale des Diffusions- und Druckterms iiber I'y genau auf. Bei inhomoge-
nen Randbedingungen erhélt man stattdessen ein Randintegral von fa, was auf
folgende Aufgabe fiihrt:

a(u,v) + b(v,p) = f(v) + faTor,v firallev eV, (1.41a)
Ca

b(u,q) =0 furalle ¢ € Q. (1.41Db)

DaB jede hinreichend regulire Losung dieser Aufgabe (1.14e) erfiillt, zeigt der
Beweis von Satz 1.29.

Aufgabe 1.30 (Stokes-RWA). Die Stokes-RWA mit beliebigen Dirichlet- und
Ausstromungs- Randbedingungen ist durch Aufgabe 1.18 mit (1.35) bis (1.38)
gegeben. Als rechte Seite tritt

f2V—R:v+— f(v) - a(EFD,QUDaU> + faTor,v
Ca
in Gleichung (1.19a) auf. Damit f € V' gilt, wird f € V', up € HY?*(I'p),
fa € Ly(T's) vorausgesetzt.'® Die rechte Seite von (1.19b) lautet

g: Q —R: qgr— —b(Er, qup,q).

Es wird ein Paar (u, p)T € X gesucht, das (1.19) erfiillt. Dies wird als homogener
Anteil der Losung bezeichnet. Bei Referenzen auf die Losung der vorliegenden
Aufgabe ist stets der homogene Anteil (u, p)T gemeint. (u, p)? + (Er, oup,0)’ €
Vb x @ heiBt (volle) Losung der inhomogenen Stokes-RWA. Fiir die Herleitung
der Fehlerschétzer in Kapitel 3 und 4 wird davon ausgegangen, dafl die Repréasen-

tation f(v) = [, fv, f € La(Q), gilt.

18Vermutlich geniigt fa € H'/?(T's) anstelle von fo € Lo(T's).
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Nachweis der LBB-Bedingungen

Aufgrund von Lemma 1.28 geniigt es, die LBB-Bedingungen (1.34) fiir die Stokes-
RWA nachzuweisen, um diese als gut gestelltes Problem der mathematischen Phy-
sik zu erkennen. Denn die Existenz eines stetigen Losungsoperators L™ sichert
die Giiltigkeit aller drei geforderten Eigenschaften.

Satz 1.31 (LBB-Bedingungen an a). Die Bilinearform a ist V -elliptisch und
erfillt (1.34a) und (1.34b).

Beweis. Da |I'p| > 0 ist (siehe Seite 21), gilt die Ungleichung von Poincaré

lul® < C() )l Duill
i=1

mit einer gebietsabhéingigen Konstante C'(2) > 0 fur alle u € V. Also gilt nach
Definition von a fiir beliebige u € V

“ v
Damit ist die V-Elliptizitdt von a bewiesen. Zum Beweis von (1.34a) betrachtet
man ein beliebiges v € V mit ||ul|; = 1. Es ist sup {|a(u,v)||v € V,||v||y =1} >

a(u,u) > SI(OFS] unabhéngig von u, so dafl auch das Infimum grofler als die rechte

Konstante ist. Da a symmetrisch ist, folgt (1.34b) unmittelbar aus (1.34a). O

Bemerkung 1.32. Die Elliptizitdtskonstante £ von a geht iiber Lemma 1.24 bzw.
(1.34a) in die Norm von L~ ein, die spiiter fiir Schiitzungen der Effizienz von
Fehlerschétzern interessant ist. Fiir den Fall I'p = 09 beweist Galdi in [20, Kap.
I1.4] C(©2) < ff—z, falls 2 in einem Streifen der Breite d liegt.

Im allgemeinen Fall kann man die skalare, schwache Eigenwertaufgabe ( Du, Dv)
—A(u,v) =0fiirallev € H = {v € H'(Q)| Tor,v = 0} 16sen; u wird in derselben
Menge gesucht. Fiir den kleinsten Eigenwert A, gilt dann: C(Q) = A1 ist
die optimale Poincare-Konstante. Dies sieht man sofort ein, wenn man sich klar
macht, daf} die Eigenvektoren eine (Orthonormal-) Basis von H bilden und dafl
die Eigenwert-Gleichung der Poincare-Ungleichung entspricht, wenn man diese

als Gleichung liest (siche auch [20, Kap. I1.4]).

9Der einfachste Beweis fiir reine Dirichlet-Randbedingungen via partieller Integration steht
vermutlich in [42, Kap. 1, §7]. [42, Kap. 1, Satz 7.7] kann verwendet werden, um die hier
verwendete Behauptung zu beweisen; die letzte Summe in Gleichung (8) kann entfallen, weil sie
nur benutzt wird, um zu zeigen, daf das konstante Polynom ¢ (fiir [ = 1) in W4 (1) identisch
Null ist. Fiihrt man den Beweis mit V aus dieser Arbeit durch, so ist ¢ € V als konstantes
Polynom wegen |I'p| > 0 identisch Null.
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Satz 1.33. Ungleichung (1.34¢) ist genau dann erfillt, wenn es eine Konstante
B > 0 gibt, so daf fiir jedes p € Q einu € V mit

D-u=p, |ully <37l (1.42)
existiert.

Beweis. Sei p € @, |[p|]| = 1, beliebig und u € V die Losung von (1.42). Dann
it SUPycyspups i 00 2)| > (2, p)] = [pl2lulli > Bllpl, 0 daf das Infimum
tiber p € @ mit [|p|| =1 in (1.34c) durch 8 > 0 nach unten beschrankt ist.

Umgekehrt impliziert (1.34c) nach Bemerkung 1.27 bereits, dal B~ € L[Q’, V]
existiert. Zu beliebigem p € @ ist dann v = B™!'p € V mit 7' = ||B™!|| eine
Losung von (1.42). O

In [20, Kap. I11.3] wird (1.42) detailliert untersucht®. Fiir reine Dirichlet-Rand-
bedingungen gilt (1.42) aufgrund von

Satz 1.34 ([20, Kap. III, Satz 3.1]). Sei Q ein beschrinktes Gebiet im R™,
n > 2, so daff Q = UN_ O, wobei jedes Q, sternférmig beziiglich einer offenen
Kugel By, mit By, C Q, sei. Zum Beispiel erfiille Q die Kegeleigenschaft. Dann,
gegeben p € L,(QY), das pr = 0 erfiillt, existiert wenigstens eine Lésung u von
(1.42). Weiterhin lifit die Konstante 37! aus (1.42) folgende Abschitzung zu:

1< a0 (BOY' (1 @)

worin Ry der kleinste Radius der Kugeln By, ¢y = co(n,q) und

k—1
€2 ] > 1/g—1 1-1
C=max |1+ ——— ||1+E/q D; — Q|11

k ( |Q N Dy| il( £l | | )

mit D; = Uff:Hle und F; =, N D;, 1 =1,..., N — 1, ist. Schliefilich hat u in
Q kompakten Tréager, falls p dies auch hat.

Galdi [20] bemerkt auBerdem, dafl die Konstante 3 in allen Gebieten dieselbe ist,
die durch Homothetie und Abbildungen aus SO(n) ineinander iiberfithrt werden
koénnen.

Ist |T'a| > 0, so hat @ eine Dimension mehr als im Dirichletfall, denn die konstan-
ten Funktionen kommen hinzu. Damit b (1.42) erfiillt, erwartet man, daf auch V’
um wenigstens eine Dimension grofler wird.

Satz 1.35 (LBB-Bedingungen fiir |['a| > 0). Im Fall [T'4| > 0 gilt (1.42) mit
Q=1Ly(Q) und V =H}(Q) ={ue H(Q)| Tor,u = 0}.

20D - u = p stellt sich als ein {iberraschend diffiziles Problem heraus; weitere Literatur dazu
siehe ebenfalls [20, Kap. II1.7].
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Beweis. Es wird folgende Aussage aus [20, Kap. III, Ubung 3.4] verwendet: Die
Aufgabe D - u = p, Tgaqu = a hat fiir jedes Paar f € Ly(0), a € HY?(09Q), das
die Kompatibilitdtsbedingung fQ f= fagn - a erfiillt, wenigstens eine Losung,
die der Abschétzung |ju|1 < C(||f]| + ||al|1/2;00) geniigt. Die Konstante C' héngt
weder von f noch von a ab.

Da |T'a] > 0 ist, existiert eine Funktion a € HY2(9§)) mit suppa C T'y und
$po n-a=k>02 Sei nun p € Ly(Q) beliebig. Da Ly = Lj @ span{1} eine or-
thogonale Zerlegung ist, kann man p = py + p, mit py € LY, p; € R und ||p|* =
Ipol|* + [lpL||* schreiben. Daraus folgt [, p = p.|Q|, so daB a) = Aa € H/*(T's)
mit A = “T‘Ql € R und P zusammen die Kompatibilitdtsbedingung erfiillen. Es
bleibt also noch zu zeigen, da8 ||ax||1/2,;r, < C|p|| gilt, um die Abschétzung in

(142) nachzuweisen. Es ist ||CLA||1/2;FA = |/\|||CL||1/2;FA = |pL| |Q| k/’71||a”1/2;rA =
IpL V19 k  lall1 /2,0, < Cllpll, denn @ wird nicht variiert. Damit ist alles be-
wiesen. O

21Zum Beispiel kann man 1 -n auf einer kompakt in I'y enthaltenen Teilmenge glitten.
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Kapitel 2

Diskretisierung der
Variationsaufgabe

Esist in der Praxis fast immer unmoglich, Aufgabe 1.18 durch Angabe einer expli-
ziten Funktion exakt zu losen. Deshalb ersetzt man die unendlich-dimensionalen
Réaume V', @ durch endlich-dimensionale Raume V}, @y, h > 0, und erhélt im
Fall der Stokes-Gleichungen ein (grofes) lineares Gleichungssystem anstelle von
Aufgabe 1.18. Dieser Vorgang heifit Galerkindiskretisierung. Im folgenden wird
die Losbarkeit der diskreten Aufgabe untersucht und beleuchtet, inwiefern ihre
Losung gegen die von 1.18 konvergiert, wenn die Gitterweite h gegen Null strebt.
In theoretischen Arbeiten iiber die Stokes-Gleichungen (z. B. [19], [20]) wird meist
verwendet, dafl Aufgabe 1.30 Hg 4;, (Q)-elliptisch ist und sogar zu einem Tupel von
Poisson-Gleichungen degeneriert. Das typische Vorgehen zur Diskretisierung sol-
cher Aufgaben besteht in konformer Diskretisierung, d.h., man verwendet einen
endlich-dimensionalen Teilraum X, < Hj§ 41, () zur Diskretisierung und das
Lemma von Céa sowie Interpolationsungleichungen zur Abschitzung des Dis-
kretisierungsfehlers. Leider erweist es sich als schwierig, einfache Funktionen mit
kleinem Tréiger zu finden, die in Hj 4, liegen.' Im folgenden wird die Sattelpunk-
taufgabe auf X diskretisiert.

Da die diskrete Sattelpunktaufgabe
a(up,vp) + b(vp, pr) = f(uy) fur alle vy, € V4, (2.1a)
b(up, qn) = g(qn) fiir alle g, € Qy (2.1b)

dieselbe Struktur wie Aufgabe 1.18 hat, kann man die LBB-Bedingungen zur Un-
tersuchung der Losbarkeit heranziehen, indem man in (1.34) V}, und @}, verwen-
det. Es wird die Bezeichnung Ly, : X), — X} : @, — (Lzy)|x, (Xn = Vi X Qn)
fiir die Diskretisierung von L verwendet, so daf (2.1) auch als

Lhﬂih = 7“|Xh (2.2)

geschrieben werden kann.

n dieser Richtung siehe z. B. [34], [36].

29
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2.1 Abstrakte a priori Fehlerschitzung

Lemma 2.1. Ist V}, <V, so ist die Bilinearform a der Stokes-Gleichungen V-
elliptisch. Insbesondere erfillt a fir beliebige Qn < @ die Gleichungen (1.34a)
und (1.34b) mit Vi, und Qp,.

Beweis. Die Elliptizitat nachzuweisen ist trivial, da a V-elliptisch ist und V}, <V
gilt.

Der Beweis der LBB-Bedingungen (1.34a) und (1.34b) erfolgt dann analog zu
Satz 1.31. m

Wiiren die Stokes-Gleichungen nur Hj 4 -elliptisch, so miiite statt des vorigen
Lemmas eine aufwendigere Analyse erfolgen, weil im allgemeinen V;,\ Hj 4, 7 {0}
ist.

Der Nachweis von (1.34¢) fur die diskrete Aufgabe wird erst in Abschnitt 2.2.3
gefiihrt, weil diese Bedingung im Gegensatz zu (1.34a) und (1.34b) sehr von der
genauen Wahl der Rdume Vj, und @), abhéngt. Vorerst wird die Giiltigkeit von
(1.34c) mit der von h unabhéngigen Konstante Sgiskret > 0 vorausgesetzt, um den
Diskretisierungsfehler abzuschétzen.

Satz 2.2 (Céa). Seien Vj, <V, Qn < Q so gegeben, dafy L und L, die LBB-
Bedingungen erfillen. Dann besitzen (1.19) und (2.1) jeweils genau die Lisung
v = (u,p)t € X und zp, = (up,, pn)? € Xy,; diese erfiillen die Ungleichung

|z —zpllx < C inf |lz —ynllx
yn€Xp

mit der Konstante C' = (1 + ”L}:1HL[X;L,X;L]”L”L[X,X/])-

Beweis. Da die LBB-Bedingungen in beiden Fillen erfiillt sind, besitzen (1.19)
und (2.1) je genau eine Losung x € X, x;, € Xj,. Betrachtet man ein beliebiges
yn € Xp, so gilt aufgrund der Definition der Sattelpunktaufgaben, dafl der Dis-
kretisierungsfehler galerkinorthogonal zu yy, steht: [(x — zp, yn) = 0. Schreibt man
diese Schliisselrelation mit den zugehorigen Operatoren und subtrahiert Ly, so
erhélt man Ly(z, — yn) = (L(zh — yn))|x, = (L(x — yn))|x,. Da Ly, die LBB-
Bedingungen erfiillt, kann es stetig invertiert werden, also

zh —yn = Ly, (L(z — yn)) |x, -

Dies beweist mit der Dreiecksungleichung zusammen wegen ||z — xpl|x < ||z —
unllx + lzn — wnllx < (L+ 1L, L)) |2 — yn|lx durch Bilden des Infimums den
Satz. O

Bemerkung 2.3. Da die Distanz von z; zu z unter allen Elementen von X bis
auf die (multiplikative) Konstante kleinstmoglich ist, nennt man die Galerkindis-
kretisierung quasi-optimal.
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Man kann tiber (2.1) die sog. Ritz-Projektion Ry : X — X, definieren (siehe
[27]). Satz 2.2 sagt dann, daB8 Rj, zwar im allgemeinen ein schiefer Projektor ist,
jedoch der Winkel zwischen x und z;, gleichméflig von 7 weg beschrinkt bleibt,
wenn C' von h unabhéngig ist.

Zusammen mit Approximationsaussagen iiber X beziiglich X erhélt man aus
Satz 2.2 Konvergenz in der X-Norm, also /||ul|? + ||p]|? im Fall der Stokes-
Gleichungen. Verwendet man die zu (1.19) duale Aufgabe, kann man Abschétzun-
gen des Diskretisierungsfehlers in anderen Normen beweisen.

Hat man eine stetige, dichte Einbettung ¢ : X < Y, wobei Y ebenfalls ein
Hilbertraum sei, so erhédlt man mit ¢/ : Y’ < X’ und der Identifizierung von
Y mit Y’ via des Riesz-Isomorphismus einen Gelfandschen Dreier X — Y =
Y’ — X', Damit kann man Fehlerabschétzungen in der Norm von Y gewinnen,
denn ein Operator O € L[X', X] (z.B. L™!) liegt via der vorigen Inklusionen in
anderen Klassen, z. B. in L[Y, Y]. Eine dhnliche Technik kann auch auf a posteriori
Fehlerschitzer angewendet werden, sieche Abschnitt 3.2.1.

Satz 2.4 (Aubin, Nitsche). Sei X — Y — X' ein Gelfandscher Dreier aus
Hilbertrdumen, X, < X; L bzw. L, mdégen die LBB-Bedingungen erfiillen. Die
Lésungen der Aufgaben (1.19) und (2.1) werden wieder mit x € X und xp, € X},
bezeichnet. Auferdem wird fir y € Y mit ¢, € X die Lisung der zu (1.19)
dualen Aufgabe L'¢p, = (y,-)y bezeichnet. Dann existiert mit der Konstanten
C = ||L||gix,xn folgende Abschitzung des Diskretisierungsfehlers in der Y -Norm.:

|z —anlly < Cllz —xul|x  sup  inf ||¢y — 2]|x.
yey, |lylly=12n€Xn

Beweis. Alle z € X erfiillen |z[ly = [[(x,")y|ly: = subyey, jyy=1/(®, v)y |, also
insbesondere x — xy:

|z —anlly = sup  [(x =z, y)y ] (2.3)
yeY, [lylly =1

Da die stetige Invertierbarkeit von L’ zu der von L dquivalent ist, kann die duale
Aufgabe fiir alle rechten Seiten y € Y gelost werden. Die Losbarkeit von (1.19)
und (2.1) folgt wieder aus den LBB-Bedingungen. Setzt man x — x;, als Testfunk-
tion in die duale Aufgabe ein, so ergibt sich (L'¢,, x — ) v y = (¥, — x3),. Die
Galerkinorthogonalitéit des Diskretisierungsfehlers fiir (1.19) fiihrt fiir beliebige
zn € Xp zu (L(x — x3), 2n) xr x = 0, was unter Verwendung der Definition des
dualen Operators insgesamt (L(x — 1), ¢y — 21) yr x = (¥, @ — xn)y liefert. Also
gilt |(y,x — z1)y| < [ L[|z — 2| x inf., ex, [|¢y — 21l x, Was in (2.3) eingesetzt
den Satz beweist. O

Der Satz kann also ohne weitere Regularitidtsannahmen gezeigt werden. Um je-
doch in dem sup inf-Term h-Potenzen zu finden, mu8 die zu (1.19) duale Aufgabe
fiir alle rechten Seiten y € Y eine gewisse Regularitit besitzen.
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Bemerkung 2.5. Man kann sich fragen, warum im Satz 2.4 die duale Aufgabe
in Erscheinung tritt. Im wesentlichen liegt das daran, daffl man Y mit seinem
Dualraum identifiziert hat und eigentlich die duale Norm abschitzt. Um den
Operator L wieder ins Spiel zu bringen, muf eine Aufgabe fiir y formuliert werden,
wo der Operator auf der , falschen* Seite des Dualitatsproduktes steht.

2.2 Finite Elemente

Der vorliegende Abschnitt dient in erster Linie dazu, die Notation zu prézisieren,
denn iiber die verwendeten Konzepte gibt es sehr viel Literatur, die hier nur zitiert
wird. [15], [16] und [43] sind Standardwerke und gut lesbar. [26] kann ebenfalls
empfohlen werden.

Definition 2.6 (geometrische Grundkonzepte). Ein nicht-entartetes s-Sim-
plex [z, ...,z ist ein s-Tupel von Punkten z; € R” (s < n) in allgemeiner La-
ge. Da meist keine Verwechselungsgefahr besteht, bezeichnet [z, ..., zs] auch die
Menge {d> 7 o Niz; | > i Ai=1, Ao,...,As >0}, also die offene, konvexe Hiille
der Ecken x;. Als Gleichheit von Simplexen wird die Gleichheit der g-Tupel
verwendet; ist nur die Gleichheit der Mengen gemeint, so wird = geschrieben.
0-, 1-, 2- und 3-Simplexe tragen die Namen Punkt, Strecke, Dreieck, Tetraeder.
Das Simplex [0, eq, es, ..., es] heiBt Referenz-s-Simplex, wobei die e; die ersten s
Standard-Basisvektoren des R™ sind.

Ist S = [xzg,..., x| ein Simplex, so heifit R ein Randsimplex von S, R < S| falls
Indizes 0 < ip < iy < -+ < 4, < s existieren, so da} R = [z;,,...,x; ] gilt. Falls
R dann ein 0-, 1-, (s — 1)- Simplex ist, nennt man es Ecke, Kante, Facette von
S. Es werden die Bezeichnungen N(S) = {R < S | R ist eine Ecke von S.} und
F(S) ={R < S | R ist eine Facette von S.} eingefiihrt.

Mit hg = diam S wird der Durchmesser, mit pg der Inkugeldurchmesser von S
bezeichnet. 6(5) = Z—; ist das Entartungsmafl von S.

Bemerkung 2.7. Ein Simplex S ist genau dann entartet, wenn g = oo gilt. Fiir
gleichférmige s-Simplexe ist dg = 1/s(s + 1)/2 minimal.

Ist M € R™" eine reguldare Matrix und b € R", soist F': R® — R" : z +—
Mz +b eine affine Abbildung. Die Inverse existiert und ist wegen F~ly = M1y +
(—M~1b) ebenfalls affin. Im gegenwiirtigen Zusammenhang sind affine Abbildun-
gen interessant, weil es zu zwei nicht-entarteten s-Simplexen S = [z, ..., z;], T =
[Y0, - - -, ys| genau eine affine Abbildung F' gibt, so dafl F'(S) = [Fxo,...,Fzg| =T
gilt. Man kann deshalb viele Probleme mit Simplexen durch die Untersuchung des
entsprechenden Referenzsimplexes und eine affine Transformation behandeln. Ei-
nige wichtige Beziehungen zwischen S, T" und F' lauten so:
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Lemma 2.8 (affine Abbildungen). Mit den Bezeichnungen des vorangehenden
Absatzes gilt:
T

h h
Mo < =5, [IM7Y, <=2, |det M| ==
Ps pPr |S|

Falls M = sO mit s > 0 und einer orthogonalen Matrix O gilt, so nennt man
F eine Ahnlichkeitsabbildung. In diesem Fall erfiillen S und T die Beziehung
8s = or, das heiBt, alle Simplexe derselben Ahnlichkeitsklasse besitzen dasselbe
Entartungsmaf; Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation.

Definition 2.9 (Triangulierungen). Eine konsistente Triangulierung bzw. ein
Simplizialkomplex T (im R™) ist eine endliche Menge von nicht-entarteten Sim-
plexen mit den Eigenschaften:

1. Aus S €T und T < S folgt T € 7.
2. Aus S, T € Tund S # T folgt SNT = 0.

Oft wird mit T auch der zugrundeliegende, abgeschlossene topologische Raum
UgerS C R™ bezeichnet; solche abgeschlossenen topologischen Raume heiflen Po-
lyeder. Gilt in einer konsistenten Triangulierung zusétzlich fiir beliebige R, S, T €
T die Implikation R C SNT = (R < S) A (R < T), so heifit T konsistent
numeriert.

Analog zu Definition 2.6 werden N(T) = {S € T | S ist ein Punkt.} C T und
F(T) ={S €T |Sistein (n — 1)-Simplex. } C T als Bezeichnungen verwendet.
Dabei wird davon ausgegangen, dafl T wenigstens ein n-Simplex enthélt. Allge-
mein wird fiir 1 < m < n die Menge aller m-Simplexe in T g(m) genannt.

Die bereits erwdhnte Gitterweite erhélt fiir Triangulierungen die Definition h =
h(T) = maxgeshg, und das Entartungsmaf einer Triangulierung lautet 6(7) =
maxgsecg (55.

Bemerkung 2.10. Das Besondere an konsistent numerierten Triangulierungen ist
folgendes: Wenn sich zwei abgeschlossene Simplexe schneiden, so ist der Schnitt
nicht nur ein gemeinsamer Randsimplex, sondern dann induzieren beide Simplexe
die gleiche Eckpunktreihenfolge auf diesem Randsimplex. Diese Eigenschaft wird
in dem Finite-Elemente-Paket DROPS 2 zur Implementierung eines effizienten
Verfeinerungsalgorithmus fiir Triangulierungen verwendet.

Jede konsistente Triangulierung T kann konsistent numeriert werden, indem man
die Punkte P € T linear ordnet (z.B. mit natiirlichen Zahlen abzéhlt) und die
Reihenfolge der Eckpunkte in jedem Simplex S € T dieser Ordnung anpafit. Das
besondere des Verfeinerungsalgorithmus in DROPS liegt darin, daBl von DROPS

2DRroPS wird im IGPM entwickelt. Eines der Anwendungsgebiete ist die Simulation von
mehrphasigen Fluidsystemen. Es wird in C++ programmiert.
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ws wWr Wy ws wWg

Abbildung 2.1: Die Umgebungen aus Notation 2.11 im R2?. S ist ein Dreieck, F
eine Strecke, x ein Punkt.

erzeugte Verfeinerungen einer konsistent numerierten Triangulierung ohne weitere
Nachbearbeitung ebenfalls konsistent numeriert sind.

Obwohl Polyeder eine einfache Struktur aufweisen, sind sie im allgemeinen keine
Lipschitzgebiete, da sie nicht unbedingt nur auf einer Seite ihres Randes zu liegen
brauchen.

Notation 2.11. Sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitzrand, dessen
Abschlu8 durch T konsistent trianguliert ist. Mit

No(T) =N(T) N2, Np(T) =N(T)NTp, Na(T)=N(T)NTy,
Fo(T)={Se€F(TM|SCQ}, Ip@)={5€TF(T)|SCTIp},
Fa@) ={5€F(T)[ScTla}
werden Teilmengen von N und F benannt. Zu jedem n-Simplex S € T, jedem

(n — 1)-Simplex F' € T und jedem Punkt 2 € T sind weitere Teilmengen von Q
niitzlich, die sogar als konsistente Teilkomplexe von T aufgefafit werden konnen:

ws = U T, Wp = U T, Wy = U T,

F(S)NF(T)#0D FeF(T) 2€N(T)
J)S - U T, C:}F == U T
N(S)NN(T)#0 N(F)NN(T)#£0

Um den Umfang technischer Details nicht grenzenlos wachsen zu lassen, werden
in dieser Arbeit nur Gebiete {2 behandelt, deren Abschlufl ein Polyeder mit Lip-
schitzrand ist. Ferner sollen die Randbereiche mit Dirichlet- und Ausstromungs-
Randbedingungen im nachfolgenden Sinn von jeder betrachteten Triangulierung
T aufgelost werden:

Bedingung 2.12. Fiir jedes S € T folgt aus SN T'p # 0 die Aussage S C I'p;
ebenso folgt aus SNTx # 0, daB S C T'y gilt.

Lemma 2.13 (Partitionen). Unter der Bedingung 2.12 erlaubt T die Partitio-
nen N(T) = NoUNpUN 4 und F(T) = FoUF pUTF 4.
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Bedingung 2.12 bedeutet im wesentlichen Einschrénkungen an grobe Triangu-
lierungen, weil auch sie die Bereiche mit unterschiedlichen Randbedingungen
auflosen miissen — andererseits sind kompliziertere Konfigurationen mit DROPS
derzeit nicht handhabbar® und koénnten deshalb auch nicht numerisch getestet
werden.

Zu den Verallgemeinerungen der abstrakten Fehlerschédtzungen aus Abschnitt 2.1
dieses Kapitels und der Projektionsabschéitzungen aus Abschnitt 2.2.1 auf den
Fall krummliniger Rénder wird auf die eingangs erwéhnte Literatur verwiesen.

Da letztendlich das asymptotische Verhalten des Diskretisierungsfehlers fiir h — 0
interessant ist, werden spéter Familien {J}},~¢ von Triangulierungen beliebig
kleiner Gitterweite untersucht. In den relevanten Fehlerschétzungen tritt neben
der Gitterweite auch das Entartungsmafl auf. Diese Abhéngigkeit kann beseitigt
werden, wenn eine endliche obere Schranke o der Entartungsmafle aller T), exi-
stiert. Eine positive untere Schranke ist durch Bemerkung 2.7 immer gegeben.
Man verwendet diese

Definition 2.14 (regulire Familien). Sei € R™ ein Polyeder. Eine Familie
{Th}n>0 von konsistenten Triangulierungen von 2 heiit reguldr, wenn sie § =
SUPps0 0(Th) < oo erfiillt.

Lemma 2.15. Sei {T,}n~0 eine Familie von konsistenten Triangulierungen des
Polyeders Q0 € R™. Dann gibt es Konstanten Cy,Cy,C3 € N, die nur von §
abhdngen, so dafs fir jede der Triangulierungen Ty, gilt: Fiir jedes n-Simplex S €
Ty ist {T € T | F(S)NF(T) # 0} < Cy. Jedes (n — 1)-Simplex F € Ty, geniigt
HT €T, | F € F(T)}| < Cy. Die Ungleichung |{T € Ty, |x € N(T) }| < C3 wird
von jedem x € Ty, erfillt.

Die Mengen w aus Notation 2.11 enthalten also eine unabhdingig von h beschrdank-
te Anzahl von n-Simplexen aus Tp,.

Jetzt wird Notation fiir Funktionenrdume bereitgestellt. P; bezeichnet den Raum
der Polynome auf R", deren Grad kleiner oder gleich k£ ist.

Definition 2.16 (Finite-Elemente-R&ume). Sei €2 ein beschrianktes Gebiet
mit konsistenter Triangulierung 7, das Bedingung 2.12 erfiillt. Dann sind

S =Lf:Q—R|flgs€P, firalleScT},

Sk =81 nCo(Q), Sh= {f e S*| flrp, = 0}
die hier verwendeten Finite-Elemente-Réume. Fiir vektorwertige Funktionen lau-
tet die Definition bis auf den Wertebereich genauso. Durch Vorgabe von Funk-

tionswerten auf dem Hauptgitter der Stufe k& wird genau eine Funktion aus S*
festgelegt. Das Hauptgitter® G (T) der Stufe k besteht dabei aus allen Punk-

3Das Einsatzgebiet von DROPS liegt im Bereich von Mehrphasensystemen, wo die Geometrie
des Gebietsrandes nicht im Vordergrund steht. Die weitaus schwierigeren geometrischen Pro-
bleme an der Phasengrenze miissen mit Verfahren wie der Levelset- oder Phasenfeld-Methode
gelost werden, die nicht fiir den Gebietsrand eingesetzt werden.

4principal lattice; siehe [23]
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ten z € Q, die auf folgende Weise geschrieben werden konnen: Es existieren ein
n-Simplex [z, ...,%,] € T und baryzentrische Koordinaten A; € {0, %, o1}
( =0,...,n), so daB die Gleichungen = = 37 ( A\jz; und 3 7 (A; = 1 gelten.
Daraus ergibt sich der lineare Standard-Interpolationsoperator I° : C(Q) — S*;
I3f ist die eindeutig bestimmte Funktion in S* die ISf = f auf G (7) erfiillt.

Zu den Punkten des Hauptgitters existiert eine Lagrangebasis von S*: sie wird
auch Knotenbasis genannt. Finite Elemente, die ausschliellich auf der Vorgabe

von Funktionswerten basieren, heiflen dementsprechend Lagrange-Elemente.

Um zu Uberpriifen, ob die gerade definierten Funktionenrsiume in H' liegen,
wendet man partielle Integration iiber Simplexe an und erhélt

Lemma 2.17 (Teilriume von H'(Q)). Ist @ C R"™ ein durch T konsistent
trianguliertes Gebiet mit Lipschitzrand und f € CY(Q) eine Funktion, die auf
jedem n-Simplex S € T f|g € CY(S) erfiillt, so folgt f € H'(Q).

Korollar 2.18. Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.17 gilt fiir jedes k € N
Sk < HY(Q).

Satz 2.19 (Interpolationsfehler). Gegeben seien natiirliche Zahlen 0 < [ <
m<k+1,1€{0,1}. Dann gibt es eine Konstante C' > 0, die nur von Q und §
abhiingt, so daf jede Funktion f € H™(Q) N C%Q) die Ungleichung

|f = I°fl < CR™ | f|m
erfiillt. Darin ist I° der Standard-Interpolationsoperator zu S*(T).

Der Einbettungssatz von Sobolev garantiert H' — C° fiir [ > 5. Wihrend man
damit im Fall n € {2,3} bei der Poissongleichung noch zufrieden sein kann, weil
man aus Satz 2.19 ohne u € H? sowieso keine h-Potenzen in der Fehlerschiitzung
mit dem Lemma von Céa erhilt, ist die Regularitédtsforderung bei den Stokes-
Gleichungen noch gravierender. Um némlich den Druck p € L? mit I® interpolie-
ren zu kénnen, mufl man auch p € H? fordern.

Zum Gliick ist Standard-Interpolation nicht das letzte Wort — Clément sowie
Scott und Zhang und andere entwickelten ab den 1970er Jahren Interpolations-
methoden fiir ,rauhe* Funktionen.

2.2.1 Der Interpolationsoperator von Scott und Zhang

Funktionen aus Sobolevraumen koénnen auch unter wesentlich milderen Voraus-
setzungen als Stetigkeit polynomial approximiert werden. Hier wird die Methode
aus [31] vorgestellt. Fiir den Rest dieses Abschnittes wird vorausgesetzt, daf
Q2 C R™ ein beschrianktes Gebiet mit Lipschitzrand ist, dessen Abschlufl durch
T konsistent trianguliert wird. £ > 0 ist die Ordnung des verwendeten Finite-
Elemente-Raumes S*(T).

Jedem Punkt a; des Hauptgitters G*(T) wird auf folgende Weise ein Trigersim-
plex o; € T zugeordnet:
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1. Falls es ein n-Simplex S € T, a; € S, gibt, so setzt man o; = S.

2. Ansonsten wihlt man ein (n — 1)-Simplex F' € T mit a; € F als 0;. Falls
a; € 02 gilt, sei auch o; C 0N. Falls a; € I'p gilt, sei auch o; C I'p. Diese
Wahlen sind wegen Bedingung 2.12 stets moglich.

Dann fafit man die Punkte des Hauptgitters so zusammen: a; 1 = a;, {a; ?il =

G*(T) N7;. Die Knotenbasis {¢; ;} von S*(7;) hat eine Ly(o;)-Dualbasis {¢;},
die fg, ¢i j1iy = 0, erfiillt. Man setzt nun ¢; = 1; ; und definiert den Operator

I H™(Q) — S5T) : f— Z@/.W. (2.4)

Falls der Grad der zur Interpolation verwendeten Polynome eine Rolle spielt, wird
I%* geschrieben. Da fiir (n — 1)-Simplexe F der Spuroperator Ty p existiert, ist
I? fiir alle Sobolevraume H™ mit m > % wohldefiniert. Die Hauptresultate iiber
I? lauten zusammengefafit so:

Satz 2.20 (lokale Interpolation mit [%). Seien 0 <1 <m < k+1 natiirliche

Zahlen und m > % Ferner seien S, F € T ein beliebiges n-Simplex sowie eine

beliebige Facette. Dann gilt fir alle f € H™(@;)
1f = T7f s < CRG™" |f lmsas

mit einer Konstante C' > 0. C' héingt nur von n, k und 6(T) ab. Im Fall m > [
erfillen alle f € H™(wrp) mit einer Konstanten Cy > 0, die dieselben Eigenschaf-
ten wie C' besitzt, die Ungleichung

m—l—2
||f_]Zf||l;F SC’hS 2|f|m;&1F'

Satz 2.21 (Interpolation mit I%). Seien 0 <1 < m < k+ 1 natiirliche Zahlen
und m > % Dann ist 17 ein linearer Projektor von H™(Y) nach S*(T). Es gibt
eine Konstante C > 0, so daf fir alle f € H™(Q)) gilt:

2

DRV S IEe] i (2.5)
SeTn)
Ist S¥(T) < HY(), so folgt 1% € LIH™ (), H ()] mit
If = 17fle < CR™ | fllm  fiir alle f € H™(Q). (2.6)

Falls T'p in 0 abgeschlossen ist, so respektiert I% homogene Dirichlet-Randwerte,
also 1% : Hy* — Sk.

Da auch bei der Approximation klassisch differenzierbarer Funktionen etwa mit-
tels Taylorentwicklungen keine hoheren Potenzen der Gitterweite als in (2.6) er-
zielt werden konnen, ist 1% von optimaler Ordnunyg.
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2.2.2 A priori Fehlerschitzung, Konvergenzanalyse

Jetzt stehen die Funktionenriume zur Verfiigung, mit denen die diskrete Aufgabe
(2.1) in dieser Arbeit formuliert wird. Man wéhlt V,, = (SgV(7))". Ferner setzt
man @ = 5" (7), falls [T's| > 0 gilt, ansonsten @, = S™?(7T)/R. Dabei sind ny
und ng natiirliche Zahlen.

Fiir jede Wahl von ng enthélt S"? die konstanten Funktionen, so daf§ man zu
p € S"@ immer den Reprisentanten p — [Q| ™" [, p € S"¢ N LY bilden kann.

Die Réaume V},, Qp, heiBen Taylor-Hood-Elemente oder profaner P,,,, anQ -Elemente.

Um den Diskretisierungsfehler zu beschrinken, mufl in Satz 2.2 der inf-Term ana-
lysiert werden. Dazu verwendet man eine Projektion der kontinuierlichen Lésung
x € X von Aufgabe 1.30 auf Xj,, so da§ Satz 2.21 ins Spiel kommt. Ist [T's| > 0,
so erhélt man fiir den Projektor

I X — Xp: (u,p)t Vs (IFPuy, ..., *u,, I*p)" (2.7)

aus Satz 2.21 fiir jedes z = (u,p)T € X N(H*(Q) x H'(Q)) die Fehlerabschitzung

lz = Iz]|x < Ch([lullz + [IplI)* - (2.8)

Die Scott-Zhang-Interpolationsoperatoren zu den Geschwindigkeitskomponenten
bilden in S™ ab, die zum Druck in S"e. Gilt 02 = I'p, so wird in (2.7) die Inter-
polation fiir den Druck durch (id — 7o) I%p ersetzt. my bezeichnet den Lo()-Pro-
jektor auf die konstante Funktion 1. Aufgrund der Identitét (id — (id —mo)I%)p =
(id — o) (id — I%)p fiir alle p € S"@ N LY() erhiilt man auch in diesem Fall eine
zu (2.8) analoge Abschitzung des Interpolationsfehlers.

Fiir diese Abschétzungen des Projektionsfehlers wird ny > 1 und ng > 0 be-
notigt. Man erhélt fiir Geschwindigkeit und Druck dieselbe h-Potenz in der Ab-
schitzung, wenn ny = ng+1 gilt. Um zu verhindern, da8 )5 /R trivial ist, wahlt
man ng > 1. Mithin lautet das ,einfachste” brauchbare Taylor-Hood-Element

PPy

Satz 2.22 (lineare Konvergenz). {7} },-0 sei eine requlire Familie konsisten-
ter Triangulierungen von Q, x = (u,p)T € X N (H*(Q) x H'(Q)) die Lisung
von Aufgabe 1.30 und x, € X die Lisung der Diskretisierung (2.1) auf dem
Taylor-Hood-Raum X, zu Ty,. Dann gilt die folgende Abschditzung des Diskreti-
sierungsfehlers mit einer von h unabhdngigen Konstante C' > 0:

1
|z — ) x < Ch(|ull3 +[p]?)? .

Beweis. Man setze in Satz 2.2 die Projektion [x € X, ein, um das Infimum
abzuschétzen. Aus (2.8) folgt dann sofort die Behauptung. O

Mit einem Dichtheitsargument kann man sich von der zusétzlichen Regularitéts-
bedingung in Satz 2.22 befreien. Das Ergebnis befriedigt aus theoretischer Sicht,
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weil das Galerkinverfahren tatséchlich konvergiert. Aus praktischer Sicht niitzt
der néchste Satz wenig, weil man keine Aussage iiber die Konvergenzgeschwin-
digkeit erhalt.

Satz 2.23 (Konvergenz des Galerkinverfahrens). Fs mdgen die Vorausset-
zungen von Satz 2.22 ohne x € H*(Q) x HY(Q) gelten. Dann erfiillt die Galer-
kinmethode limy,_+||z — z1||x = 0.

Beweis. Zur Losung z € X von Aufgabe 1.30 withle man ein y € X N (H%(Q) x
H'(Q)) mit ||z — y||x < e. Das ist fiir jedes € > 0 moglich, weil H*(Q) x H'(Q)
dicht in X liegt. Nach (2.8) folgt fiir hinreichend kleines b > 0 ||y — Iy||x < e.
Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt ||z — Iy||x < ||z —y|lx + ||y — Ty||x < 2e,
so daB Satz 2.2 ||z — z,||x < 2Ce besagt. Das beweist den Satz. O

Bemerkung 2.24. Anstelle von (2.6) wiirde man gerne (2.5) verwenden, um (2.8)
zu formulieren. Denn in (2.5) zeigt sich bereits, daff adaptiv verfeinerte Trian-
gulierungen sinnvoll sind. In diese Fehlerschitzung geht ndmlich nicht der fiir
adaptive Triangulierungen kiinstliche Parameter h, sondern die Durchmesser hg
der einzelnen Simplexe ein.

Es sel Y = Ly(Q) x Ly(Q). Man kann versuchen, aus Satz 2.4 mit dem Gelfand-
schen Dreier H}(Q) x Ly(Q) — Y — Hy'(Q) x Ly(Q) eine Fehlerschitzung in
der Y-Norm /||u||? + ||p||? zu gewinnen. Diese ist ,,schwécher® als die X-Norm,
so dafl man eine bessere Konvergenzaussage erwarten kann. Allerdings zeigt sich,
daBl man L'~ € L[Y, H*(Q) x H'(Q)] als Regularititsbedingung fordern mus.
Das ist aufgrund der Theorie aus Abschnitt 1.1.2 sogar fiir beliebig glatte Ge-
biete unrealistisch. Denn man erhélt fiir p nur die Glattheit der rechten Seite g,
also im vorliegenden Fall p € L?*(2). Durch einen algebraischen Trick® kann man
jedoch unter dieser schwécheren Bedingung immer noch bessere Konvergenz fiir
die Geschwindigkeitskomponenten beweisen.

Satz 2.25 (quadratische Konvergenz der Geschwindigkeit). {J},},>0 sei
eine requlire Familie konsistenter Triangulierungen von Q, v = (u,p)T € X N
(H?(Q) x HY(Q)) die Lisung von Aufgabe 1.30 und z;, € X die Lisung der
Diskretisierung (2.1) auf dem Taylor-Hood-Raum X, zu Ty,. Ferner erfille L' die
Regularititsbedingung

L't elly, (X NH?*(Q) x Ly(Q), 1/ [|ull3 + HpHQ)]. (2.9)

Dann gilt die folgende Abschditzung des Diskretisierungsfehlers mit einer von h
unabhdngigen Konstante C > 0:

lu = upll < CR*y/Null3 + [lpll3-

5Salopp etwa: Alles Storende wird durch Ubergang zu einem geeigneten Faktorraum besei-
tigt.
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Beweis. Der bereits erwiahnte Gelfandsche Dreier V x @ — Ly(2) X Q —
H7Y(Q) x Q geht durch Faktorisieren nach @ in den fiir die Poissongleichung
bekannten Dreier V < Ly(Q2) — H~!(Q) iiber. Die Einschréinkung von L auf die
Geschwindigkeitskomponenten ergibt den Operator L € LIVxQ/Q,V'xQ' Q.
Nun wird Satz 2.4 angewendet, was Abschitzungen in den Normen der Fak-
torrdume ergibt. Diese werden jetzt berechnet. Fiir beliebiges y + Q = (w,q +
Q)T € Y erhilt man

— 3 — 3 2 _
Iy +@llvo = it lly + rlly = g /ol + llg+rl, = |wl.

Die X/Q-Norm eines beliebigen y + Q = (w,q + Q)T € X/Q lautet durch eine
analoge Rechnung iiberpriifbar ||z + Q|| x/¢ = ||w||:. Somit sagt Satz 2.4

lu —unl| < Cllu— s sup inf {|éyr0 — 2l (2.10)
y+QeY/Q, ly+Qlly =1 zZR€Vh

aus. ¢y € Vj, ist hier der Geschwindigkeitsanteil der Losung von L Oyt = Y+Q.
Nach Satz 2.22 gilt |ju—up||; < Chy/||ull3 + ||pl|3, was eine erste h-Potenz liefert.
Um die zweite h-Potenz zu erhalten, wird der sup inf-Term analysiert. Man be-
trachte eine beliebige Restklasse y + @ € Y/Q mit ||y + Q|ly,q = 1. Da L'}
in H?(Q2) x Ly(Q) abbildet, ist ¢,1o € H*(Q). Durch z, = I%¢,,¢ erhilt man
mittels Satz 2.21 die Ungleichung inf,, cy, ||¢y+0 — 2nll1 < Ch||¢y+q]2- Die Regu-
laritéitsbedingung impliziert, daB L'~ € LIY/Q, (X N (H? x Ly)/Q)] gilt. Somit
ist |¢y+0ll2 < Clly + Qlly/o < C. Das beweist die quadratische Konvergenz der
Geschwindigkeitskomponenten. O]

Warum ist (2.9) eine Regularitiatsbedingung? Man iiberlegt sich unter Zuhilfenah-
me des Gelfandschen Dreiers leicht, dal L'~! € L[V, X] gilt. Aber (2.9) fordert,
dafl sogar Stetigkeit beziiglich der Norm +/||u||3 + |[p||? im Bildraum vorliegt.

Bemerkung 2.26 (Inhomogene Randwerte). Bei der Formulierung von Aufgabe
1.30 tritt der Fortsetzungsoperator Er, o auf. Fiir die Numerik bendtigt man
eine leicht berechenbare Version dieses Operators; fiir relativ glatte Daten bietet
sich der Standard-Interpolationsoperator an. Sind die Daten nicht stetig auf I'p,
so konnte man auf Interpolation nach Scott und Zhang zuriickgreifen. Allerdings
miissen dann die Integrale mit einem Verfahren berechnet werden, das nicht auf
punktweiser Auswertung beruht. Es treten auch weitere Schwierigkeiten auf: Im
allgemeinen ist [up # up, weil up ¢ S¥|p, ist. Das diskrete Problem pafit also
nicht mehr genau zum kontinuierlichen. Zwar kann dieser Fehler mit den Ver-
allgemeinerungen des Lemmas von Céa (Lemma von Strang) behandelt werden,
doch wird diese Fehlerquelle hier ignoriert. Die Testprobleme haben weitgehend
glatte Randdaten, wie z. B. quadratische Einstromprofile, Ausstrémen gegen kon-
stanten Druck oder homogene Randbedingungen, so dafl der Fehler auf feineren
Triangulierungen vernachléssigt werden kann.
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Des weiteren wird angemerkt, daf§ die Satze 2.22, 2.23 und 2.25 auch fiir die
volle Losung der inhomogenen Aufgabe 1.30 gelten, wenn die Fortsetzung der
Dirichlet-Randwerte hinreichend glatt ist: Dann erhélt man durch Interpolation
der Fortsetzung eine Naherung, die ebenfalls linear bzw. quadratisch in h kon-
vergiert.

2.2.3 Stabilitidt der Taylor-Hood-Elemente

Abschnitt 2.2.2 legt nahe, die Finite-Elemente-Paare Py, 1Pr, £ > 1 zu untersu-
chen. Da in DROPS PP -Elemente verwendet werden, wird in diesem Abschnitt
die Stabilitét, also die LBB-Bedingung

inf {sup {[b(un, qn)| | un € Vi, [lunlly = 1} | an € Qns llanllo = 1} = Baiskret <> 07)
2.11

fiir das diskrete Problem, nachgewiesen. Ungleichung (2.11) entspricht (1.34c)
bei der diskreten Aufgabe. Wie immer sei {T,},~0 eine reguldre Familie von
konsistenten Triangulierungen des beschréinkten Lipschitzgebietes (2 C R”.
Zwar erspart man sich durch die Diskretisierung der Sattelpunktaufgabe das Pro-
blem, divergenzfreie Finite-Elemente-Réaume zu konstruieren, doch der Nachweis
der LBB-Bedingung ist auch nicht einfach. Viele Biicher, die das Thema behan-
deln, befassen sich nur mit  C R? (etwa [23]), und auch diese Beweise sind
langwierig.
Hier wird ein Resultat von Stenberg aus [32] verwendet. Es beruht auf einer
Zerlegung von Tp, in Makroelemente, auf denen dann lokale finite Elemente de-
finiert werden. Das Hauptresultat aus [32] besagt dann, daf§ (2.11) erfiillt ist,
wenn auf jedem dieser Finite-Elemente-Raume eine einfache, algebraische Bedin-
gung gilt. In [32] wird dabei stets eine Raumdimension von zwei oder drei vor-
ausgesetzt. Da es bei dem im folgenden gegebenen Nachweis der algebraischen
Bedingung nicht auf die Raumdimension ankommt, wird angenommen, daf} die
hier genannte, offensichtliche Verallgemeinerung des Hauptresultats aus [32] gilt.
Es bleibt zu bemerken, dafl der fiir DROPS relevante Fall n = 3 durch [32] und
den folgenden Beweis explizit abgedeckt wird. Leider behandelt Stenberg aus-
schlieBlich Dirichlet-Randbedingungen. Obwohl eine Erweiterung seiner Methode
auf Ausstromungs-Randbedingungen moglich zu sein scheint, wird fiir den Rest
des Abschnittes I'p = 0 vorausgesetzt, um nicht alle Resultate aus [32] hier
nachrechnen zu miissen.
Sei nun eine Zerlegung M, von 7}, in Makroelemente gegeben. Dabei heifit M C 2
ein Makroelement, wenn es eine Teilmenge T' C T, gibt, die eine konsistente Tri-
angulierung von M ist. Zusétzlich sei M zusammenhéngend und enthalte wenig-
stens zwei n-Simplexe aus Tj,. An diese Zerlegung werden weitere Bedingungen
gestellt.

Bedingung 2.27 (Makroelemente).



42 2. DISKRETISIERUNG DER VARIATIONSAUFGABE

1. Fiir jedes h > 0 ist Q C Upren, M gegeben.

2. Alle M € My, h > 0 beliebig, liegen in endlich vielen Aquivalenzklassen im
Sinne von Definition 2.29.

3. Jedes (n — 1)-Simplex F' € F(T}) liegt fiir beliebiges h > 0 im Inneren von
mindestens einem und hochstens L der Makroelemente aus M. L héingt
nicht von A ab.

Bemerkung 2.28. Man beachte, dafl die Makroelemente nicht wie in [23] disjunkt
sein miissen. Das bedeutet eine wesentlich groflere Freiheit bei der Wahl der
Triangulierungen 7, und des Verfeinerungsalgorithmusses.

Definition 2.29 (Aquivalenz von Makroelementen). Ein Makroelement M
heilt genau dann dquivalent zu einem Referenzmakroelement M, wenn eine ste-
tige, bijektive Abbildung Fi : M — M mit den nachfolgenden Eigenschaften
existiert: Fy (M) = M. Wenn {S;} C T}, die Menge der Simplexe mit S; C M
darstellt, so ist {Fy(S;)} C Ty, die Menge aller Simplexe, die in M liegen. Ferner
ist Firls, = Fry(s,) © Fs_il, wobei F'g,,(s,) bzw. Fg, die Abbildungen sind, die den
Referenzsimplex auf F/(S;) bzw. S; abbilden.

Hier werden die Makroelemente
M, = {wx | x € NQ(‘I}L)} (2.12)

gewihlt, also die Nachbarschaften der inneren Ecken von 7. Damit diese Wahl
Bedingung 2.27 geniigt, miissen die Triangulierungen zwei leichte Einschrankun-
gen hinnehmen.

Triangulierungen, die nicht Bedingung 2.30 gehorchen, konnen natiirlich dennoch
zu stabilen Finite-Elemente-Paaren fithren. Allerdings kann die Stabilitdt dann
nicht mit den Methoden aus [32] bewiesen werden kann.

Bedingung 2.30 (Triangulierungen).

1. Nq(Tp) ist fiir jedes h > 0 nicht leer. Das ist eine sehr milde Einschriankung,
die allenfalls grobe Ausgangstriangulierungen betrifft.

2. Jedes n-Simplex S € Tp,, h > 0 beliebig, hat eine Ecke z < S in Ng(T}).
Es existieren ab n = 2 beliebig feine Triangulierungen, die diese Bedingung
verletzen. Allerdings gibt es ein konstruktives Verfahren, um die Giiltigkeit
dieser Einschrinkung zu sichern. Um die Présentation des Stabilitédtssatzes
nicht zu sehr hinauszuzogern, wird es in einem Unterabschnitt auf Seite 47
angegeben.

Bemerkung 2.31. Falls Punkt zwei der vorherigen Bedingung gilt, so auch ihr
erster Teilpunkt. Denn konsistente Triangulierungen eines Gebietes 2 C R™ ent-
halten per Definition wenigstens ein n-Simplex. Dies besitzt nach Punkt zwei eine
Ecke in €.
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Satz 2.32. Fulls die requlire Familie {T}}p~o Bedingung 2.30 erfillt, so gilt fir
{Mp, }n>0 aus (2.12) Bedingung 2.27.

Beweis. Es wird die reguldre Familie {T,},~0 untersucht. Sie moge Bedingung
2.30 erfiillen. Jetzt werden die Punkte aus Bedingung 2.27 nachgewiesen.

Zu 1: Man betrachte zu einem beliebigen h > 0 ein beliebiges n-Simplex S € T},.
Wegen 2.30.2 existiert eine Ecke x < S mit x € . Weil 2 offen ist, folgt = €
Nq(T3). Nach Notation 2.11 hat man S C w,. Da S beliebig gewshlt ist, ergibt
sich daraus die zweite Inklusion in

QC U§§ U We-

Ser‘]-fz”l) IENQ(Th)

Das beweist den ersten Punkt.

Zu 3: Zuerst wird gezeigt, dafl jedes F' € Fq(Ty), h > 0 beliebig, im Inneren
wenigstens eines Makroelementes liegt. Jede Ecke x < F von F' liegt in Ng.
Da wenigstens ein n-Simplex S mit F' < S existiert, folgt F C S C w,. Somit
bleibt dw, N F = () zu zeigen. Tj induziert eine konsistente Triangulierung von
w, durch einen Teilkompler T < Tp,. Aufgrund von S € T sind z, F € T. Es wird
verwendet, dal der Rand 07 eines Simplizialkomplexes immer ein Teilkomplex
ist’. Angenommen, es wire Ow, N F # (), so giibe es ein R € 9T mit FF N R # (.
Wegen Definition 2.9 erhielte man F = R C Ow,. Es gilte sogar F C Ow,, weil
der Rand einer Menge stets abgeschlossen ist. Somit wére x € dw,. Man iiberlegt
sich aber schnell, dafl z im Innern von w, liegt, wenn = € N wahr ist. Also
erhielte man einen Widerspruch. Das demonstriert die erste Hélfte von Punkt 3.
Es wird jetzt nachgewiesen, daf zu einem beliebigen (n —1)-Simplex F' € Fq(Ty)
hochstens n+2 Punkte € Nq(T},) existieren, die F' C w, verifizieren. Sei F' C w,.
Es gibt maximal zwei n-Simplexe S, S5 € T3, in deren Rand sich F' befindet. Da
F C w, gilt, ist mindestens ein S; in w,. Denn ist x eine der Ecken von F'| so
auch von S; und S; C w,. Ansonsten ist T = [z, f1,..., f,] ein n-Simplex in w,
mit /' < T, also T € {51, S2}. Dabei sind die f; die Ecken von F.

Nun gilt fiir ein n-Simplex S € T}, per Definition von w,

S Cw, <= yist Ecke von 5.

Somit ist x eine der insgesamt hochstens n + 2 Ecken von S; und S;. Mithin ist
Punkt 3 vollstdndig bewiesen.

Zu 2: Der Nachweis dieser Eigenschaft zerfallt in drei Teile — als erstes wird eine
Aquivalenzrelation zwischen Makroelementen eingefithrt. Danach wird gezeigt,
daB nur endlich viele Aquivalenzklassen existieren, und zum Schluf wird die letzte
Bedingung aus Definition 2.29 {iberpriift.

6Zur algebraischen Topologie siehe z. B. [33].
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1. Es sei * € Nq(T3) beliebig. Tj, induziert die konsistente Triangulierung

T, C T, auf w,. Man setze v = |N(T,)| € N. Sei nun eine Abzéhlung von
N(T,) mit natiirlichen Zahlen durch {z1,zs,...,2,} gegeben. Durch die-
se Abzdhlung 148t sich jedes m-Simplex S = [z;,,...,2;,] € T, eindeutig
mit dem Multiindex ag = (i1,...,in) € {1,...,v}"™ identifizieren. Dann
heifit A(T,) = {as | S € T, } der zu T, und zur verwendeten Abzdhlung
der Ecken gehérende abstrakte Simplizialkomplez.” Ist y € Nq(T3,) beliebig,
so heiflen w, und w, dquivalent, wenn es Abzdhlungen ihrer Eckenmengen
gibt, so daf A(T,) = A(T,) erfiillt ist. Man iiberzeugt sich ohne Schwierig-
keiten davon, daf3 diese Beziehung tatsichlich eine reflexive, symmetrische,
transitive Relation auf Uy,~oM,, formt. Lediglich bei der Transitivitdat mufl
man etwas aufpassen, weil der , Mittelmann® auf zwei unterschiedliche Wei-
sen numeriert sein kann. Da es sich aber um Abzdhlungen derselben Menge
handelt, konnen sie durch eine Permutation ineinander iiberfithrt werden.

. Wie viele Aquivalenzklassen gibt es in Up-oM,; unter der Relation aus

Punkt 1?7 Da die Familie {M}, },~0 regulér ist, existiert nach Lemma 2.15
eine natiirliche Zahl C, so daB fiir jedes A > 0 und jedes x € N(T3)
die Abschiitzung |[{S C M | S € T,}| < C richtig ist.® Insbesondere gilt
IN(T,)| < C. Die Zahl der abstrakten Simplizialkomplexe mit hoéchstens
C Ecken ist endlich: Maximal }_, C**! abstrakte Simplexe mit einer Di-
mension kleiner gleich n existieren, weshalb die Anzahl moglicher abstrakter
Simplizialkomplexe durch das Mafi 22v=o0 " der Potenzmenge beschrankt
ist. Da jeder abstrakte Simplizialkomplex eine Aquivalenzklasse reprisen-
tiert, ist damit dieser Unterpunkt bewiesen.

. Nun wird eine Abbildung Fy;pr @ M — M’ zwischen zwei beliebigen

im Sinne von Punkt 1 dquivalenten Makroelementen M = w, € Up~oMp,
M' = wy € Up=oMy;, angegeben, die die Eigenschaften aus Definition 2.29
besitzt. Es wird vorausgesetzt, dafi die Ecken von M und M’ so numeriert

sind, daB8 A(T,) = A(T,) gilt.

Ist x; € N(T,) so setzt man Fypp(x;) = o). Sei S = [z4,..., 25, € Ty
ein beliebiges m-Simplex und y € S mit den baryzentrischen Koordina-
ten (A\;)7,. Dann ist via Fa o (y) = Y00, Mix} auf ganz M eine Funktion
definiert, deren Bild in M’ liegt.

Offensichtlich gilt Faar (N(T2)) = N(T,/). Da die abstrakten Simplizial-
komplexe von M und M’ {ibereinstimmen, erfiillt jedes m-Simplex S =
[ziy, ..., @, ] € T, die Aussage

[FM,M’('Til)w .. 7FM,M’($im)} = [SL’;I, R ] S Tx/. (213)

Y Y im

" Abstrakte Simplizialkomplexe sind eine Verallgemeinerung gerichteter Graphen.
8Man verwendet zusiitzlich die Aussage, dafi die Anzahl der Simplexe in [z1,...,2,] =

2mHl 1 ist.
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Somit ist Fiyap eine simpliziale Abbildung im Sinne von [33, Definition
3.1.16] zwischen T, und T,,. Aufgrund von [33, Satz 3.1.18] induziert sie
eine stetige Abbildung |Fy | : M — M’ und wegen (2.13) wird jedes
nicht-entartete m-Simplex aus T, auf ein nicht-entartetes m-Simplex aus
T, abgebildet. Deshalb kann man [33, Bemerkung 3.1.19 (b)] anwenden:
| Far | st bijektiv und stiickweise affin.

Da |Fy | auf jedem n-Simplex in T, affin ist, kann man, wie in Definition
2.29 als letztes gefordert wird, die Einschrankung von |Fys | auf S als
Verkettung der Affinitdten schreiben, die das Referenzsimplex auf S bzw.
Fyar(S) abbilden. Damit ist nachgewiesen, da§ M und M’ dquivalent nach
Definition 2.29 sind.

n

Auf den Makroelementen M € M, werden lokale finite Elemente definiert:
Vo = {v e H'(M) | vloar = 0,0 € S*(M) }, (2.14)
Qu ={peC(M) [pe S (M)}, (2.15)
Ny={pe Py |(D-v,p),, =0 firalleve Viyg}. (2.16)

M tragt die durch 7;, induzierte konsistente Triangulierung. Man beachte, dafl
in der Definition von Ny, die Gleichung b(v,p) = 0 steht. Ny, ist der Annihil-
ator von Vi in Py beziiglich b; diese Teilmenge von P, darf nach Aussage
des Hauptresultates aus [32] nicht zu gro sein. Dies prézisiert die Anschauung,
dafl der Finite-Elemente-Raum des Druckes nicht zu grofl sein darf, damit die
Divergenzfreiheit nicht zu viele Einschrinkungen an die Geschwindigkeit liefert.

Satz 2.33 ([32, Satz 3.1]). Ist My, eine Familie von Makroelement-Zerlegungen
von {Ty}, die Bedingung 2.27 erfillt, so gilt:

Fualls Ny fiir jedes M € My, h > 0, nur aus den konstanten Funktionen be-
steht, so gilt die diskrete LBB-Bedingung (2.11) mit einer von h unabhingigen
Konstante B gigirer > 0.

Bevor nachgewiesen wird, dafl die in der vorliegenden Arbeit verwendete Diskre-
tisierung tatséchlich stabil ist, wird eine Aussage iiber ein spezielles Quadratur-
schema vorgestellt.

Lemma 2.34 (Quadraturformel). Es wird ein beliebiges n-Simplex S mit
Ecken x; und Kantenmittelpunkten y; betrachtet. Es existieren zwei nur von n
abhingige Gewichte wi,ws € R, so daf$ fiir jedes p € Po(S) die Integrationsfor-

mel
/SP =Qp=1|9| (wl ZP(Iz‘) + ws ZP(%))

gilt. Uberdies ist stets wy > 0.



46 2. DISKRETISIERUNG DER VARIATIONSAUFGABE

Beweis. Als erstes wird das Lemma fiir das Referenz-n-Simplex S bewiesen. P,
besitzt eine an G5(S) angepafite Lagrange-Basis {p;, ¢;}, das heiit p;(xy) = 0; 4,
pi(y;) =0, ¢j(yx) = 0k, q;(x;) = 0 fiir alle Indizes ¢, j, k. Jedes Polynom f € P,
hat darin die Darstellung f = >, f(zi)p + >_; f(y;)g. Die Existenz einer auf
Py exakten Quadraturformel mit den behaupteten Stiitzstellen ergibt sich sofort
durch Integration dieser Darstellung. Die Gewichte lauten a; = f g Pi bzw. b; =
Js ;-

Siien nun z; und z, zwei Ecken von S. Dann existiert eine affine, bijektive Abbil-
dung F': S — S, die x; auf x; abbildet. Ihre Determinante hat den Betrag 1,
da die Mafle von Definitionsbereich und Bild identisch sind (Lemma 2.8). Ferner
gilt p; = pr o F, so daB der Transformationssatz a; = [¢p; = [¢px = ay, liefert.
Die a; sind also paarweise gleich und es wird w; = a; gesetzt.

Fiir die Gewichte der Kantenmittelpunkte kann eine analoge Schlufifolgerung
durchgefiithrt werden. Es sei wy = b;.

Der Schritt, mittels affiner Abbildungen und des Transformationssatzes eine Qua-
draturformel vom Referenzsimplex auf ein beliebiges Simplex gleicher Dimension
zu iibertragen, wird hier nicht nidher erlautert (siehe z.B. [16]).

Betrachtet man auf dem Referenzsimplex S = [0, ey, ..., e,] die Funktion p(x) =
x1(1—1z1) € P, so stellt man fest: p verschwindet in allen Ecken von S; auflerdem
ist p(z) > 0 auf S. Mithin erhdlt man aus 0 < [(p = Q(p) = wa 3, p(y;) = wiC
mit C' > 0, dal wy > 0 wahr ist. Also ist das Lemma bewiesen. O
Bemerkung 2.35. Fiir Tetraeder gilt z. B. w; = —%, Wy = %; insbesondere ist
wy < 0. Deswegen und wegen der unnétig hohen Zahl an Stiitzstellen wird diese
Quadraturformel in DROPS nicht eingesetzt.

Satz 2.36 (Ny fiir PyPy — Elemente). Falls {Ty}nso eine requlire Familie
konsistenter Triangulierungen von ) ist, welche die Bedingung 2.30 erfillt, so
besteht Nys bei den PoP:-Elementen nur aus den konstanten Funktionen. M €
My, h > 0 steht dabes fiir ein beliebiges Makroelement.

Beweis. Es wird ein beliebiges Makroelement M = w, € M, mit beliebigem
h > 0 und eine beliebige Funktion p € N;; betrachtet. Die Beweisidee lautet, zu
p eine Funktion v € V)9 zu konstruieren, mit der Dp = 0 nachgewiesen wird. v
wird durch die Angabe der Funktionswerte auf G (M) eindeutig beschrieben. Es
sei v(z) = 0.

Da SY(M) < H'(M) gilt, kann man die Definitionsgleichung von N, partiell
integrieren: 0 = (D-v,p),; = — (v, Dp),; = — [,,v - Dp. Dp ist stiickweise
konstant, so das (v- Dp)|s € Py liegt. S C M bezeichnet ein beliebiges n-Simplex
und gs = Dp|s sei der konstante Wert von Dp auf S.

Nach Lemma 2.34 existiert auf S eine Quadraturformel, deren Stiitzstellen die
Ecken und Kantenmittelpunkte von S sind. Dabei lautet das Gewicht in den
Ecken wq, in den Kantenmittelpunkten wy > 0. Sie integriert auf Py exakt. {x;}
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bezeichnet die Menge der Kantenmittelpunkte von Kanten K; € T, die im Inne-

ren von w, liegen. Das sind genau jene Kanten mit x als Ecke. Nun ist v auf OM
und in z Null, so dafl

/MU.Dp_ 2 /SU'Dp_ Yoo > wavlw)-gs

SCM,SeT ™) SCM,SeT™) z,€8

gilt. Jetzt werden die Werte von v in den x; festgelegt. Mit r; wird der Ein-
heitsvektor in Richtung z; — x bezeichnet. Wegen p € H'(M) ist r; - Dp auf der
gemeinsamen Facette F' zweier beliebiger n-Simplexe aus 7}, die in M liegen,
stetig, wenn sich die Kante zu r; im Rand von F' befindet. Deshalb ist r; - Dp auf
K; stetig mit dem konstanten Wert k; = r; - g(5) (S > K beliebig). Man w#hlt

v(x;) = —k;r; und erhilt aus den vorangehenden Gleichungen
02—/ v- Dp= Z |S|w2zkﬂ“¢'gsz Z |S|w22(7ﬂi'95)2'
M SCM,ScTn) o SCM,SeT™) ;€5

Also ist in allen Kantenmittelpunkten x; der Wert k; = 0. Fiir jedes n-Simplex
S C M sind die n Kanten, die x als Ecke haben, linear unabhéngig. Somit ist
der auf S konstante Vektor gg identisch Null (7; - g5 = k; = 0). Dies beweist den
Satz, denn aus Dp = 0 folgt die Konstanz von p. O

Folgerung 2.37 (Stabilitit). Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes
erfillt die Bilinearform b mit PyPi-Elementen unabhdngig von h die diskrete
LBB-Bedingung (2.11).

Beweis. Wende Satz 2.33 auf das Resultat von Satz 2.36 an. O

Das Erzeugen geeigneter Triangulierungen

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie gravierend der zweite Punkt in Bedin-
gung 2.30 die Wahl und Verfeinerung von Triangulierungen behindert. Es wird
sich herausstellen, dafl in DROPS ein einziger Vorbereitungsschritt ausreicht, um
eine beliebige konsistente Triangulierung T von €2 in eine ,dhnliche“ T’ umzuwan-
deln, die folgende Eigenschaften hat: T’ ist eine konsistente Triangulierung von €.
T’ und alle mit DROPS erzeugten Verfeinerungen geniigen Bedingung 2.30. Alle
Simplexe aus T, die schon eine Ecke im Inneren von € haben, sind auch in 7.
Die erste Triangulierung in Abbildung 2.2 besitzt keine inneren Ecken. Wie die
mittlere Triangulierung in Abbildung 2.2 demonstriert, kann Punkt zwei aus Be-
dingung 2.30 von beliebig feinen Triangulierungen verletzt werden: Die kréftig
gezeichneten Dreiecke haben keine Ecke im Inneren des triangulierten Quadra-
tes. Tatséchlich gibt es auch kein @ € Ng(T), so daf eine der hervorgehobenen
Diagonalen in w, wire. Teil (3) zeigt schlieBlich eine nach Bedingung 2.30 erlaubte
Triangulierung.
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/|

/

Abbildung 2.2: Triangulierungen: (1) ohne innere Ecken (2) mit Dreiecken, die
zwei Kanten in 92 haben (3) welche die Bedingung 2.30 erfiillt

Durch eine leichte Modifikation der baryzentrischen Unterteilung aus der alge-
braischen Topologie erhilt man ein Verfahren, um diesen Mifistand zu beheben.
Es ist als Algorithmus 2.38 angegeben. Dessen Eigenschaften werden in Satz 2.39
illustriert.

Algorithmus 2.38 (Vorbereiten einer Triangulierung).

Vorbedingung: 7T ist eine konsistente Triangulierung von (2.
Nachbedingung: siehe Satz 2.39

1T T

2: for all S = [zg,...,z,] € T mit mehr als einer Facette in 092 do
3: b «— nL—l-l ?:0 ZT;

4:  Entferne S aus 7!

5 T — T U{[b}

6: forall R=[z;,...,x;,]<S,1<m<ndo

7 T — T UA{D, ziy,... 2]}

8: end for

9: end for

Satz 2.39 (Korrektheit von Algorithmus 2.38). Ist T eine konsistente Tri-
angulierung von  und T’ das Ergebnis der Anwendung von Algorithmus 2.38
auf T so gilt: T' ist eine konsistente Triangulierung von 2, die die Bedingung
2.80 erfillt. Alle S € T mit einer Ecke in Q befinden sich auch in T'. Fir jedes
n-Simplex in T, der Punkt zwei verletzt, entstehen genau n neue n-Simplexe. Ei-
ne Anwendung von Algorithmus 2.38 auf eine Triangulierung, die der Bedingung
2.30 gendigt, bewirkt keine Verdnderung.

Beweis. Sei T eine konsistente Triangulierung von €. Falls T die Bedingung 2.30
erfiillt, gilt dies nach Zeile 1 auch fiir 77, so daf§ die Iteration in Zeile 2 nicht
ausgefithrt wird. Algorithmus 2.38 terminiert dann mit J" = 7.

Sei S € T’ ein beliebiges n-Simplex. Falls S € T gilt, hat S nach Voraussetzung
eine Ecke in Nq. Ansonsten ist S in Zeile 7 mit m = n — 1 aus einem T € T
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erzeugt worden. Insbesondere hat S die Ecke b € T C ). Also ist Punkt zwei
aus Bedingung 2.30 gegeben. Mit Bemerkung 2.31 ergibt sich die Giiltigkeit von
Bedingung 2.30.

Aus T’ werden genau die n-Simplexe ohne Ecke in Q entfernt. Daher befinden
sich alle Simplexe aus 7T, die eine Ecke in €2 besitzen, in 7.

Es bleibt zu zeigen, dafi T’ konsistent ist. Dazu betrachtet man ein beliebiges
S € T, das von Algorithmus 2.38 durch Zeile 5 und die Iteration in Zeile 6
zerlegt wurde. Es reicht aus nachzuweisen, dafl die Menge der Simplexe aus den
Zeilen 5 und 7 Punkt zwei von Definition 2.9 erfiillt. Denn diese Simplexe sind
Teilmengen von S und haben deshalb wegen der Konsistenz von T leeren Schnitt
mit Simplexen aus T und den Kindern modifizierter n-Simplexe S # T € 7.

Zu diesem technischen Detail wird auf [33, Satz 3.2.2, Beweisteile 1, 2] verwiesen.
Damit ist der Satz bewiesen. O

Eine wichtige Frage ist, ob Verfeinerungen von J’ ebenfalls noch Bedingung 2.30
erfiillen. Denn die mehrfache Anwendung der baryzentrischen Unterteilung auf ein
Simplex fiithrt zur Entartung, d. h., 6 wird ,,gro8*. Der folgende Satz identifiziert
eine Klasse von Verfeinerungsalgorithmen, bei der es geniigt, Algorithmus 2.38
zu Beginn auf die Ausgangstriangulierung anzuwenden, damit Bedingung 2.30
fiir alle Verfeinerungen wahr ist. Zu dieser Klasse gehort auch die in DROPS
eingesetzte Methode.

Satz 2.40 (Verfeinerungen und Bedingung 2.30). Fualls T eine konsistente
Triangulierung von §2 ist, die Bedingung 2.30 geniigt und T’ eine weitere konsi-
stente Triangulierung von €2 darstellt, welche die Bedingung

Fiir jedes n-Simplex S € T’ qilt: S € T oder es existieren endlich viele
Simplexe S; € T' (S1 =S), so dafy T = U;S; € T wahr ist.

erfillt, so erfullt T ebenfalls Bedingung 2.30.

Im wesentlichen besagt die Bedingung in Satz 2.40, dal der Verfeinerungsal-
gorithmus, der 77 aus T generiert hat, die Simplexe in T einzeln zerlegt. Der
der Verfeinerungsalgorithmus in DROPS auf der Zerlegung einzelner Tetraeder in
,Kinder” beruht, reicht ein einziger Vorbereitungsschritt mit Algorithmus 2.38
aus, um Bedingung 2.30 auf allen nachfolgenden Triangulierungen zu garantieren.

Beweis. Sei T eine konsistente Triangulierung von €2, die Bedingung 2.30 erfiillt
und T’ eine konsistente Triangulierung von §2, welche die Bedingung in Satz 2.40
erfiillt. Angenommen, es gibe ein n-Simplex S € T, das keine Ecke in 2 besitzt.
Dann wire S ¢ T, weil T Bedingung 2.30 geniigt. Setzte man S; = S, so wiirden
endlich viele S; € T existieren, so daB T = U;S; € T lige. Somit wire T N Of)
hochstens der Abschlufl einer Facette F' < T, denn T erfiillt Bedingung 2.30.
Folglich wire S C F und daher entartet. Der Widerspruch beweist, da jedes n-
Simplex in T’ wenigstens eine Ecke in €2 hat. Damit ist der Beweis vollstandig. []
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2.3 Losungsverfahren fiir die diskrete Aufgabe

Um auf einem Computer mit Funktionen aus X zu rechnen, geht man zweckmé-
Bigerweise zu den Koordinatenspalten beziiglich der Knotenbasis und den Matri-
zen als Basisdarstellung der Operatoren iiber. Matrizen und Koordinatenspalten
werden im folgenden fett gedruckt, um sie von den Operatoren und Vektoren zu
unterscheiden. Ferner wird der Index h, der die Einschriankung der Operatoren
auf die endlich-dimensionalen Ansatz- bzw. Testfunktionen-Réume représentiert,
bei den Matrizen in diesem Abschnitt weggelassen. Dadurch werden die Namen
der auftretenden Objekte etwas besser lesbar.

Seien nx p, ny.p, ngn die Dimensionen von Xy, Vi, Qn. (nxn = nyp + ngp) Die
Lagrange-Basen von @)y, V}, und X} werden wie folgt bezeichnet:

BQ,h = (bQ,la cee 7bQ,nQ,h)7 (217)
BV,h - (bV,17 ey bV,nV,h)’ (218)
Bxn=BynUBgn=(bxz,--- 7bX7nx,h) (2.19)

Definition 2.41 (Steifigkeitsmatrix, Massenmatrix). Die Darstellung L €
Rmxnxnxn von Ly bezliglich der Basis By, Ly, , = l(bx;,bx:) = (Lbx;,bx)
fir alle 4,5 € {1,...,nx}, heiit Steifigkeitsmatrix. M € R™X»*"xn mit M, ; =
(bxj,bxi) = fQ bx jbx, fir alle 7,7 € {1,...,nx;} wird die Massenmatrix ge-
nannt. r € R"* r; = r(by,;), heiflt Lastvektor.

Die Begriffe aus Definition 2.41 stammen aus der Ingenieursliteratur. Sie sind
allesamt Bezeichnungen fiir Basisdarstellungen beziiglich der Knotenbasis Bx
der gewéhlten Finiten Elemente.

Analog dazu besitzen auch Ay, By, B; Basisdarstellungen A, B, B’. Naturgemés$
besteht zwischen einem Operator und seiner Basisdarstellung ein enger Zusam-
menhang:

Lemma 2.42 (Eigenschaften der Basisdarstellungen). A ist eine symme-
trische, positiv definite Matrixz. Ferner gilt B’ = BT,

Beweis. trivial. ]

Bemerkung 2.43 (Massenmatriz). M ist die Basisdarstellung des zur Bilinearform
(-, -)LQ(Q) gehérenden Operators. Es gilt also (z,y) = x' My fiir alle z,y € X.
Die Massenmatrix stimmt nur dann mit der Einheitsmatrix iiberein, wenn Bx
eine Lo-Orthonormalbasis von X, ist.

Dafl die Massenmatrix iiberhaupt erwahnt wird, liegt daran, daf} sie als Vorkon-
ditionierer fiir Aufgaben, in denen die Form a auftritt, interessant ist.

Durch die Wahl von Finite-Elemente-Radumen sind alle in Lemma 2.42 auftre-
tenden Matrizen dinnbesetzt, denn die Funktionen in Xy besitzen alle nur einen
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ykleinen“ Téger. Um das Speichern der vielen Nulleintrige zu vermeiden, wird
in DROPS das ,compressed row storage “~Format eingesetzt. Es besteht aus drei
Tupeln:

1. wal enthilt alle von Null verschiedenen Eintrige aus L in der Reihenfolge,
wie sie beim zeilenweisen Lesen von oben nach unten erscheinen.

2. c ist ein Tupel von Indizes mit dim ¢ = dimwval. Fiir alle 1 < 5 < dimval
gilt: val; steht in L in Spalte j.

3. rist ein Tupel von Indizes. Es hat (nx;+ 1) Komponenten. Es gilt fiir alle
Indizes 1 < i < nxp,r; <k < riqq: valy steht in Zeile 3.

Trotz dieser Speicherung kénnen Matrix-Vektor-Produkte mit L und L7 effizient
berechnet werden.

Tatséchlich werden in DROPS nur A und B gespeichert. L wird durch ein Objekt
repréasentiert, das die Multiplikation mit L durch Multiplikation mit A, B und
B7 realisiert. Dies ist fiir den Anwender transparent.

Die diskretisierten Stokes-Gleichungen stellen also ein lineares Gleichungssystem
hoher Dimension mit der Matrix L dar. Wie auch bei der kontinuierlichen Aufgabe
(1.24) und (1.25) liegt L in Blockgestalt vor:

N 3 [ R I

Da A symmetrisch und positiv definit ist, bietet sich als erstes Losungsverfahren
die Methode des Schur-Komplementes an, welche durch Anwendung des Gauf3-
Algorithmus auf die Blocke in (2.20) hergeleitet werden kann. Multipliziert man
die erste Zeile von (2.20) von links mit BA™!, so erhélt man mit der Bezeich-
nung Schur-Komplement fiir S = BA™'B? die Gleichung Sp = BA™!f — g aus
(2.20). Sie kann nach p aufgeldst werden, denn wie man sich leicht iiberlegt, ist
S symmetrisch positiv definit.

Algorithmus 2.44 (Schur-Komplement-Methode).

1: Man lose Aw = f.
2: Man 16se Sp = Bw — g.
3: Man lése Av = f — BTp.

Auf die Systeme in Zeile 1 und 3 kann ein iteratives Verfahren fiir symmetrisch
positiv definite Probleme angewendet werden, z. B. PCG. Als Vorkonditionierung
kommen die iiblichen Verfahren fiir die Poisson-Gleichung in Frage, da A im
wesentlichen ein Tupel von Laplace-Operatoren reprisentiert.

Die Gleichung in Zeile 2 kann ebenfalls mit dem CG-Algorithmus gelost werden.
Einen Vorkonditionierer zu konstruieren, erweist sich als schwierig, weil man keine
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explizite Darstellung von S hat. Denn ein Faktor von S lautet A~!. Sogar in
iterativen Verfahren ist die Multiplikation mit S also eine sehr teure Operation:
Es mufl ndmlich ein Gleichungssystem mit A gelost werden. Dies mufl mit sehr
hoher Genauigkeit im Vergleich zum Losen von Sp = Bw — g geschehen, da die
Multiplikation mit S beim iterativen Losen von Zeile 2 recht oft wiederholt wird.
Der Fehler beim Losen des inneren Systems akkumuliert sich dabei.

Ein anderes populires Verfahren zur Losung von (2.20) vermeidet einige dieser
Probleme.

Algorithmus 2.45 (Inexakte Uzawa-Methode).

Vorbedingung: Startvektoren vg, pg, Vorkonditionierer A, S fiir A, S.

1: 1«0

2: repeat

3 Vipl <V + 5_1<f — AVi — BTpZ)

4 P — P+ ST (Bviy — g)

5. 1+ 1+1

6: until Die Genauigkeit von (v;, p;)7 ist hoch genug.

In der vorliegenden Arbeit ist der Korrekturterm in Zeile 3 das Ergebnis mehrerer
Anwendungen eines Poisson-Losers (PCG, Mehrgitter) aus DROPS auf Aw =
f — Av, — BTp; mit Startvektor 0. Fiir den Korrekturterm in Zeile 4 wird S = M,
also die Massenmatrix verwendet.

In [25] wird folgendes Resultat beziiglich der Konvergenz von Algorithmus 2.45
bewiesen:

Satz 2.46 (Konvergenz der inexakten Uzawa-Methode). Seien A, S sym-
metrisch positiv definite Vorkonditionierer von A und S, mit der Eigenschaft,
daff A — A sowie S — S positiv semidefinit sind. Ferner seien 04,05 € [0,1) mit

(1—04) (Av,v) < (Av,v) fir alle v,
(1-o0s) (gp,p> < (Sp,p) fir alle p

gegeben. Solche Zahlen existieren, weil A und S positiv definit sind. Dann gilt
mit der problemabhdngigen Norm [| - || die Ungleichung

(v =vi,p=p)"[] < p'I(v = vo,p — Po)" .
Der Parameter p lautet

P <05(1 —0a) + 021 - oa) + 40,4) <1- %(1 —05)(1 = aa).

2

Aus diesem Satz wird geschlossen, dafl die Konvergenzrate des inexakten Uzawa-
Verfahrens hoch ist, wenn gute Vorkonditionierer fiir A und S zur Verfiigung
stehen.
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Bemerkung 2.47 (CG-Verfahren fiir Sattelpunktprobleme). In [44] wird die Kon-
vergenz iterativer Verfahren fiir Sattelpunktprobleme untersucht. Dort finden sich
zwei besonders interessante Ergebnisse. Neben L wird die Blockmatrix

- (A0
I — V
(5 3)
betrachtet. Mit den Bezeichnungen x = (v,p)?, x; = (v;, pi)7, r = (f,g)7 kann
man die Zeilen 3 und 4 in Algorithmus 2.45 als

X1 = X; — L_I(LXZ' — I') (221)

darstellen. Daher kann das inexakte Uzawa-Verfahren als Richardson-Verfahren
zum Lésen von L'Lx = L'r aufgefalt werden.

Nimmt man an, dafl die Vorkonditionierer A und S symmetrisch positiv definit
sind und da8 A — A positiv definit ist, so wird in [44] folgendes bewiesen: L~'L
ist beziiglich des Skalarproduktes

((2):(2)). - (a-Auv) + (30

symmetrisch positiv definit. Deshalb kann auf die vorkonditionierte Sattelpunkt-
aufgabe L™'Lx = L~ 'r das CG-Verfahren angewendet werden. Das ergibt theo-
retisch eine Methode mit wesentlich hoherer Konvergenzrate als die Richardson-
Iteration (2.21).
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Kapitel 3

A posteriori Fehlerschitzung I —
Residuumsverfahren

Fiir zuverlassige und effiziente numerische Simulationen sind Fehlerschéitzungen
von grofler Bedeutung. In Abschnitt 2.2.2 wurden bereits a priori Abschéitzungen
des Diskretisierungsfehlers vorgestellt. Obwohl sie die Konvergenz der verwende-
ten Galerkinmethode demonstrieren, sind die Schranken fiir den Fehler oft pessi-
mistisch. Aulerdem kénnen die a priori Abschédtzungen aus 2.2.2 nicht eingesetzt
werden, um die Triangulierung adaptiv zu verfeinern, weil sie nur Abschitzungen
des Fehlers iiber dem gesamten Gebiet, z. B. in der H'(Q) x Ly(Q2)-Norm, lie-
fern. Daraus geht nicht hervor, ob der Diskretisierungsfehler in Teilgebieten von
Q) besonders grof} ist.

Abschéatzungen des Diskretisierungsfehlers, in denen eine bereits vorliegende Lo-
sung der diskreten Aufgabe verwendet wird, heiflen a posteriori Fehlerschdtzun-
gen.

Bevor die ersten solchen Schétzer vorgestellt werden, werden einige General-
voraussetzungen fiir dieses Kapitel getroffen: {2 C R" sei ein beschréanktes Ge-
biet mit Lipschitzrand, das durch die reguldre Familie {T7,},~0 von konsisten-
ten Triangulierungen zerlegt wird. J bezeichnet eine beliebige Triangulierung
aus dieser Familie. zg = (ug,po)’ € X sei die Losung der Stokes-RWA 1.30
und zo; = (ugn,pon)’ € X sei die Losung der diskreten Stokes-RWA (2.1).
2, = (up,pr)T sei ein beliebiges Element aus X;,. X =V, x Q, < X =V x Q
sei der Finite-Elemente-Raum aus iPnQ+1iPnQ—Elementen auf T, also konkret

n Ske (T) falls |Ta| >0
Vi, = (S"eTHT))", = ’ ’
h = M) @ {SkQ(T) N LY(Q) sonst.
Im folgenden werden lokale Fehlerschitzungen ng (S € T) gesucht, die einen
guten Indikator fiir die Groe des Diskretisierungsfehlers auf S liefern, also ng ~
|lZon — ollwws- |||« ist eine noch ndher zu bestimmende Norm. Dabei ist auf
folgende Charakteristika zu achten:

95
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. Lokalitdt bedeutet, daf§ der Diskretisierungsfehler auf einzelnen n-Simple-

xen dargestellt werden kann. Diese Eigenschaft ist wichtig, um Triangulie-
rungen adaptiv verfeinern zu konnen (siehe Kapitel 5).

. Zuverldssigkeit steht fiir die Existenz einer Abschitzung des Diskretisie-

rungsfehlers von der Form

|zon — wollo < C Z %
SeTn)

mit einer moderaten Konstante C' > 0, die nicht von h abhéngt. Diese Ei-
genschaft ermoglicht die Kontrolle des globalen Fehlers z. B. im Abbruch-
kriterium des adaptiven Zyklus aus Abbildung 1.

. Effizienz heifit, daB der Diskretisierungsfehler durch ng nach unten be-

schrankt wird:

ns S C(H:L'[),h - on*,wS‘

Die Konstante C' > 0 héngt wieder nicht von h ab. Eine solche Ungleichung
garantiert, daf§ der Diskretisierungsfehler ||zg — %o+ ws groB ist, wenn ng
grof} ist. Deshalb wird eine Verfeinerungsstrategie, die zuerst Gebiete ver-
feinert, auf denen ng grof} ist, vorrangig Gebiete mit groflem Diskretisie-
rungsfehler verfeinern.

. Moderater Rechenaufwand. Damit der adaptive Zyklus ausgewogen ist, soll-

ten alle seine Hauptschritte etwa gleich viel Rechenzeit erfordern.! Somit
sollte die Berechnung aller ng nicht langer dauern als etwa die Diskretisie-
rung oder das Losen der Gleichungssysteme.

Der weitere Aufbau des vorliegenden Kapitels lautet so: In Abschnitt 3.1 wird die
den Fehlerschétzern dieses Kapitels zugrundeliegende Idee erlautert. Dazu wird in
diesem Abschnitt Kapitel 2 aus [39] fiir lineare Differentialoperatoren spezialisiert.

Wegen des anschaulichen Kerns geht dieser Abschnitt den konkreten a posteriori

Fehlerschétzern voran, deren Herleitung in Abschnitt 3.2 etwas technischer ist.
Dort werden Fehlerschiitzer fiir die H' x Lo-Norm und die Ly x H~'-Norm herge-
leitet. Im Abschnitt 3.3 wird eine Technik untersucht, bei der auf einem einzelnen

n-Simplex eine lokale Stokes-Aufgabe gelost wird, deren Norm als Fehlerschéatzer

verwendet werden kann.

1Sonst wire es geschickter, die aufwendigen Arbeitsschritte méglichst nicht in jedem Zyklus

auszufiihren.
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3.1 Allgemeine Theorie

Auf abstrakte Weise lautet die Stokes-RWA: Finde ein x € X mit Lx = r. Da es
jetzt eine zentrale Rolle spielen wird, erhélt das Residuum dieser Operatorglei-
chung eine eigene Bezeichnung:

R:X — X :2+— Lx—r = L(x — o). (3.1)
Analog wird das Residuum der diskreten Aufgabe benannt:
Rh . Xh — X;L L Tp thh — 7“|Xh = L(CL’h — xO,h)|Xh-

Da die diskrete Aufgabe durch konforme Diskretisierung entsteht, ist R, nur eine
Einschrénkung von R.

Satz 3.1 (Residuum zur Fehlerschitzung). Fir alle x € X gilt
LIz (x x| B @) [xr < e = zollx < (L7 epr x| R(2) || x0- (3.2)

Beweis. Sei x € X beliebig. R(z) = L(x — xy), also ||R(x)||x = || L(z — xo)||x <
| L|| ||z — xo|| x. Die Stetigkeit von L beweist also die linke Ungleichung.

L hat eine stetige Inverse, so dal  — 2y = L™ R(z) gilt. Somit erhiilt man die
rechte Ungleichung aus der Stetigkeit von L~! (Stabilitét). O

Dieser einfache Satz, der als Aussage iber das Residuum von (endlich dimensio-
nalen) linearen Gleichungssystemen wohlbekannt ist, liefert die Grundlage fiir die
Fehlerschétzer in diesem Kapitel. Er besagt, dafl das die Dualnorm des Residuums
global ein zuverlassiger, effizienter Fehlerschétzer ist.

Bemerkung 3.2. Verfiirth verallgemeinert Satz 3.1 in [39, Kapitel 2] auf allge-
meine Differentialoperatoren, die als Banachraum-wertige Funktionen stetig dif-
ferenzierbar sind. Zur Herleitung des allgemeinen Resultates wird der Operator
durch seine Ableitung approximiert, so daf§ das zu (3.2) analoge Resultat im
allgemeinen nur noch in einer Umgebung der exakten Losung gilt.

Im Fall eines linearen Differentialoperators geht sein Satz bis auf ein Detail in
Satz 3.1 iiber: Aufgrund der Beweistechnik treten bei Verfiirth auf der linken und
rechten Seite von (3.2) zusitzlich die Faktoren § bzw. 2 auf.

3.1.1 Kondition von L

In einfiihrenden Vorlesungen iiber die Numerik linearer Gleichungssysteme lernt
man, dafl ein kleines Residuum einer Naherungslosung y von Mz = b im allge-
meinen nicht bedeutet, dafl ||y —z|| klein ist. Probleme treten bei Matrizen M mit
grofier Kondition auf. Deshalb werden hier die ,Konstanten® ||L|~' und ||L7|
aus (3.2) untersucht. Dabei ergibt sich eine Abschéitzung von cond L = || L|||| L.
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Lemma 1.28 liefert ||A|| < v, ||B|| < 1, und der Beweis von Satz 1.31 er-
gibt |[A7Y| < v7'(1 + Cp). Darin ist Cp > 0 die Konstante aus der Poin-
caré-Ungleichung.? Fiir ||B'| gilt wegen Lemma 1.24, Satz 1.33 und Satz 1.34
B! < 87! mit der Konstante 3 aus Satz 1.34. Damit kann Ungleichung (1.32)
zu

1L epex) < VB3max{(1+ Cp)(v ™" + 571, 872+ Cp) (1 + v 1)}

vereinfacht werden. Wie beim Beweis dieser Ungleichung kann man auch |[|L]|
durch die Normen von A und B abschétzen. Sei dazu y € X, ||y||x = 1, beliebig.
Dann folgt

|Lyllx = v/TAv[? + [BqlP + 1BolP = | ([l Avll, 1 B'qll, | Bo])7
< V3max{||Av], | Ball, | Bvll} < vV3max{v,1}.

also ||L|| < v3max{r,1}. Uber die Relation 1 < ||L||||L7!|| erhélt man die
Schranken

imin -1 -1 A 14 g1 2+Cp)(1+vp Y
minr 1) < 27 < V3 {<1+cp>< 5, : }

1. 1 g
ﬁmm{(l o 2 +1/61)} < |IL|| € V3max{y,1}.

Durch Multiplikation der rechten Terme erhélt man zusétzlich eine Abschéatzung
der Kondition des Differentialoperators L:

g

Die Kondition hingt in einfacher Weise von der kinematischen Viskositét v des
Fluids ab. Uber Cp finden die lineare Ausdehnung von Q und die Art der Rand-
bedingungen Eingang in die Abschiatzung. 5 beschreibt die geometrische Kom-
pliziertheit von €.

cond(L) < 3max{v, 1} max {(1 +COp) vt 4 B7Y, (2+Cp)(1+vp71) }

Bis jetzt wurden drei Grundprinzipien dieses Kapitels vorgestellt:
e Die Stetigkeit von L liefert untere Fehlerschranken, also Effizienz.
e Die Stabilitdt von L liefert obere Fehlerschranken, also Zuverlassigkeit.

e Das Residuum R(z) einer Néherungslosung ist ein stetiges, lineares Funk-
tional auf X als Testfunktionenraum. Seine X’-Norm kann zur a posteriori
Fehlerschiatzung verwendet werden.

2Siehe dazu Bemerkung 1.32.
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Wegen
IR@)x = sup (R(2),9)
yeX, llyllx=1
ist die Ermittlung der X’-Norm eine unendlich-dimensionale Maximierungsauf-
gabe. Deshalb wird jetzt untersucht, wie mit moderatem Aufwand eine Losung
bzw. verniinftige Schranken einer Losung berechnet werden koénnen.

3.1.2 Abschitzung des Residuums durch Projektion

Die exakte Berechnung von || R(z)||x ist im allgemeinen nicht méglich, weil X ,,zu
grof ist. Stattdessen wéhlt man einen (endlich-dimensionalen) Finite-Elemente-
Raum X;, < X als Raum der Testfunktionen. Anstelle von ||R(z)||xs wird nur
HR(xHXhHX;L = SUP,c %, ylx=1 (R(z),y) ausgewertet. Diese Einschréankung, d. h.
Projektion, von R(z) € X' auf R(7)|;, € X ist das Grundprinzip des vorliegen-
den Abschnittes. Tatséchlich erhélt man so eine endlich-dimensionale Maximie-
rungsaufgabe, deren Losung man in den Griff bekommen kann (siche Abschnitt
3.2).

Die Wahl von X, ist ein wichtiges, wenn auch technisches Teilproblem: Nach der
Berechnung von xq, hat man das Residuum R(xq ;) zur Verfiigung, welches als
Funktional auf X} verschwindet. Damit ||R(x)||x: gut angendhert wird, muf
X, unabhingig vom Diskretisierungsparameter h hinreichend verschieden von X,
sein, was durch Bedingung (3.3) in Satz 3.3 préazisiert wird. Sie besagt, dafl die
Projektion R(z) — R(z)|%, auf dem Komplement von X}, in X stabil ist.

Da Xh endlich-dimensional ist und dim X/X, = oo gilt, kann man nicht erwar-
ten, dafl sich etwa || R(zop)|lx < O”R(l"o,h)ng;L beweisen 148t.> Es muf also mit
zusétzlichen Fehlertermen gerechnet werden. Allerdings 148t sich erreichen, dafl
sie hohere Potenzen von h enthalten, so daf} sie auf feineren Triangulierungen
keine Rolle mehr spielen.

Um die Moglichkeit zu haben, etwa die Daten f, g, die in R(z) auftreten, zu
approximieren, wird in Satz 3.3 nicht [|R(x)|| % sondern die Norm | R ()] %1

einer Approximation Ry, von R zur Abschiitzung von || R(xr)||xs verwendet. Die

Konstruktion von Ry, ist im Vergleich zu der von X, einfach; es wird auf Abschnitt
3.1.3 verwiesen.

Satz 3.3 (Residuumsschitzung durch Projektion). Sei I;, € L[X, X}, ein
Projektor (fiir Testfunktionen) und X, < X. Ry € L[X,, X'] sei eine Approi-
mation von R (bzw. Ry ) auf X,,. Diese drei Objekte mégen fiir beliebige x), € X},
der Stabilitdtsungleichung

I(idx — 1) Bu(wn) |l x < Ol Bu(wn)l 5 (3.3)

37um Beispiel konnte R(zq) # 0, aber (R(zo.p),y) = 0 fiir alle y € X}, @ Xp,, auftreten.
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mit einer von h unabhdingigen Konstante C' > 0 geniigen. Dann wird das Residu-
um (3.1) von beliebigen xj, € X, durch

1R(n)llxr < CllBu(zn)ll 5y + I (idx — 1) (R(zn) — Ri(aa)) | x

+ Ml e x| B(zn) | x;
[Bn(xn)ll 3, < I1B(xn)llg; + [1R(xn) — Bilzn)lx, (3.4b)

(3.4a)

nach oben und unten* abgeschiitzt.
Beweis. Sei x;, € X, beliebig. Ungleichung (3.4b) ergibt sich sofort durch die
Anwendung der Dreiecksungleichung auf ||Ry(zn)llg, = [R(zn) + (Ru(n) —

R(en)l 5.
Zum Nachweis von (3.4a) sei ferner x € X, ||z||x = 1, beliebig. Durch Addition
zweier ,nahrhafter Nullen*, Umstellen und Verwenden der Dualitdt erhdlt man

(Ran), @) o = (Ban), 2+ (Blwn), o = ) = (Rulen), @ = I
+ (R(xp), Inx) — (R(xp), Inx)
= <}?h(xh), T — Ihx>—|—<R(a:h) — Ry(zp), @ — Ihx>+(R(xh), Iyz)

_ <(z’dX — 1) Ri(xn), x> + <(z'dX — 1) (R(zn) — Rh(xh)),m>
+ <R($h), [hZL">

< |(idx — In) Ri(n) |l xo + |(idx — In) (R(z1) — Ri (1)) || x-
+ ([ B(zn) | x; (a0

Wendet man auf den ersten Term der letzten Zeile (3.3) an, so erhélt man durch
die Bildung des Supremums iiber alle x € X, ||z||x = 1, Ungleichung (3.4a). O

Bemerkung 3.4. In Satz 3.3 ergibt (3.4b) wegen
[R(zn)llz, = sup  (R(zn),y) < sup  (R(za),y) = [[R(za)llx (3.5)

yeXp,llyllx=1 yeX,|lyllx=1

tatsdchlich bis auf den Fehlerterm eine untere Schranke fiir ||R(zp)| x--
Auflerdem gilt fiir die Losung @, der diskreten Aufgabe |[R(zox)|lx; = 0. Dies
ist eine wichtige Konsequenz ihrer Galerkin-Orthogonalitit zum Raum der Test-
funktionen.

Der Projektor I, wird im Beweis von Satz 3.3 auf beliebige Funktionen aus X
angewendet, was einen Operator wie den aus Abschnitt 2.2.1 erforderlich macht.
Somit kann ein weiteres Grundprinzip dieses Kapitels formuliert werden: Man
bendtigt einen Projektionsoperator X — X, fiir ,rauhe® Funktionen.

Bei der Wahl von [}, sind anhand der Randbedingungen zwei Félle zu unterschei-
den.

4sieche Bemerkung 3.4
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o |['4| > 0: Man definiert I, als I;, : X — Xj, : (u,p)T — (I%"Vu, [%™ep)T.

e 90 = I'p: Die Geschwindigkeitskomponenten werden wie zuvor mit 2™V
interpoliert. @) und @), enthalten jedoch nur Funktionen mit verschwinden-
dem Integralmittel. Diese Eigenschaft wird von I%"@ im allgemeinen nicht
respektiert. Abhilfe schafft ein ,Korrekturschritt“. Sei my : Lo(2) — R
die Ly(€2)-Projektion auf die Funktion, die konstant 1 ist. Dann werden die
Druckkomponenten p € Q durch (id — mp)I%"?p approximiert. Es gilt

7T0((id — 7T0)IZ7”Qp) =0, also /(ld — o) I%mep = 0
Q

fiir alle p € Q. Setzt man die Interpolation fiir V und @) zu I, zusammen,
so folgt I, : X — Xj,.

Bemerkung 3.5 (Interpolationsfehler). Falls |I's| > 0 erfiillt ist, konnen die Resul-
tate aus Abschnitt 2.2.1 direkt zur Abschétzung des Interpolationsfehlers id — I},
herangezogen werden. Bei reinen Dirichlet-Randbedingungen gilt dies zun&chst
nur fiir die Anteile in V' bzw. V. Fiir den Druckanteil p € @ findet man die
Identitéat

p — (id — o) I“"p = p — mop — (id — 7o) [*"2p = (id — mo)(id — I*"?)p,

weil mop = 0 fiir alle p € @ gilt. Also kénnen auch im Falle reiner Dirichlet-
Randbedingungen die Approximationssétze aus Abschnitt 2.2.1 angewendet wer-
den.

In [39] wird zur Druckinterpolation der Nulloperator verwendet. Das ist bei inho-
mogenen Randwerten nicht sinnvoll, weil in Lemma 3.11 bestimmte Fehlerterme
nicht klein werden.

3.1.3 Konstruktion von Xh und Rh
Hilfsmittel

Mit S = [0,e1,...,€en], F= [0,e1,...,e,-1] werden das Referenz-n-Simplex und
die Referenz-Facette bezeichnet. Sind S, F' € T ein beliebiges n-Simplex und eine
seiner Facetten, so sei Fy eine affine Abbildung mit Fg(S) = S und Fg(F) = F.
Die Einschrinkung von Fg auf F hﬁiﬁt Fr.

Nun seien Vg < Loo(S), Vi < Loo(F') endlich-dimensionale Raume von Testfunk-
tionen.

Definition 3.6 (Fortsetzungsoperator, Abschneidefunktion).
P Loo(F) — Loo(S) s u(ry, ... zn) —— (Pu (21, .., @) = u(@n, ..o, 2n1))
heiit die in e,-Richtung konstante Fortsetzung von F' auf S.
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Eine Funktion ¢4 € C’O"(S’ ) heifit unter folgenden Bedingungen Abschneidefunk-
tion auf S:

0<1g<1, supg=1, glpg=0, suppygCS.
S

Eine Funktion ¢z € C OO(S ) heiBit unter folgenden Bedingungen Abschneidefunk-
tion auf F:

0<vp <1 supp=1 Vplpsp=0, {ta>0}Nsuppt)p C S,

Mit Hilfe von Fg kann Definition 3.6 auf S und F' iibertragen werden:

Ve={uoFy'|ueVs}, Vr={voFi'|veVs}
P:Loo(F) — Loo(S) : v +— (IS(UOFF))OFgl,
Vs =150 Fg', Y =1vpoFgl.

Bemerkung 3.7 (ABubblefunktionen). Sind Ag, ..., A\, die baryzentrischen Koordi-
naten beziiglich .S, so ist ¢¥g = (n + 1) ], \; eine Abschneidefunktion auf
S. Ebenso ist ¢z = n" H?;Ol A; eine Abschneidefunktion auf F'.

Es wird angenommen, dafl jeder Facette F' € F(T) eine Einheitsnormale ng
zugeordnet ist, die auf 92 mit der dueren Normale an den Gebietsrand iiberein-
stimmt. Ist f eine auf jedem S € T stetige Funktion, so ist der Sprung

[flr(z) = lim f(z +tnp) — tlifgi flz —tnp)

t—0t

fiir jedes x € F und jedes F' € F(T) wohldefiniert, wenn man wegen der Facetten
in 02 f durch Null auf das komplement von € fortsetzt.

Zu einem beliebigen Hilbertraum X von Funktionen auf einem Gebiet M und
einer abgeschlossenen Menge N C M wird X |y = {f € X |supp f C N } gesetzt.

Als richtige Wahl fiir X}, in dem Sinne, daf (3.3) gilt, werden sich Réume von
Funktionen erweisen, die sich auf n-Simplexen und deren Facetten als ¢su bzw.
Yrpv mit u € Vg, v € Vg darstellen lassen. Dabei sind Vs und Vr Polynomraume
kleinen Grades. Das nachfolgende technische Lemma dokumentiert den Einflufl
der Abschneidefunktion und des Fortsetzungsoperators auf einige Normabschét-
zungen. Es findet sich in [39] als Lemma 3.3.

Lemma 3.8 (abgeschnittene Funktionen). Fs gibt Konstanten Cy, ..., C7; >
0, die nur von Vg, Vi, g, ¥y und der Regularititskonstante 6 abhdingen, mit
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denen alle S € T, F € F(S), u € Vs, v € Vi folgende Ungleichungen erfiillen:

Cillulls < sup H’stl/U%w < lulls, (3.6a)

weVg S
Collv|lp < sup ||w||1?1/WFw < |lv[lF, (3.6b)

weVER '
Cshg'|[vsulls < |D(Wsu)|ls < Cihg'|vsuls, (3.6¢)
sh'|lvrPolls < |D(WpPv)||s < Cohg'||vrPuls, (3.6d)
|rPulls < Crh||v]|p. (3.6¢)

Beweis. Siehe [39, Kap.3]. Alle Schritte sind Standardmethoden: Man transfor-
miert auf S bzw. F und weist nach, daB die jeweils gegeneinander abgeschétzten
Terme Normen auf Vg bzw. Vj definieren. Wegen dim Vg, dim V. < oo sind diese
Normen #quivalent. Schliellich transformiert man auf S bzw. F' zuriick. O]

Neben den Standardresultaten (3.6¢) bis (3.6¢) sind vor allem die unteren Schran-
ken in (3.6a) und (3.6b) interessant.” Sie besagen, daf die mit Abschneidefunk-
tionen gewichteten Ly(S)- und Lo(F')-Skalarprodukte auf Vg und Vp stabil sind,
d.h., sie erfiillen die Babuska-Bedingung (1.27). Deshalb kann man sie zur Dar-
stellung von auf Vg und Vg stetigen linearen Funktionalen verwenden. Jedes sol-
che Funktional wird eindeutig durch eine Funktion aus Vg bzw. Vp représentiert.
Ebenfalls mit Standardmethoden beweist man folgendes

Lemma 3.9. Es gibt eine Konstante Cs > 0, die dieselben Figenschaften wie
Cy,...,Cq aus Lemma 3.8 aufweist, so dafs fiir alle S € 7™, F € F(S), v € Vp
diese Ungleichung gilt:

[brPollr < Cshil| D(yrPo)lls.

Beweis. Seien S € T ein beliebiges n-Simplex und F' € F(S) eine Facette. Dazu
existiert eine affine Abbildung Fy, die F' auf F und S auf S abbildet. Man un-
tersucht nun eine beliebige Funktion v € Vg. Durch Vorschalten von Fg transfor-

. 1 A
miert man auf F: |[¢pPv|p = D2|[vsP0| . Die Funktionaldeterminante Dp fiir
das Oberﬂéchenintegral geniigt auf reguldren Triangulierungen der Abschétzung
Cihy l< Dp< Cohy ! mit Konstanten, die nur von & abhingen.

Nun betrachtet man ¢FPU als Funktion auf S. Diese Fortsetzung ist nur stetig,
N 1 A
wenn man auf S eine stirkere Norm wihlt®: [[¢pPvllp < CD2[[¢P0l|. ¢ <

1 .
CDI%WFPﬁ]l;g. Der vorige Schritt rechtfertigt sich iiber die Poincaré-Unglei-

chung. Transformiert man nun via Fg U zuriick, so erhilt man mit der Funk-
tionaldeterminante Cshé < Dg < C5h% die Ungleichung

1 _1
|VrPv||p < CDEDg? hs|rPuly; s.

®Die oberen Schranken folgen sofort aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.
6Siehe z. B. [19)].
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11 11 n-l _n 1
Nun gilt fiir D2Dg2hg die Abschitzung DiDg?hs < Chp® hp2hp = Chz.”
Damit ist das Lemma bewiesen. O

Konstruktion

Zunéchst werden die Hauptgedanken bei der Konstruktion von X, und R, dar-
gestellt. Dazu sei z, = (up, pn)? € X}, beliebig.

1. (R(zp),y) besteht nur aus Lo-Skalarprodukten von Daten aus Aufgabe
1.30, pn, Dpp und Duy,; (2 = 1,...,n) mit der Testfunktion y und de-
ren Ableitungen. Die Skalarprodukte kénnen wegen der Additivitéit des
Lebesgue-Integrals als fQ C= D geqin) /. ¢ - geschrieben werden. Daraus wird
sich unter anderem die Lokalitét der Fehlerschéatzer ergeben.

2. Durch partielle Integration auf den n-Simplexen kann man sich der Gradien-
ten der Testfunktionen in (R(z),y) entledigen. R(xy) besteht als lineares
Funktional jetzt nur noch aus einer Summe von Lso-Skalarprodukten iiber
n-Simplexe und Facetten, in denen keine Ableitung von y mehr auftritt.
Man erhélt so einen deutlichen Hinweis auf eine mégliche Struktur von X

Wenn X, auf jedem n-Simplex S alle Funktionen der Form & = 1)g - § mit
j € Vg enthilt, kann mit Hilfe von (3.6a) und (3.6b) die X}-Norm von
R(zp,) nach unten beschriankt werden. Genau dies ist zur Anwendung von
Satz 3.3 notwendig. Analog gilt dies fiir Integrale {iber Facetten. Da die
vorige Wahl von Testfunktionen untere Schranken erméglicht, fithrt sie zur
Effizienz der zu konstruierenden Schétzer.

3. Leider erfordert Lemma 3.8, daf} dann alle Daten von R(z,) lokal in Vg
bzw. Vg liegen. In Bezug auf xp, Dz, (i = 1,...,n) erhédlt man weitere
Hinweise, wie X}, zu wihlen ist: Auf jedem n-Simplex sollte Vg die in R(z,)
auftretenden Ableitungen von x; enthalten.

Man kann jedoch nicht erwarten, daf§ die Daten f, Er, qup, usw., also die
rechten Seiten der Stokes-Gleichungen, lokal in Vg liegen. Hier kommt Ry,
ins Spiel. Man ersetzt die rechte Seite einfach durch Approximationen (z. B.
mit Hilfe von Interpolation) in V.

Bemerkung 3.10. Da8l bei dem zu konstruierenden Fehlerschétzer wegen Punkt 2
die klassische Form der Stokes-Gleichungen auftritt, ist kein Zufall, sondern ein
weiteres Grundprinzip dieses Kapitels.

Die Punkte 1 und 2 liefern fiir eine beliebige Testfunktion z = (v,q)? € X die
Darstellung:

"Da F eine Facette von S ist, sind hg und hp wegen der Regularitit der betrachteten
Triangulierungen gegeneinander abschéitzbar.
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(R(xp), x) = alup,v) + b(un, q) + b(v, pr) — r(x) (3.7)

= ( Z/Duhz Duv; — /qD~uh—/phD'U
s s

SeT) i=1

—/varl/Z/(DEpDvguD)i- Dvi—/SqD-EFD@uD)
Z /fATQFA

FeFa(T)
= Z (/ (—I/Auh + Dpp — f — VAEFDQUD)U —/(D Uy,
SeTn) o S
ouy, O0Er, oup
+D- EFD’QUD>(]> + Z /F(I/% —npp — fa + V# Tor,v
FeFa(T)
8uh 8EF QUD

> /F(u[an]w[ 2201 7y 0

FeFq(7)

In den Integralen iiber die n-Simplexe treten erste und zweite Ableitungen von
up und erste Ableitungen von p, auf. Wegen des mit v getesteten Ausdrucks
sollte geméf3 Uberlegung 3 fiir die Geschwindigkeitsanteile in V, (X = Vi x Qh)
die Inklusion sP,, < Vi|e mit m = = max{ny — 2,nq — 1} gelten. Das mit ¢
getestete Integral erfordert waPnV 1 < Qh| g. Fiir PoP;i-Elemente bedeutet das
PgPy < Vh| & sowie PgPy < Qh\ g- Die Integrale iiber die Facetten enthalten erste
Ableitungen von u; und nullte Ableitungen von pj,. Demzufolge wird ¢pP,, <
f/h|ﬁ mit m’ = max{ny — 1,nq} bendtigt. Fiir PoP;-Elemente heifit das ¢pP; <
Vi| - Konkret wird

V}, = span {¢Su,¢FPv } SeTW FeFoUuTFaue€ PpveP,y } , (3.8a)

~ span {wgq ‘ SeTM qgeP,, } , falls |T'a| > 0,
Qn = ) (3.8b)
span {1/15q ‘ SeTM gePn, 1, [ohsq= 0} sonst,
Xh = Vh X Qh (38C)

gesetzt, was den vorigen Uberlegungen entspricht. Man verifiziert jetzt leicht,
da8 diese Wahl von X, in (3.7) keine Schwierigkeiten bereitet. Das bedeutet
insbesondere, daB X, < H'(Q) x H'(Q) gilt. Diese Aussage ist eine einfache
Folgerung aus Lemma 2.17.

Der Ubersichtlichkeit wegen wird up mit seiner Fortsetzung Er, qup identifiziert.
Des weiteren wird der Spuroperator Tq r, fiir Testfunktionen bei Integralen iiber
Facetten immer implizit angenommen und nicht mehr aufgeschrieben.
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Um die Daten f, up und fa zu approximieren, bietet sich der Interpolationsope-
rator von Scott und Zhang an: Gegeben seien natiirlichen Zahlen m < m und
m' < m/. Dann werden die Daten in den Integralen iiber n-Simplexe, die mit v
getestet werden, durch Ig = I*™ genihert. Die mit ¢ getesteten Divergenzterme
werden mit I = [%™~! approximiert, falls |Ts| > 0 gilt. Bei reinen Dirichlet-
Randbedingungen geht man geméB der Konstruktion von I, auf Seite 60 vor:
Ig = (id—mp) %™ =1, Auf die Daten in Integralen iiber Facetten wird Ip = %™
angewendet. Dabei bezeichnet I%* den Scott-Zhang-Interpolationsoperator, der

mit Polynomen aus P, interpoliert.® Fiir R, erhilt man gemiB Punkt 3 fiir alle
r = (v,q)T € X den Ausdruck

(Rulen)y) = 3 (/S(—uAuh + Dpy — Isf — vIsAup)v — /(D-uh

SeTn) o
+1gD-up) ) Z /(V__nph_[FfA+VIF_)
FeTFa(
(9uh 8UD
FeFq(
(3.9)

Die Stérungsterme in Satz 3.3 enthalten wegen der Ahnlichkeit von R und R,
hauptséchlich den Interpolationsfehler von Ig, Ir und Ig. Verfiirth verwendet in
[39] zur Approximation der Daten immer die Lo-Projektion auf Py. Aus theore-
tischer Sicht zeigt sich durch die Verwendung der Interpolation nach Scott und
Zhang deutlicher, da} die Storterme von hoherer Ordnung sind, wenn die Da-
ten glatt sind. Denn dann liefert Satz 2.20 weitere h-Potenzen gegeniiber den
Haupttermen in Satz 3.3.

Andererseits soll der Fehlerschéitzer gerade iiber Gebiete geringerer Glattheit von
Lastvektor und Losung Auskunft geben. Deshalb erscheint es nicht sinnvoll, X,
nur um hoherer Interpolierender der Daten Willen zu vergréfern.

In der Implementierung in DROPS wird davon ausgegangen, daf§ die Daten wenig-
stens stetig sind, weil zu ihrer Interpolation der Standard-Interpolationsoperator
eingesetzt wird.”

3.2 Residuumsschatzer

Ziel des vorliegenden Abschnittes ist die Anwendung von Satz 3.3. Die diver-
sen Dualraum-Normen werden zunéchst in einer Reihe vorbereitender Lemmata
berechnet. Die Fehlerterme in Satz 3.3 machen den Anfang:

8GSiehe Abschnitt 2.2.1.
9Die Ly-Projektion der Daten nach Verfiirth hat fiir die Implementierung keine Vorteile, da
die Integration in DROPS nur ndherungsweise, d. h. iiber Quadraturformeln, erfolgt.
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Lemma 3.11 (Fehlerterme). Mit den Benennungen aus Abschnitt 3.1.3 lauten
die Fehlerterme in (3.4)

1R(n) — Balza)ll 2, < C( > BEllIs = id)(f + vup)|E

Se‘IW

ou
+ Y hell(Ir —@d) DG+ > hel(Ip —id)(fa— V—D)HF
FeFo(T) FeFa(7)

1
2

+||(1Q—z'd)D~uD||g) . (3.10)

(id — 1) (R(wn) — Raan))llx < C( > Els —id)(f +vup)l

SeJn)

+ D hrl Ir —id)([5 =DIIF + > hell(Ie —id)(fa

FeFa(T) FeFa(T)

8UD 8uD
— V

Il

1
2

+H([Q—z‘d)D-uD|\§2) . (3.11)

Ferner erfillt die Losung o, der diskreten Aufgabe die Gleichung || R(zop)| x; =
0.

Beweis. Zu (3.10): Sei x = (v,q)T € Xp,, ||z x = 1, beliebig. Dann ist

() — Balwn).x) = 3 / ((Is — id)(f + vup)v + (I — id) D - up)q)

SeJn)

s / (1 — id)(fa — v 22y~ 3 [ taeia 2. (3.12)

FeFa( FeFq(T)

Die Integrale werden nun als Lo-Skalarprodukte mit der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung abgeschétzt. Wegen (3.6¢) und (3.6d) gilt ||v||s < Chgllv]|1,s. Bei-
triage iiber Facetten liefern nur die Anteile der Form ¢z Pv von v. Entsprechend

1
Lemma 3.9 wird ||v||p < Chi||v||1.o, verwendet. Man erhélt

(R(wn) = Ruen),x) <C 3 (11Us = id)(f + vun) |shs|v];s
SeJn)

. ou 1
+1ltIg = id) D-unllslalls) +C 3 (e = id)(fa = v 5wk o]
FeFa(T)

0
+C 3 e =i (GD e

FeFq(T)
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Jedes n-Simplex S tritt in den vorstehenden Normen insgesamt hochstens (n +
1)mal auf.’® Durch Anwendung der diskreten Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
werden die Normen der Testfunktion von den iibrigen Termen getrennt. Es gilt
dann (Z||x||§(s)% < (n+ 1)||z]x. Deshalb ergibt sich

()~ Rt ) < 0 3 #las —ia -+l Tl

SeTn)

+cu<fQ—z‘d)D-uDHQuqusw( S helte - iy (2 ]>\|F)2|\vr|1

FES:Q
1

o 3 mele = s -2 ) ol

FE?A

Man beachte, da88 [[v]|1, [|¢]] < [|z||lx = 1 gilt. Durch Bildung des Supremums
tiber x € X}, ||z]|x = 1, ist (3.10) nachgewiesen.

Zu (3.11): Hier wird = = (v,¢)T € X, ||z||x = 1, beliebig untersucht. Wegen

<(zd ~ 1)(R(an) — Ra(an)), a:> - <R(9:h) ~ Ry(xn),a — Ihx>

entspricht der zu untersuchende Term (3.12). Allerdings ist die Testfunktion nun
z — Iz € X, so daB nicht mehr die spezielle Struktur von X, ausgenutzt werden
kann. Stattdessen verwendet man die lokalen Interpolationsaussagen aus Satz
2.20.

Wie im vorigen Beweisteil werden als erstes die Integrale iiber die einzelnen Sim-
plexe mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung abgeschétzt und anschlieffend
|z — Inz|ls bzw. ||x — x| mittels Satz 2.20 beschrénkt. Dabei treten Normen
iiber wg und wp auf. In diesen Mengen ist nach Lemma 2.15 hochstens eine nur
von § abhingige Anzahl i von Simplexen aus T enthalten. Deshalb gilt wieder
(Cllzl%.s)7 < illzllx und man erhalt

(i~ 1R - R ) < (3 llts —ia) (s + uuD>||§)§||v||1

SeT(n)

+Clltg = i) D wplallalls + (X et~ i(52DIE) ol

FeFq(T)

< > hali( [F_Zd)(fA_VaUD>HF)éHUH1-

FeFa(T)

10Tn der ersten Summe sowie als Teilmenge der wy.



3.2. RESIDUUMSSCHATZER 69

Wegen
[ol[1; [lall < fl=flx =1

hat man eine obere Schranke fiir sup ¢y, ;=1 <(Zd — 1) (R(zp) — Rh(xh)),x>
gefunden.

Die Aussage iiber das Residuum der diskreten Losung ist offensichtlich richtig.
Das komplettiert den Beweis. O

Es lohnt sich, die Fehlerabschédtzungen in Lemma 3.11 fiir homogene Dirichlet-
Randbedingungen zu betrachten, denn die Terme sind deutlich kiirzer. Das Auf-
treten von |[(Ig — id) D - upl|q fillt unangenehm auf, weil keine Potenzen der
Gitterweite auftreten. Damit dieser Term vernachléssigt werden kann, muf eine
divergenzfreie Fortsetzung von up verwendet werden oder up sollte sehr glatt
sein. Letzteres wird bei den Simulationen in Kapitel 6 der Fall sein. Ist up stiick-
weise polynomial von hinreichend kleinem Grad, so verschwinden die Ausdriicke
in up aufgrund der Projektionseigenschaften von Ig, Ig und Ip.

Als nichstes wird der Hauptterm in Satz 3.3 untersucht. ||Ry(zp)||g ist der
eigentliche a posteriori Fehlerschitzer. Um die Berechnung dieser Dualnorm zu
vereinfachen, wird in numerischen Simulationen der Residuumsfehlerschdtzer

nR,S = (h%H—VAuh + Dph — ]Sf — VlsAuDH% —+ || D s Up, + ]QD . UDH%

1 8uh 8uD
t3 > hF||[V—+VIF 7 i
F<S,FEF0(T)
8uD %
+ Z hFHV——nph—IFfA+V on 2 (3.13)
F<S,FEFA(T)

eingesetzt. Aufgrund seiner Definition ist ng g ein lokaler Fehlerschétzer. Er ge-
stattet obere und untere Schranken fiir || Ry, (2 )|| ; wie Lemma 3.12 und Lemma
3.13 demonstrieren. Das bedeutet Zuverlassigkeit und Effizienz.

Lemma 3.12 (obere Schranke). FEs gibt eine von h unabhingige Konstante

C >0, so daf gilt:
||Rh($h)||fc;1 <C Z 7712{,5-
SeT()

Beweis. Man betrachtet ein beliebiges z = (v,q)T € X, mit ||z]|x = 1. Zuerst
wird die Summation iiber Facetten in (3.9) umsortiert: Jedes F' € Fq(T) ist im
Rand von genau zwei n-Simplexen. Auf diese wird jeweils die Hélfte des Integrals
tiber F' verteilt. Zu jeder Facette F' € F5(T) gibt es genau ein n-Simplex S mit
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F < S. Dort wird F' mitgezdhlt. Man erhilt so fiir (3.9) die Formel

<Rh(xh),x> = Z (/S(—I/Auh + Dpy, — Isf — V]SAUD)U

SeTn)

ou ou
—/(D'Uh+]QD'UD)C]+ E /(Va—h—nph—IFfA+l/fFa—D)U

o F<S,Fega(m) T " "

1 8uh aUD
— — Ir—— . (3.14
o} X [uheenen). o
FeFq(9)

Jetzt wird auf die einzelnen Integrale die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung an-

gewendet. Aufgrund von (3.6¢) und (3.6d) gilt auf jedem n-Simplex S die Ab-

schédtzung [|v]|s < Chg||v]1. 5. Auf den Facetten kommt Lemma 3.9 zum Einsatz:
1

o]l < ChE||v]l1;0,- Das ist moglich, weil alle Funktionen der Form (1,0, )" €

X, auf allen Facetten verschwinden. Man erhélt

<Rh(azh),m> <C Z (H—l/Auh + Dpi — Isf — visAup||shs|/v||i; s
SeT(n)
1 8uh 8uD %
+ 1D up+IoD - up || llglls + 3 > H[V—n + V[Fa—n]HFhFHUHl;wF
FeFq(S)

duy, Jup 1
T S I [P Y
F<S,FeFA(T)

Aufgrund von ||v]1. s, ||glls, [|]1;wp < ||%]| xws kOnnen die Normen der Testfunk-
tion zusammengefait werden. Dann wird die diskrete Cauchy-Schwarzsche Un-
gleichung verwendet. Da wg hochstens n + 2 n-Simplexe aus T enthélt, folgert

man \/ZSG‘J‘(") 2505 < V7 + 2[2]|x. Deshalb ergibt sich

<Rh($h>,$> S C( Z (h%H—VAuh -+ Dph — [Sf — I/[SAUDHS
SeT™)
Guh 8uD

1
D- IpD- — h —_— Ir——
+ Dy, + I uD|!5+2 > hplllv o, T VIrg e
FeFq(S)

N

0 0
DY thu%—nph—fFfAmF%HF)) el

F<S,FEFA(T)

z € X, war bis auf die Linge belicbig, so daB

IRl = sw  (Ralon)a)

2€Xp,||lz) x=1
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durch die vorherige Ungleichung beschréinkt wird. In dieser findet sich im zweiten
Klammerpaar von auflen genau 7nr ¢ wieder, was den Beweis abschlief3t. O]

Lemma 3.13 (untere Schranken). Es erxistieren von h unabhdngige Konstan-
ten C1,Cy > 0, so daf gilt:

mms<Cisw o (Ralm)y) = CllRu@llg,,  (316)

yeXplws, |lyllx=1

Y ks < Coll Ralxn)| 5, (3.17)
SeT(n)

Wegen (3.16) ist ng,s sogar lokal ein effizienter Fehlerschitzer.

Beweis. Zu (3.16): Sei S € T ein beliebiges n-Simplex. 7% ¢ besteht im wesentli-

chen aus vier Summanden. Es wird gezeigt, da jeder davon durch C||Ry,(z3)|| 2l
nach oben beschrinkt ist. Dabei gilt fir w € {S,wgs,wr} die Bezeichnung

Xh\w: {IGX}L |Suppx§w}.

Im folgenden kommen die Giiltigkeit von (3.6a) und (3.6b) sowie die Konstruktion
von X, zum Tragen.

Erster Summand: Per Konstruktion von Xh liegt —vAuy, + Dpp — Isf —vIsAup
auf S in P,,. Deshalb kann (3.6a) auf seine L9(S)-Norm angewendet werden.
Im zweiten Schritt kommt folgende Ungleichung zum Zug: 2 ||v[|% > 2||¢sv||% >
C(1 + h2)||[vsv]3, g; der erste Schritt folgt aus den Eigenschaften von vg, der
zweite ist eine Anwendung von (3.6¢). Man erhilt

th—VAuh —|— Dph — Isf — V[SAUDHS
< C sup hg||v||§1 /(—VAuh + Dpp — Isf — vigAup)ipgv
s

vEme

<C Selipp [vsollts /S(—I/Auh + Dpy, — Isf — visAup)sv.
Es gilt z, = (¢Ysv,0)T € Xh|5 fiir alle v € P,,. Fiir die Norm von z, findet
man ||z,||x = ||¥sv|1.s. Setzt man x, in (3.9) als Testfunktion ein, so fallen
alle Randintegrale weg, weil z, auf \ S Null ist. Ebenso fallen die mit der
Druckkomponente von x, multiplizierten Terme weg. Unter Wiederaufnahme der
vorherigen Ungleichungskette erhélt man

sup [[9solliy / (—vAup + D — Isf — vlsDup)so
S

veEPm

< C sup ]l {Buon). o)
ve m

<C sup <Rh($h),%> = HRh(xh)HXhlg'

z€Xpls, |zl x=1
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Der letzte Schritt beruht auf der Vergrolerung der Menge, iiber die das Supremum
gebildet wird.

Zweiter Summand: Den Divergenzterm in (3.13) abzuschétzen, ist etwas einfa-
cher. Aufgrund der Definition von X, und Ry, folgt (D-up+IgD-up)|s € Py -1,
so daf (3.6a) benutzt werden kann. Setzt man zu q € P, die Testfunktion
z, = (0,059)T € Xp|s in (3.9) ein, so bleibt genau der Divergenzterm iibrig.
Es gilt ferner ||¢sq|ls = ||z4]|x. Also folgert man:

||D-uh+IQD-uD||sscsup||q||;1/<D-uh+JQD-uD>wsq
S

q€Pm

< C sup [|salls* (Ru(an).,)
q€Pm

<C sup <Rh($h)7$> = ”Rh(ﬂvh)HXhIQ'

2€Xpls, [zl x=1

Dritter Summand: Es geniigt, eine beliebige Facette F' < S, F € Fq(T) zu
0

analysieren. Wie schon zuvor gilt: [v-u; + vI Fa%uD] r ist in P, enthalten.
Als erstes wird eine Ungleichung iiber die Testfunktion z, = (¢YpPv,0)T €
Xh|wF mit beliebigem 0 # v € P, bewiesen. Wendet man nacheinander die
linke und rechte Ungleichung aus (3.6d) auf v an, so findet man |[¢pPv|1,s <
C\/1+ Rh%|| D(YpPv)||s < Chg'||lwrPvl|ls, da h o.B.d. A. nach oben beschrinkt
ist. Zusammen mit (3.6e) ergibt sich || rPur.s < Ch™2|v]|s.

Nun wird (3.6b) benutzt, danach die gerade hergeleitete Ungleichung. Das auftre-
tende Ly (F)-Skalarprodukt kann als Anwendung von Ry, (z) auf die Testfunktion

x, verstanden werden. Man beachte ferner (Pv)|r = vp.

1 0 0 0 0
h%”[l/a—nuh + V]Fa_TLUD]F”F S CUSGI;E/ h%HUH;l /F[V%uh —+ l/]Fa—nuDH]ﬂ,DFPU

<€ swp laul7 ({Raton, )

vEme/

_ Z /(—yAuh + Dph — [Sf — VISAUD)¢FPU>
S

S<wp

Der zusétzliche Term in der letzten Zeile der Ungleichung entspricht dem ersten
Summanden, der im vorliegenden Beweis untersucht wurde. Deshalb kann er fiir
jedes der maximal zwei n-Simplexe mit S < wp gegen || Ry (x| %, abgeschitzt
werden. Durch eine Vergroferung des Testfunktionenraumes zu X hlwp erhélt man
eine eventuell noch grofiere obere Schranke fiir diesen Term.

Der verbleibende Term mit dem Dualitdtsprodukt wird wie bei den vorigen
Abschétzungen behandelt: Man wendet die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung an
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und vergréBert die Menge, tiber die das Supremum gebildet wird:

10 9,
h;”[ljﬁ_nuh—i_V[F@_nuD]FHF
<C sup lall (Bulan).z) +2C0 Rl 5,

IEEXh‘wF

< O\ Rulen)ls, -

Vierter Summand: Es wird eine beliebige Facette F' < S mit F' € F(T) un-
tersucht. Nach Konstruktion von R, liegt (l/%uh —npp — Ipfa + V%UDHF in
P. Deshalb kann der Beweis fiir den dritten Summanden von ng ¢ unverdndert
iibernommen werden. Man erhélt

1 ~
h%””%“h —npp — Ipfa+ V%UDHF < CHRh(fIJh)HXh\;F-
Jetzt werden die bisher bewiesenen Abschitzungen zusammengesetzt. Zahlt man
die Integrale iiber die Facetten einzeln, so besteht 7712%’ g aus hochstens n + 3 Sum-
manden. Die Aquivalenz der 1-Norm und 2-Norm im R"*3 ergibt sofort die lokale
untere Schranke (3.16), wenn man beriicksichtigt, dafi S,wr C wg fiir S und alle
seine Facetten F' gilt.!!

Um (3.17) zu zeigen, addiert man die lokalen Abschidtzungen. Dabei mufi man
jedoch vorsichtig vorgehen, d. h., man kann nicht einfach die lokalen Dualnormen
addieren. Dann miifite ndmlich eine Summe von Suprema gegen das Supremum
einer Summe abgeschétzt werden, wobei die Norm der Testfunktion unabhéngig
von h beschrankt bleiben mu#f.

Stattdessen steht folgender Weg offen: Rj(z),) € X’ kann via des Rieszschen
Darstellungssatzes eindeutig in der Form (Z,-), mit einem & € X geschrieben
werden. Es gilt | R,(22)||x: = ||Z]|x. Der entscheidende Punkt ist, daB man von
X' zu X gelangt, so dafl man leichter die lokalen Abschéitzungen addieren kann.
Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhélt man

1Bn(@n)l g, = s (Flog @)y < sup [|Zugllx = (2] x1y-
2€ Xl llall x=1 7€ Xl llallx=1

Aufgrund von (3.16) folgt
o mrs <O Y Elx, < (n+2)CEE%,
SeJn) SeJ(n)

weil jedes n-Simplex in maximal n + 2 Umgebungen wg auftritt. Nun kann man
zu der Norm von X’ zuriickkehren: ||Z||x = ||Rn(zn)| x/, was den Beweis von
Ungleichung (3.17) vervollstandigt. ]

HTnsbesondere sind Xj|s und Xp|,, Teilriume von Xp,|,-
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Bemerkung 3.14 (lokale Fehlerschranken). Im Falle der Stokes-Gleichungen koén-
nen lokale untere Fehlerschranken einfach durch Testfunktionen mit kleinem Tré-
ger im zu untersuchenden Teilgebiet bewiesen werden. Eine heuristische Erklé-
rung dafiir, daf} dies eine ,,gute* Abschétzung ergibt, lautet so: Der Diskretisie-
rungsfehler e, = x, — x¢ geniigt der Gleichung Ley, = R(z},), die wiederum die
Stokes-Gleichungen darstellt. Also verhilt sich e, ebenso diffusiv wie ein zéhes
Fluid.

Lokale Abschétzungen des Fehlers auf w C €2 nach oben sind dagegen nicht zu
gewinnen. Denn der Fehleranteil, der durch die Gleichung Lej, = R(xp) von 2\ w
nach €2 transportiert wird, kann den Fehler, der mit Testfunktionen supp f C w
gemessen werden kann, stets dominieren. Besonders deutlich ist dies bei Trans-
portgleichungen, weil dann eine Zerlegung von ey, in €jorq UNd €trgnsport vorliegt.
Etransport Kann mit lokalen Testfunktionen nicht gut approximiert werden.

Zu guter Letzt wird die Stabilitdtsbedingung (3.3) nachgewiesen.

Lemma 3.15 (Stabilitét). Mit den von h unabhdngigen Konstanten Cy,Cy > 0
erhdlt man fir alle x, = (up, pn)* € X,

=

I(id — LY Ruen) | < 01( 3 n)

SeTn)

und deshalb zusammen mit (3.17) die Ungleichung
I(id — 1) R (n) | xr < Col| Ri(an)l ;.

Beweis. Der Beweis der ersten Ungleichung ist dem Beweis von Lemma 3.12 sehr
dhnlich. Sei z = (v,q)T € X, ||z||x = 1, beliebig. Durch Sortieren der Terme in

(3.9) erhdlt man wie in (3.14) die folgende Darstellung von <}~%h(xh), (id — ]h)a:>:

<Rh(xh), (id — Ih)x> = Z (/S(—I/Auh + Dpp, — Isf — vIgAup)(id — I,)v

SeTn)

0 0
/S(D up + IgD - up) (id — Ih)q—|—5 Z / Uh—I—V]F%](Zd In)v

FES:Q

+ Y /V——nph—fFfAJerF%—)(Zd Ih))

F<S,FeFu(

Auf sémtliche Integrale wird die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung angewendet.
Um wie im Beweis von Lemma 3.12 fortzufahren, werden die Integrale der Test-
funktionen abgeschéatzt. Wahrend in jenem Beweis die speziellen Eigenschaften
von X, fiir die folgende Abschitzung verwendet wurden, kommen hier die Inter-
polationseigenschaften von [, zum Zug. Da I iiber den Interpolationsoperator
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von Scott und Zhang definiert ist, liefert Satz 2.20 die fiir

<Rh(ach), (id — Ih)x>

<C Z <||—yAuh + Dpp, — Isf — visAup||shs|v|r: s

SeTn)
1 8uh (9UD
+ D wn + IoD - up||gllgllas + 5 > =, +vir—> = ]||Fh [0lli;20
FE?Q(S)
Jup
+ Z ||V% _nph_IFfA"i‘l/]FL”Fh ”U”le)

F<S,FEFA(T)

notwendigen Ungleichungen. Der einzige Unterschied zu (3.15) besteht darin, daf
die Integrationsgebiete wg und wr hier etwas grofler sind als die entsprechenden
n (3.15). Dennoch enthalten sie nach Lemma 2.15 stets weniger als eine von h
unabhéngige maximale Anzahl von Simplexen aus 7, so dal man jetzt wie im Be-
weis von 3.12 durch Anwendung der diskreten Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
das gewiinschte Resultat erzielt.

Die zweite behauptete Ungleichung folgt sofort aus der gerade bewiesenen Un-
gleichung in Verbindung mit Lemma 3.13. [

Die vorangehenden Uberlegungen ergeben das Hauptresultat dieses Kapitels iiber
a posteriori Fehlerschétzung in der Norm von X:

Satz 3.16 (Der Residuumsschétzer ng g). Fir den Diskretisierungsfehler von
xp = xo,, gelten die folgenden a posteriori Schéitzungen: Die Unleichung

oo —zonllx < Cr [ 3 nhs+ 02( S W3(Is — id)(f + vun)]}
SeTn) SeTn)

g —idD-usli+ Y hele—id(Z2DE (515
FeFq(T)

+ 3 el IF—zdfo—ua“D)HFf-

FeFa(T)

bedeutet, daf3 nrs bis auf die Terme hoherer Ordnung zuverlissig ist. Globale
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Effizienz ergibt sich aus

S s < Cillzo — zonlx + 04( S (s — id)(f + )
SeJ(n) SeT(n)

o —idDuplh+ Y kel — i) (Z2DIE (59,

FeFq(7)
, Ju 2
b3 helte = id)(7a - DI )

wieder bis auf Terme héherer Ordnung. Die letzte Unleichung besagt, daff ngr s
auch lokal effizient ist:

nrs < Csl|ro — zonllx)u, + Cﬁ( Z hrl|(Is — id)(f + vup) |7

TCwg,TeTM)
' 0
+ o —id)D-uplll, + Y el —id) (S DI (320
PeTa(NI(s)
) ou 3
bOY el - SO

FEFA(T)NF(S)
Die Konstanten C1, ..., Cg hdngen nicht von h ab.

Beweis. Wegen Lemma 3.15 sind die Voraussetzungen von Satz 3.3 erfiillt. Setzt
man dort die Gleichungen aus Lemma 3.11, 3.12, 3.13 ein, so erhélt man Abschét-
zungen von || R(xp)||x/. Diese ergeben mit Satz 3.1 die Abschétzungen (3.18) und
(3.19).

Um Ungleichung (3.20) zu zeigen, wird eine lokale Version der unteren Schran-
ke aus (3.2) benotigt. Sei dazu x € X mit suppr € w C Q und [|z][x =1
beliebig. Dann gilt (R(zy),z) = (L((z —x0)|w),x>, da alle Integrale in der
Variationsformulierung nur iiber w Beitrége liefern. Also folgt ||zn — 2o/ x|, <
|L||~|R(zn)| xp, - Hier bedeutet wie bereits zuvor X|, = {x € X |suppz C w}.
Um das Residuum R(z)|, nach unten zu beschrianken kann (3.4b) aus Satz 3.3
verwendet werden. Diese Ungleichung héngt nicht von der Stabilitdtsbedingung
(3.3) ab, so dafl nur noch der Fehlerterm in (3.20) iiberpriift werden muf.

Sei S € T™ beliebig. Da g g laut (3.16) eine untere Schranke auf wg liefert, setzt
man w = wg. Wie sieht eine Abschétzung fiir ||(id—1I,) (R(zp) — Ra(zh)) | xp, aus?
Verwendet man im Beweis von (3.10) Testfunktionen z € X, mit suppz C wg,
so verschwinden die Beitrage aller Simplexe zu (3.16), die nicht in wg liegen. Das
beweist (3.20) und somit ist die gesamte Behauptung nachgewiesen. ]

Nr,s erweist sich somit als lokal und bis auf die Fehlerterme hoherer Ordnung auch
als zuverlassig und effizient. Wie hoch der Rechenaufwand ist, wird in Kapitel 6
durch die Experimente illustriert.



3.2. RESIDUUMSSCHATZER 7

3.2.1 Fehlerschitzung in schwicheren Normen

Wie schon bei der a priori Fehlerschétzung in Abschnitt 2.1 kann man mit a
posteriori Methoden den Fehler in schwécheren Normen als der von X schétzen.
Hier werden zunéchst die abstrakten Resultate aus [39, Kap. 2] vorgestellt. Die
Anwendung auf die Stokes-Gleichungen wird danach diskutiert.

In Analogie zu Satz 2.4 wird die duale Aufgabe verwendet, um eine Abschitzung
zu gewinnen. Im folgenden seien X, X _ Hilbertraume mit der Eigenschaft X, —
X — X_. Die Pfeile reprisentieren stetige, dichte Inklusionen.!?

Satz 3.17 (Fehler in der Norm von X ). Sei L' € GL[X,, X' | und g € X,.
Fiir alle z € X gilt

1L g, x IR@) Iy, < o= @ollx- < L7 lexe xall R(@)llx, -

Beweis. Seien x € X, y € X, beliebig. Dann erhilt man'? (R(x), Y) 1 wx, =

(L(z — o), y>Xjr><X+ = (L'y,z — x0>X’_ xX_*

Bildet man das Supremum iiber alle y € X, mit ||y[|x, = 1, so erhélt man die
linke Ungleichung der Behauptung. Setzt man z = L’y und bildet das Supremum
tiber alle z € X’ mit ||z]|x» = 1, so ergibt sich ||z — zo||x» = ||z — xo|lx. <

I R(2)|lx [[L'~erxr x,1- Das beweist die rechte Abschitzung der Behauptung.
[

In [39, Kap.2| findet man folgende Ubertragung von Satz 3.3 auf die Situation in
Satz 3.17:

Satz 3.18. Sei I, € L[X, X;,] ein Projektor (fir Testfunktionen) und X5 <
Xi. Ry : X, — X! eine Approzimation von R auf Xj,. Diese drei Objekte
maogen fir beliebige xy, € X, der Stabilitdtsgleichung

1(id — 1,)' Ru(an)|lx;, < CHRh(SUh)HX;ﬁ

mit einer von h unabhdngigen Konstante C' > 0 gentigen. Dann kann das Resi-
duum (3.1) von beliebigen x;, € X}, durch

1R () x, < C||Rh($h)||)zf+’h + [(id — In)' (R(z1) — Ba(zn))llx,
+ llidx, ey xg Ml e xR (@n) | x;

[Bn(zn)llx, , < CllBRa(@n)lx,, + [1R(xn) = Bu(n)llz,

nach oben und unten abgeschiitzt werden.'*

12Dieses Tripel ist im allgemeinen kein Gelfandscher Dreier.
I3Man beachte, da Hilbertraume reflexiv sind.
14Man beachte, dal X}, die X-Norm und X, j, die X -Norm tréigt.
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Fiir die Stokes-Gleichungen wihlt man X = Ly(Q)" x (H'(Q) N Q), X
(H2(Q)"NV) x (HY(Q)NQ). Es wird angenommen, da§ L = L’ die Regularitits-
bedingung aus Satz 3.17 erfiillt, also L’ € GL[X,, X" |.

Der Interpolationsoperator I, wird genau wie in Abschnitt 3.1.3 definiert. Dies
ist auf X, ohne Probleme moglich.

Um X, < X, sicherzustellen, miissen Testfunktionen in H?(Q) x H'(€) kon-
struiert werden. Die Druckanteile der Funktionen in )~(h erfiillen diese Bedin-
gungen bereits aufgrund von Lemma 2.17: Q, < H(). Zur Konstruktion von
Geschwindigkeits-Testfunktionen in H?()) kommt eine Verallgemeinerung des
Lemmas 2.17 zum Einsatz: Ist f € C''(Q) eine Funktion, die auf jedem n-Simplex
S € T die Bedingung f|g € C*(9) erfiillt, so folgt f € H2(Q)

Sei zu S € T eine Abschneidefunktion s gegeben und ulsg € Pp,. Dann gilt
fiir ¢g = @/}S, daB su € Vi, < H'(Q) ist. Nach der Produktregel gilt fiir D(tgu):
D(¢su) = suDig 4+ 1hs Du = wg(u Dipg + 1)g Du). Die Ableitung ist auf S und
Q\ S stetig. Durch den Faktor vg ist sie auch auf 05 stetig (= 0). Somit gilt
Ysu € CH(Q), ergo Ysu € H*(Q).

Es bleibt noch zu zeigen, daB die Funktionen der Form ¢pPv € V, (F € F(T),
v|p € Pry) in C* liegen. Zunichst wird ¢p = Y% mit einer Abschneidefunktion
Y definiert. Wie zuvor erhiilt man, daf8 D(rPv) auf Q \ F' stetig ist. Doch auf
F ist D(¢pPv) im allgemeinen nicht stetig, denn P entsteht durch eine affine
Transformation von P, der konstanten Fortsetzung von F— Sin é,- -Richtung.
Sind S, T die n-Simplexe mit F < S, FF < T, so wird S durch Fg und Fr
nicht unbedingt gleich stark in é,-Richtung verzerrt. Deshalb ist D(¢¥rpPv) im
allgemeinen in der zu F' orthogonalen Richtung nicht stetig.

Vermeidet man die affine Transformation und schneidet zusiitzlich auf F\ F
ab, so ist D(¢zPv) auch auf F stetig. Man erhilt dann ¢zPv € C*(Q), also
YrpPv € H*(Q). Dies erreicht man, indem man die Fortsetzung P modifiziert.
Zur genauen Konstruktion wird auf [39, Remark 3.6] verwiesen.

Lemma 3.8 bleibt auch fiir die modifizierte Fortsetzung P giiltig. Verfiirth be-
merkt in [39], daf} die folgende Verallgemeinerung der Abschétzungen (3.6¢) und
(3.6d) gilt (I € {1,2}):

Cshg'|[¥rullos < || D (vrw)llo;s < Cuhg'llrullos, (3.21)
Cshg'|vrPollos < || D (vpPo)|los < Cohg'l|rPolloss- (3.22)

Verwendet man die im vorangehenden Abschnitt definierten Abschneidefunktio-
nen und P statt P in (3.8), so erhdlt man X'Jr,h < X,. Die Interpolationsopera-
toren Ig, Ir und I werden beibehalten, ebenso die Definitionen (3.9) und (3.13)
von R, und Nr,s- Es ergibt sich folgendes Analogon zu Satz 3.16:

Satz 3.19 (Schiitzung in der L,(Q) x H'(2)-Norm). Es sei o € X, und
L' mége die Regularititsbedingung L' € GL[ X, X"] erfillen. Fir den Diskreti-
sierungsfehler von x, = xoy gelten die folgenden a posteriori Schitzungen: Die
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Ungleichung
lro —zoallx <G | S M+ @(Z(h (s = ia)(f + vup)
SeJn) SeJ(n)
. ou
Wll(g = id)D-uplly) + D7 Wil (e — i) (52D
FGS:Q
8uD %
+ Y W= id)(fa =S
FG?A
(3.23)

impliziert die globale Zuverlissigkeit von hgng.s, wenn man von den Fehlertermen
absieht. Globale Effizienz ergibt sich aus

> W < Calao —analls + G 3 (Wbls = i)+ vun)l
SeJ(n) SeJ(n)

Wl —id)D-uslZ) + 3 Kl — id) (G2

FES:Q

aUD %
+ W id)(fa—v—o2)F
Fe%:‘n ! on )
(3.24)

bis auf die Fehlerterme. Als letztes gilt die lokale Effizienz der Grifie hsng.s,
wenn man die Fehlerterme aufler acht lafst:

hsnns < Colleo = zonllx_pg + Co D0 (WhIUs = id)(f + vup) 1}

TCwg,TeTn)

+ R —id) D uplF) + D K —id) (5
FeFa(T)NF(S)

8uD

D))

ou 2
D SR LRI T
FeFao(T)NTF(S)
(3.25)

Die Konstanten C1, ..., Cg hdngen nicht von h ab.

Beweis. Es wird eine Skizze angegeben. In den Sétzen 3.3 und 3.18 treten die-
selben Terme auf. Sie werden lediglich in der Norm von X, statt der von X ge-
messen. (Die einzige Ausnahme bildet || R(xo)| x; . Dieser Ausdruck ist in beiden
Féllen Null, da z, die diskrete Aufgabe 16st.) Deshalb miissen nur die Beweise
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von Lemma 3.11 bis Lemma 3.15 leicht modifiziert werden. Grundsétzlich gilt:
Die Funktionen in X, besitzen eine um eins hohere Differenzierbarkeitsstufe als
die Funktionen in X. Daher gewinnt man aus den Approximationssidtzen in Ab-
schnitt 2.2.1 eine Potenz von hg. Statt (3.6¢) und (3.6d) werden (3.21) und (3.22)
eingesetzt. Dadurch verliert/gewinnt man ebenfalls eine hg-Potenz.

Im Beweis von Lemma 3.11, Lemma 3.12 und der ersten Ungleichung in Lemma
3.15 wird anschlieend die diskrete Cauchy-Schwarzsche Ungleichung angewen-
det, was die zusétzlichen hg-Potenzen quadriert. Bei der lokalen unteren Schranke
(3.16) benotigt man wegen der linken Ungleichung in (3.21) und (3.22) im Ver-
gleich zu den urspriinglichen Abschétzungen eine zusétzliche Potenz von hg, die
beim Zusammensetzen von (3.17) quadriert wird.

Der Beweis der zweiten Ungleichung in Lemma 3.15 gelingt durch das Zusammen-
fiigen der modifizierten ersten Ungleichung dieses Lemmas mit der angepaflten
Ungleichung (3.17).

Durch Anwendung von Satz 3.18 und Satz 3.17 ergeben sich dann alle hier be-
haupteten Abschitzungen. O

3.3 Schitzer mit lokalen Stokes-Aufgaben

Anstatt wie in Satz 3.3 Rj(z;,) auf einen Raum finiter Elemente hoherer Ord-
nung zu projizieren, um die Norm von R(z;,) abzuschiitzen, kann man Ry, () fiir
eine Defektkorrektur verwenden, indem man die Stokes-Gleichungen auf einem
weiteren Raum X, n, Mit fzh(xh) als rechter Seite 16st. Man erhélt eine Korrektur
Ty, € X n, deren Norm als Maf fiir den Fehler verwendet werden kann.

Satz 3.20 (Residuumsschéitzung durch Defektkorrektur). Es seien die
Voraussetzungen von Satz 3.3 erfillt. Ferner sei Xn < X mit X, < X, gege-
ben und L € GL[Xh,X'] eine Approximation des Differentialoperators L. Fiir
beliebige x5, € X, mdigen die Riume X, und X, die Ungleichung

1Bn(an)llg; < CullRulan)lx, (3.26)

mit einer von h unabhdngigen Konstante Cy > 0 erfillen. Dann liefert die ein-
deutige Losung xp € Xp von

<ﬁ3§"h, x> = <]:2h(:vh), :1:> fiir alle © € X, (3.27)
(xn, € X, beliebig) die untere und obere Schranke
ILII s, syllBnGn)lg, < llanllg, < Crll L™ eizg | B ) - (3.28)
Beweis. Linke Ungleichung: Wegen (3.27) gilt

|Eaallg, = 1 Rnen)l, (3.29)
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Auf HLi;LHX},L Wen(}et man HLi’hHX;l < HLH;Q[X,“X;I]H@’%HX,I an. Durch~Bﬂdung des
Supremums iiber X, < X}, erhélt man fiir Ry, (z;) die Abschitzung || Ry, (xp) ||X;L >

| Ry () | ;- Setzt man diese zwei Ungleichungen in (3.29) ein, so erhélt man die
linke Abschétzung in (3.28).

Rechte Ungleichung: Nach Voraussetzung ist L auf X stetig invertierbar, so daf
Tp = L7 (Rp(zn))|x, gilt. Deshalb beweist die Ungleichungskette

lénll, < NE oy g 1Rn(en) L, < CIE Mgy |1 Balan)lls,
die Behauptung des Satzes. Im letzten Schritt wurde (3.26) angewendet. [

Mit Hilfe von Satz 3.20 werden a posteriori Fehlerschitzer, die auf dem Losen
lokaler Stokes-Aufgaben beruhen, in der Theorie auf die Residuumsfehlerschétzer
zuriickgefithrt. Damit die aus L resultierenden Gleichungssysteme moglichst ge-
ringe Dimension haben, ist man daran interessiert, dafl X, ein moglichst kleiner
Raum ist.

Konkret wird X, so definiert: Es sei S € T ein beliebiges n-Simplex.

Vi, = span {tsu, (Y Pv)|s | F < F(S) N (Fo(T) UFA(T)),u € Prr,v € P },

Qn = span {1hsq | ¢ € Pp, 1} und
Xn=VinQy
(3.30)

definieren den Ansatz- bzw. Testfunktionenraum fiir das lokale Stokes-Problem.
m’ = max{ny — 1, ng} wird aufgrund der Analyse auf Seite 65 wie dort gew&hlt.
m” = max{m,n+14(ny —1)—1} mit m wie auf Seite 65 stellt sicher, dafi 1 Dpj,
in V, liegt, da g, ¥ die “Bubble“-Abschneidefunktionen aus Bemerkung 3.7
sind. Diese Eigenschaft wird fiir den Nachweis der LBB-Bedingungen in Satz 3.23
benotigt. Alle z € X, erfiillen offensichtlich suppz C S und sind per Definition
glatt.

Nun wird L via

E:Xh—>X;L:xl—>(Lx)|Xh (3.31)

als die Einschrénkung von L auf X, festgelegt. Somit ist L € GL[X e X 1], wenn
X}, und b die diskrete Version der LBB-Bedingungen (1.34c) erfiillen.

Im folgenden wird die Losung z, € X, von

<f/i’07h,x> = <ﬁh(xh),$> fiir alle 2 € X, (3.32)

als Fehlerschéitzer untersucht. Ry, ist durch (3.9) gegeben, x;, € X}, beliebig. Auf-
grund von Satz 3.23 existiert Zo; € X} und ist eindeutig.
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Bemerkung 3.21 (Randbedingungen). Da jedes n-Simplex S € T o.B.d. A. min-
destens eine Ecke x in ) besitzt, erfiillt die lokale Stokes-Aufgabe auf den an
x liegenden Facetten von S natiirliche Randbedingungen. Deshalb entfallt fiir
q € Qy, die Bedingung Joa=0.

Anstatt Satz 3.20 anzuwenden, wird der a posteriori Fehlerschéitzer

s = [|[Zopllxis (3.33)
direkt mit ng ¢ verglichen.

Satz 3.22 (Fehlerschitzung mit lokalen Stokes-Aufgaben). Es gibt zwei
von h unabhdingige Konstanten Cy,Cy < 0, so daff auf jedem n-Simplex S € T
die Ungleichungen

nes < Cing,s, (3.34)

NRr,s < OQ( Z 77%,T>% (3.35)

TeT() TCuwg
erfillt sind.

Beweis. Seien S € T ein beliebiges n-Simplex und #;, € X, die Lésung von (3.32)
mit der rechten Seite Rh(xh), xn € Xp.

Zu (3.34): Es gentigt, ||Rh(mh)||X;L < Cnp,s zu beweisen, denn wie im Beweis von
Satz 3.20 gilt nr.s = ||#a]/xs < |27V H}?h(:ch)HX;L Dazu sei z = (v, ¢)” € X}, mit
|z||x = 1 beliebig. Durch Anwenden der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und
der Abschétzungen (3.6¢) und (3.6d) sowie des Lemmas 3.9 erhélt man dhnlich
wie im Beweis von Lemma 3.12

<Rh(£€h>,$> = /(—I/Auh -+ Dph — [Sf — VISAUD>’U
S

8uh auD
+ Z /F(l/%—nph—lpfA—Fl/]F%>U
F<S, FEFA(T)

< c<hsu—muh + Dpn — Isf — vIsAup|sllv]lr.s

+ 1D up + I D - up||gllglls

1 1 8uh Oup
"‘5 Z h‘FH[Vﬁ_n‘i‘VIF&_n]HFHUHl?S
FeFq(S)

Lo Ouy oup
D I R S N )
FSS,FES:A(‘T)

(3.36)
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Mittels der diskreten Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und der Definition von
Nr.s erhilt man <Rh(xh),x> < Cnrs||®||x, was durch Bilden des Supremums

HRh(xh)HX;L < Cnpr,s beweist.

Zu (3.35): Wegen ||ﬁ||*1||Rh(mh)||Xl,l < ||:13||Xh = nps reicht es aus, s <
C Y regm, rews | Bu(@n)|l 5 () nachzuweisen. Xj,(T') bezeichnet den Raum X, fiir
S =T in (3.30). Nach Lemma 3.13 gilt ng ¢ < CHRh(xh)HX%S. Deshalb ist Un-
gleichung (3.35) bewiesen, wenn HRh(xh)”)?h\LS < ZTGUM),Tng”Rh(JEh)HX;L(T)

gezeigt wird. . R
Die entscheidende Beobachtung dazu lautet Xplos < @pegm rey Xn(T). Ein

beliebiges 2 € Xj,|,s kann somit als z = Y reqn, Tcws Tr(T) mit T (x) € Xu(T)
geschrieben werden. Es ist ferner ||z[|% = " cqm rey, lmr(2)]%, so da zusam-
men mit der Sublinearitit des Supremums

|BuGe)lg, = swp (Ralon)x)

IEX}LL,JS, ||IHX=1

= sup Z <Rh($h)7 7TT(33)>

xEXhlwsw ||.ZHX:1 TET(">, TCwg

= Z sup <Rh(xh>7 $>

TeTM), TCws 2€Xp g, 7l x=1

= Z HRh(wth;l(T)

TeTM), TCwg
folgt. Damit ist die Behauptung bewiesen. O]

Die Frage nach der stetigen Invertierbarkeit von L (unabhéngig von S und h)
wird durch die V-Elliptizitdt von a und den folgenden Satz positiv beantwortet.

Satz 3.23 (Stabilitit von Xh) Es existiert eine von h unabhdingige Konstante
C >0, so dafs

sup [als [ (-p)D -z Cllls

ueVh
fiir alle p € Qh gilt.

Beweis. Sei 0 # p=1sq € Qp, beliebig. Nach Konstruktion von Vj, ist {Ysv | v e
P} <V und es gilt Dp € P, Somit erhélt man aus (3.6¢) und (3.6a)

lplls < Chsli Dplls < hs sup [[v]}5’ / Dp 5. (3.37)
S

'UGTmN

Partielle Integration ergibt [, Dp ¢hsv = — [(pD - (¢sv), weil p = ¢gq auf 95
verschwindet.
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Ungleichung 3.6¢ ermoglicht fiir beliebige v € P,,,» die Ungleichungskette

lsvlli,s = ¥svlls + Dsv)lls < CA+h7%)lo]3,

also [[v]|g" < C(1+ h~2)2||¢sv]); . Das fithrt mit (3.37) zu

lplls < CR2 +1)F sup [[soll; /S (=p)D - (¥sv) < C sup [Jul;! /S (-p)D-u.

vEP, 1 ueVy,

Im letzten Schritt wird verwendet, dafl hg nach oben beschriinkt ist!®; zusétzlich
wird die Menge, iiber die das Supremum gebildet wird, vergréfiert. [

Obwohl die Gebiete, auf denen die lokalen Probleme gel6st werden, nur aus einem
n-Simplex bestehen, hat V;, eine relativ hohe Dimension; denn nur dann kann die
LBB-Bedingung fiir die lokalen Probleme nachgewiesen werden.'® Verwendet man
PoPi-Elemente fiir ein dreidimensionales Grundgebiet, so lauten die Grade der
Polynome in den lokalen Réumen ny = 2, ng = 1, n =3, m = 0, m' = 1,
m” = 4, durch dimV}, = 3(36 4+ 4 - 4) = 156, dim Q, = 4 bedingt. Dies macht
sowohl die lokale Diskretisierung als auch das Losen der lokalen Grundsysteme
zu sehr teuren Operationen. Im Vergleich dazu lauten die Dimensionen fiir n = 2:
dim Vj, = 2(15 + 3 - 3) = 48, dim Q), = 3.

Da die lokale Methode vermutlich recht langsam wiére, und wegen des hohen Auf-
wandes bei der Implementierung wird von einem numerischen Test des Schétzers
nr,s abgesehen, solange die Stabilitédt nicht mit kleineren Rdumen v, nachgewie-
sen werden kann.

Bdurch diam(Q)
16Ein Problem, das z. B. bei der Poissongleichung nicht auftritt.



Kapitel 4

A posteriori Fehlerschitzung 11 —
DWR-Verfahren

Die Verfahren aus Kapitel 3 dienen in Verbindung mit dem adaptiven Zyklus in
Abbildung 1 dazu, effizient eine Naherungslosung von Lz = r mit einer vorgege-
benen Genauigkeit zu bestimmen. In diesem Kapitel wird eine etwas allgemeinere
Aufgabe betrachtet.

Oft ist man nicht nur an der Losung z der vorigen Differentialgleichung inter-
essiert, sondern es sollen weitere physikalische Zielgrofien bestimmt werden. Bei-
spiele in der Fluiddynamik sind etwa der Auftrieb eines ins Fluid getauchten
Gegenstandes und die Komponenten Reibungskraft, die auf die Oberfliche eines
solchen wirkt. Abstrakt gesehen handelt es sich bei solchen Zielgroflen um Funk-
tionale auf dem Raum der Ansatzfunktionen: j : X — R. Im vorliegenden Ka-
pitel wird eine Methode vorgestellt, mit der a posteriori, d. h. unter Verwendung
von Naherungslosungen fiir Aufgabe 1.30, der Fehler |j(x) — j(z¢)| der ZielgroBe
j abgeschétzt werden kann. Man erhélt wie in Kapitel 3 lokale Indikatoren 7. Sie
beschreiben die Gréfle des Fehlers als Produkt eines lokalen Residualterms der
Differentialgleichung mit einem Gewichtungsfaktor, der dessen Einflu} auf den
Fehler der Zielgrofle J angibt.

In [9] wird das DWR-Verfahren (,,dual-weighted-residual®) anhand der Poisson-
Gleichung dargestellt. [10] ist eine Ubersichtsarbeit, in der die Methode in ei-
nem Rahmen fiir nichtlineare Differentialgleichungen (wie z. B. die Navier-Stokes-
Gleichungen) und beliebige, differenzierbare Funktionale vorgestellt wird. Hier
wird nur der Fall linearer Differentialgleichungen und stetiger, linearer Funktiona-
le 7 betrachtet. Dies erlaubt eine klarere Darstellung der Methode und ermdoglicht
dennoch eine im Rahmen dieser Arbeit wichtige Anwendung: Der Residuumsfeh-
lerschétzer np ¢ wird mittels des DWR-Verfahrens analysiert und modifiziert.
Dazu wird das stetige, lineare Funktional

j: X —R:x+—|zon — x0||;(1 (o p — xo,x)X

untersucht. o € X und zp;, € X, bezeichnen die Losungen der Aufgabe 1.30

85
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und ihrer Diskretisierung. Der Zusammenhang mit ng s aus Kapitel 3 folgt aus
der Gleichung ||xg s, —zol|x = j(xon— o). Sie zeigt, daB die durch ng g geschitzte
Grofle ||xon — ®ol|x als Wert des Funktionals j auftritt.

4.1 Allgemeine Theorie

Zur Darstellung des Grundprinzips der DWR-Methode wird jetzt ein abstrak-
ter Rahmen angenommen: (In Abschnitt 4.2 erhalten die nachfolgenden Symbole
wieder ihre zur Stokes-Aufgabe passende Bedeutung.) X; < X seien reelle Hil-
bertrdume, r, j € X’ beliebige lineare, stetige Funktionale auf X. Zu [ € B[X, X]
sei L € L[X, X'] der zugehorige stetige lineare Operator. Er soll L! € L[X', X]
erfiillen.

xo € X bezeichne die (eindeutige, stets existierende) Losung von Lz = r in X;
Zopn € X, sel die ebenfalls stets eindeutig existierende Losung von (Lz)|x, =
r|x, in X, (konforme Diskretisierung). Genau wie in (3.1) wird zu = € X das
Residuum R(z) = Lx — r = L(x — x() definiert.

Das Ziel der folgenden Uberlegung besteht in der (niherungsweisen) Berechnung
von j(xg). Betrachtet man j(zo) als Approximation des gesuchten Wertes, mufl
insbesondere der Fehler |j(x) — j(x¢)| abgeschétzt werden. Zu diesem Zweck wird
das Funktional 7 mit der Variationsgleichung Lx = r in Verbindung gebracht.
Formal geschieht dies iiber die restringierte Optimierungsaufgabe

Berechne inf{j(z)|z € X, Lz = r}! (4.1)

Da die Menge, deren Infimum gebildet wird, nach Voraussetzung genau das Ele-
ment j(zo) enthilt, ist das Infimum ein Minimum und somit der gesuchte Wert
Jj(zg). Der Vorteil der Formulierung (4.1) liegt in der Anwendbarkeit der Multi-
plikatorenregel von Lagrange, um die Aufgabe zu l6sen. Das geschieht in

Satz 4.1 (Lagrangesche Multiplikatoren). Unter den Voraussetzungen des
Abschnittes sind fiir jedes v € X die Aussagen

1. j(x) lost (4.1).
2. Es ist Lx = r und es existiert ein z € X mit L'z = j.

dquivalent. Sind xq, zy die Losungen der Gleichungen unter Punkt 2, so gilt die
grundlegende Dualitdtsgleichung

r(z0) = (Lxg, 20) = (L'z0, 7o) = j (). (4.2)

Beweis. ,1. = 2.“: Wie bereits erwahnt, ist j(x¢) die Losung von (4.1). Daher
ist Lzg = r erfiillt.

Da L™! € L[X', X] ist, gilt L'™! € L[X’, X]. 20 = L' 16st die zweite Gleichung
von Punkt 2.
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»2. = 1.“: Die Losung xg € X von Lx = r ist eindeutig, so daf§ das Infimum aus
(4.1) genau j(xg) lautet.

Es bleibt noch der Nachweis der Dualititsgleichung. Es gilt r(y) = (Lxo,y) fiir
alle y € X. Durch die Wahl y = 2, ergibt sich die linke Gleichung. Analog gilt fiir
die Losung zy € X von L'z = j: j(y) = (L2, y) fiir alle y € X, also insbesondere
J(xo) = (L'z9,x0). Die mittlere Gleichung folgt unmittelbar aus der Definition
des zu L dualen Operators L’ (und der Reflexivitéit des Hilbertraumes X). O

Bemerkung 4.2. Formal wird zur Losung von (4.1) die Lagrangesche Multiplika-
torenregel wie folgt angewendet: Man bestimmt die Sattelpunkte des Lagrange-
funktionals £ : X x X — R: (z,2)" — r(2) + j(z) — l(z, 2) durch Nullsetzen
der ,,partiellen Ableitungen“ nach x und z

oL oL . /
—%—T—LJZ, O—a—j—l(-,z)—]—Lz.

0
Mit Hilfe von Satz 4.1 werden die Eigenschaften von j iiber die Lésung zy € X
von L'z = j zugénglich. Die Losung von (L'z)|x, = j|x, in X, wird mit 2z
bezeichnet und die Diskretisierungsfehler heiflen e = ¢ j, — xo sowie €’ = 2 5 — 2.
Zusitzlich wird das Residuum p : X — X' @ 2z — L'z — j = L'(z — 2)
eingefiihrt.
Bei der Ermittlung von j(zo) hilft Gleichung (4.2) nicht weiter. Doch mit ihrer
Hilfe 1&8t sich der Fehler j(xo) — j(zo) = j(e) beschreiben, der bei der Verwen-
dung von j(zos) als Ndherung fiir j(xo) auftritt. Fiir die Fehler der diskreten
Losung gilt Galerkin-Orthogonalitét, d. h.

(Le)lx, = 0= (L'¢)|x,- (4.3)
Wegen dieser Eigenschaft iibertragt sich die Dualitét in (4.2) auf e und €

jle) = (L'z,€) = (Le, z9) = — (Le, €')
=—(L'¢e) = (L'e x0) = (Lxg,e') =r(e). (4.4)

Gleichung (4.3) wird fiir die Unformungen 3 und 5 der Gleichungskette verwendet.
Formuliert man (4.4) iiber die Residuen, so ergibt sich

Satz 4.3 (DWR-Fehlerschitzung). Mit den Bezeichnungen dieses Abschnittes
qilt die Fehlerdarstellung

j(e) = min (R(zop), 20 — yn) = min (p(2o), o — yn) = r(€). (4.5)
Yn€Xh Yn€Xp

Die Minima werden bei zo j, bzw. xo ), angenommen, weil sie bei beliebigen y, € X,
angenommen werden.
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Beweis. Sei y, € X}, beliebig.
Erste Gleichung: Wegen (4.4) gilt j(e) = (Le, zp). Addiert man nun eine Null in
Form von (Le, —yp) = 0 (Gleichung (4.3)), so folgt

jle) = (R(xon), 20 — Yn) »

und durch Bilden des Minimums iiber y, € X} erhilt man die Giiltigkeit des
ersten Gleichheitszeichens.

Dritte Gleichung: Der Beweis verlduft analog zum vorherigen.

Das mittlere Gleichheitszeichen ist eine direkte Konsequenz von (4.4), denn es
gilt j(e) = r(¢'). Damit ist der Beweis vollsténdig. O

Bemerkung 4.4.

e Wie der vorangehende Beweis demonstriert, ist es nicht notwendig, das
Minimum in (4.5) zu bilden. In der Theorie fiir nichtlineare Differentialglei-
chungen! kann man es in der Fehlerdarstellung jedoch nicht vermeiden.

e Die Abkiirzung ,DWR* steht fiir ,,dual-weighted-residual“. Gleichung (4.5)
verdeutlicht den Grund dieser Benennung: Der Fehler j(e) wird wie in Ka-
pitel 3 durch das Residuum R(zg ;) beschrieben. Dieses wird hier jedoch auf
die spezielle Testfunktion z, angewendet. Die Losung des dualen Problems
gewichtet also das Residuum.

e Im Vergleich mit der in Kapitel 3 grundlegenden Ungleichung (3.2) bie-
tet (4.5) vor allem folgenden Vorteil: Es treten keine Konstanten wie etwa
|L7Y| auf; (4.5) liefert eine exakte Darstellung des Fehlers. Je nachdem, wie
genau 2o approximiert wird, 143t sich mit DWR-Verfahren ein asymptotisch
exakter Fehlerschéitzer konstruieren. Das heifit, dafl der Effizienzindex

Schitzung von |j(e)|
Ig = ;
7 (e)]

fiir h — 0 gegen 1 konvergiert.?

Um zu einem numerisch berechenbaren Fehlerschétzer zu gelangen, sind die zu
Beginn von Kapitel 3 formulierten Charakteristika (siehe Seite 55) zu beachten.
Lokalitdt kann erreicht werden, solange R(x;) € X' {iber L,-Skalarprodukte
dargestellt werden kann. Denn in diesem Fall kénnen die Integrale iiber €2 und 02
durch Summation von einzelnen Integralen iiber die S € T und die zugehérigen
Facetten ermittelt werden. Diese Einzelintegrale liefern die lokale SchétzgroBe.
Die Summation iiber alle S € T ergibt dann die globale Schétzung.

Bevor Zuverlassigkeit und Effizienz im Rahmen der Stokes-Gleichungen in Ab-
schnitt 4.2 untersucht werden, werden Néherungsmethoden fiir 2y diskutiert. Die-
se hidngen eng mit der Forderung nach moderatem Rechenaufwand zusammen.

1Siehe [10].
2Siehe [10, Kap.5]. Der zur Berechnung eines asymptotisch exakten Schitzers nétige Auf-
wand ist in der Praxis meist nicht akzeptabel.
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4.1.1 Approximation der dualen Aufgabe

Im allgemeinen steht die Losung zy € X von L'z = j nicht zur Verfiigung. Da-
mit unter Verwendung von Satz 4.3 ein numerisch berechenbarer Fehlerschétzer
konstruiert werden kann, mufl zy approximiert werden.
Gleichung (4.5) weist darauf hin, daf§ die naheliegende Idee, zy durch z), € X},
zu ersetzen, nicht zum Ziel fithrt. Denn wegen
in (R - =0

yilél)f(lh (R(zon)s 20n — Yn)
wird der so gebildete Fehlerschétzer unbrauchbar.
In [10, Kap.5] werden zwei Approximationsverfahren fiir z, vorgeschlagen, die
den in Kapitel 3 verwendeten Fehlerschétzertypen dhneln.

1. Globale Approximation héherer Ordnung: Die Gleichung L'z = j wird auf ei-
nem Finite-Elemente-Raum hoherer Ordnung als X}, oder auf einer feineren
Triangulierung gelost. Deren Losung wird dann statt 2 in die Fehlerdarstel-
lung eingesetzt. Wie eine numerische Simulation fiir die Poissongleichung
nahelegt ([10, Kap.5.1, Tabelle 3]), sind mit solchen Approximationen asym-
ptotisch exakte Fehlerschitzungen moglich.

Fiir lineare Probleme sind die Kosten der zuséatzlichen Diskretisierung von
L' und das Losen der Gleichung viel zu hoch. Deshalb wird diese Strategie
hier nicht verfolgt.?

2. Lokale Approzimation héherer Ordnung: In [10] wird davon ausgegangen,
daB eine elementweise Projektion I,z , auf einen Ansatzraum X,", der aus
finiten Elementen hoherer Ordnung besteht, eine verbesserte Approxima-
tion von z liefert. In (4.5) setzt man dann I}fzg; — 2o fiir 20 — 2o ein.
Zur Durchfiihrung dieser Idee wird neben T eine grobere Triangulierung J’
benétigt, die mit T als Verfeinerung der Bedingung aus Satz 2.40 geniigt.

Ist die Approximation f; € S¥(T) einer Funktion f gegeben, so kann
man jene mittels des Standard-Interpolationsoperators I,” von S¥+1(7") auf
f= I fi € S*H(T') projizieren. Da im allgemeinen T’ # T gilt, ist dann
auch f # fi. Allerdings ist f von hoherer Ordnung als f; und erlaubt so-
mit in Interpolationssidtzen Abschétzungen mit hoheren h-Potenzen, falls f
hinreichend regulér ist.

Eingedenk der Stabilitdtsungleichung (3.3) kénnte man auch versuchen, z; auf
X, (zur Triangulierung T) zu projizieren und 2 — yj, durch die Nédherung I 20.h —
2o, zu ersetzen. Allerdings ist nicht klar, wie der Projektor I aussieht, da we-
gen der Abschneidefunktionen kein offensichtlicher Interpolationsoperator zur

3Bei nichtlinearen Differentialgleichungen kann anstelle von L’ eine Linearisierung von L’
untersucht werden. In diesem Kontext kann das Aufstellen und Losen eines weiteren linearen
Problems pro Iteration des adaptiven Zyklus akzeptabel sein.
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Verfiigung steht. Im Vergleich zu I; 2, wird ohnehin kein Effizienzvorteil er-
wartet, weil auch fiir diese Approximation die Losung zp;, der diskreten, dualen
Aufgabe bendtigt wird. Da es im Vergleich zu X, einfacher ist, P3P»-Elemente in
DROPS zu implementieren, bleibt die praktische Verwendung von X, Gegenstand
einer zukiinftigen Untersuchung.

2o — zo,, durch die Losung der lokalen Stokes-Aufgaben wie in Abschnitt 3.3
anzunédhern, wird nicht der Forderung nach moderatem Rechenaufwand gerecht,
solange keine , kleinen“, lokalen Testfunktionenrdume zur Verfiigung stehen. Bei
der DWR-Methode ist die Anndherung von z, im lediglich eine Teilaufgabe, was
zu einer wesentlich hoheren Komplexitdt der DWR-Methode im Vergleich zur
Berechnung der 7, ¢ fiihren wiirde. Letzteres ist, wie in Abschnitt 3.3 ausgefiihrt,
sehr aufwendig.

4.2 Anwendung auf die Stokes-Gleichungen

Nun wird wieder der zu den Stokes-Gleichungen gehorende Operator L unter-
sucht. Zusétzlich zu den Generalvoraussetzungen aus Kapitel 3 (Seite 55) wer-
den folgende Benennungen vereinbart: (wy,sg)? = 2z € X ist die Lésung von
L'z = j in X. Dabei ist j € X' vorerst beliebig. (wop, son)” = 204 € X, erfiillt
(L'z01)|x, = jlx,, 10st also die konform diskretisierte lokale Gleichung. Das Re-
siduum der lokalen Aufgabe ist pp, : X — X' 1z +—— L'z — j = L'(z — z).

Um einen a posteriori Fehlerschétzer fiir die Stokes-Gleichungen zu gewinnen,
wird als néchstes wird Satz 4.3 angewendet. Das Residuum R(z ;) wird in (3.7)
dargestellt, was wieder zur Lokalitdt des Schétzers fithrt. Wie vor der Defini-
tion von nr g werden die Integrale iiber Facetten auf die ihnen benachbarten
n-Simplexe aufgeteilt. Fiir beliebige S € T gilt mit der Definition

IDWR,S = /(_VAUO,h + Dposn — f — vAup) (wo — wo )
s

—/(D-U07h—|—D'UD)(SD—SO7h)
S

1 ou ou 4.6
b3 3 [T R - w) 49)
F<S,FeTFq(T)
8u0 h Oup
+ Z — NPo,n — fA+V— (wo — wo,n)
F<S,FeFA(T)

die Gleichung

(R(zo.n), 20 — 20.n) = Z TIDWR, S - (4.7)
SeTm)
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Satz 4.5 (DWR-Fehlerschitzungen fiir die Stokes-Gleichungen). Unter
den Voraussetzungen des vorliegenden Abschnittes gilt die a posteriori Fehlerdar-
stellung

(o) = G(@o)l = | D nownsl. (4.8)

SeTmn)

Beweis. Die Stokes-Aufgabe erfiillt alle Voraussetzungen aus Abschnitt 4.1, so
daB Satz 4.3 verwendet werden kann. Dieser ergibt mit (4.6) und (4.7) sofort die
Behauptung. O]

Neben der Darstellung (4.8) des globalen Fehlers, kommt als lokale Schitzgrofie
|npwr,s| in Frage. Dieser Ausdruck wird in (4.8) nicht verwendet, um durch die
Dreiecksungleichung die globale Fehlerschitzung nicht unnotig zu pessimieren.
Man beachte, daf in der Abschétzung keine multiplikativen Konstanten auftreten
(dafiir allerdings zg).

4.2.1 Zusammenhang mit 7z g

Wie zu Beginn dieses Kapitels angekiindigt, wird nun gezeigt, dafl die Theorie aus
Kapitel 3 in gewisser Weise einen Spezialfall des DWR-Verfahrens représentiert.
Dazu wird als Zielgrole 7 das stetige lineare Funktional

j: X — Rz — |lzon — 2ollx (Tos — 20, 2) (4.9)

gewdhlt. Man erhélt j(zon) — j(x0) = ||zon — @ol|x; deshalb kann die in Satz
3.16 via ng s abgeschitzte GroBe ||xo, — zo||x mit Hilfe von Satz 4.5 untersucht
werden. Man findet dabei den iiber

NR,s = <h%||_VAUO,h + Dpop — f — VAUDH% +||D-upp+ D- UDH%

1 8uh ou
SR D00 [ 2R

+

F<S,FeFq(T) on on
1
0u0h 0UD 9 2
h ho_ _ 7D
+ Z Fllv an Pon Jatv on %
F<S,FEFA(T)

definierten Fehlerschétzer. Fiir ihn liefert Satz 4.5 die folgende globale Zuverlas-
sigkeitsaussage, die der entsprechenden Aussage {iber g g in Satz 3.16 dhnelt:

Satz 4.6 (7r,s und das DWR-Verfahren). Fir den a posteriori Fehlerschitzer
Nr.s gilt die Abschdtzung

|zon — 2ollx = j(zon — 20) < C Z Mh.s-
SeJ(n)

In C' > 0 gehen die Konstanten des Interpolationssatzes 2.20 und die Norm von
L'~ ein. C ist unabhingig von h.
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Beweis. Als erstes erhilt man aus Satz 4.5 die Fehlerdarstellung (4.8). Auf die
in Npwr,s auftretenden Lo-Skalarprodukte wird die Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung angewendet. Ergénzt man dann bei jedem Summanden einen Faktor 1

11
in der Form hg'hg bzw. h?h2 und benutzt die diskrete Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung, so folgt aus (4.8) insgesamt die Abschétzung

|l (Ton — 0)| < Z 7712%,5 Z ok

SeJ(n) SeTn)

mit den Gewichten

1 _
5+ ||50—30,h||§+§ > hptllwo — wonllE
F<S,FeFo(T)

V& = hg*|lwo — wop

-1 2
+ § hi [[wo — wo n| %
F<S,FETA(T)

Aufgrund von Bemerkung 4.4 diirfen in ’y?g die Terme wy — wy, und so — sg 4
durch die entsprechenden Komponenten von z; — Iz ersetzt werden, ohne dafl
sich der Wert von ~g &dndert. I ist dabei der Interpolationsoperator, der in der
a priori Konvergenzanalyse auf Seite 38 definiert wird.

Jetzt kann 7% mittels des Interpolationssatzes 2.20 durch

12 < C2n +3)z0lk,,

abgeschétzt werden. C; > 0 ist eine von h unabhéingige Interpolationskonstante.
Wie in den Beweisen in Abschnitt 3.2 argumentiert man, dafl alle @g nur eine
von der Regularitdtskonstante ¢ abhédngende maximale Anzahl n., < oo von
n-Simplexen aus T enthalten. Also folgt

N D Wt < Ci/nmax(n +3) |20l x < Cin/nmax(n +3) 1L H[[l7]lxr- (4.10)
SeTn)

Mittels der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhélt man

Ul = sup llwon— 2ol R (@on — 20, 2)y < Non =Tl y g
r€X,||z]| x=1 |zo.n — 2ol x
womit der Satz bewiesen ist. OJ

Der vorangehende Beweis beruht auf der Idee, fiir die Losung des dualen Pro-
blems eine a priori Konvergenzanalyse durchzufiithren. Die Ungleichung (4.10)
veranschaulicht noch einmal den Namen des DWR-Verfahrens, weil sich zeigt,
dafl z die lokalen Residuumsterme 7z ¢ gewichtet. 7g s entspricht dabei bis auf
die Approximation der Daten dem Residuumsschétzer ng ¢ aus Abschnitt 3.2.
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Aufgrund von (4.10) kann man heuristisch begriinden, da8 die DWR-Fehlerschét-
zung eine Verbesserung* gegeniiber den Residuumsmethoden aus Kapitel 3 dar-
stellt, sobald der Losungsoperator L'~! der dualen Aufgabe eine grofie Norm hat.
Denn diese Norm geht in den Effizienzindex von npwr,s nicht direkt ein.

Satz 4.6 demonstriert ferner, daf§ bei exakter Integration der Daten die Fehler-
terme in der oberen Schranke von Satz 3.16 wegfallen kénnen. Untere Fehler-
schranken, also lokale oder globale Effizienz geméfl der Charakteristika auf Seite
59, lassen sich allerdings mit den Mitteln aus Kapitel 3 fiir 7z ¢ nicht so einfach
nachweisen, weil Lemma 3.8 nicht mehr angewendet werden kann. Eventuell 1483t
sich dieses Problem durch eine zusétzliche Projektion auf X, (unter Inkaufnahme
neuer Fehlerterme) beheben.

Untersucht man mit derselben Methode wie in Satz 4.6 das Funktional
Jo: X — Rz r— |lxg — x0||zst,1 (Ton = T0sT) )y s

so erhélt man Fehlerschdtzungen, die denen aus Abschnitt 3.2.1 entsprechen.

Allerdings benétigt man weitergehende Approximationsaussagen als die in Ab-
schnitt 2.2.1.

4.2.2 DWR-Fehlerschitzung in der Norm von X

Durch Satz 4.5 und das Funktional j aus (4.9) wird das DWR-Verfahren fiir
Fehlerschétzung in der X-Norm theoretisch beschrieben. Um npwr s praktisch
auswerten zu kénnen, mufl zunéchst die Abhéngigkeit von der exakten Losung
zo des dualen Problems beseitigt werden. Auflerdem héngt j von der exakten
Losung zy der Stokes-Aufgabe ab.

Die beiden exakten Losungen werden, wie in Abschnitt 4.1.1 erlautert, durch die
lokalen Projektionen von zg j, bzw. 2y 5 auf Ansatzraume hoherer Ordnung ersetzt.
Ist T’ eine grobere Triangulierung als 7, welche mit T zusammen die Bedingung
aus Satz 2.40 erfiillt, so werden ¢, und 2 auf

X;H(T) = Uy x B, mit Uy = (S™HH(T))",
P St falls [T4] > 0,
") St (TY) N LY(Q), sonst
projiziert. Als Projektor dient der Standard-Interpolationsoperator
]—i- . Xh _ X}—:— . (u,p)T — (]S’nV+1u,]S’nQ+1p)T

von X7, wobei im Fall reiner Dirichlet-Randbedingungen fiir die Druckkompo-
nenten der Interpolator (1 — )5+ eingesetzt wird. Ersetzt man j durch die

4Es handelt sich um eine Verbesserung in dem Sinn, daf der Effizienzindex des DWR-
Verfahren niaher an 1 liegt.
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Néherung
jti X — Rix v [laon — IMaonllx (on — I aon, )
und 16st mit dieser rechten Seite die duale Aufgabe
(L'2)|x, = 7" s

deren Losung wieder mit 2z, € X}, bezeichnet wird, so erhélt man den a posteriori
Fehlerschétzer

s = / (—vAug s+ Dpos — f — vAup) (g, — wos)
S

—/(D-uo7h+ D-uD)(sar’h — S0.h)
S

1 a’LLoyh GuD ¥ (411)
T3 > /F[V o TV o J(Won — W)
F<S,FeFq(T)
+ Z / Vauo’h—n - f —i—uaﬂ (wg, —wop)
h on Po.n A on 0,h 0,h)-
FSS)FGS:A(‘I)

Dabei ist (wg,,sq,)" = Iz

In der vorliegenden Literatur (][9], [10]) gibt es keine theoretischen Beweise dafiir,
dafl Fehlerschétzer dieses Typs tatséchlich zuverlédssig und effizient sind. Insofern
sollten sie als Fehlerindikatoren bezeichnet werden.

In [9, Kap.4, Lemma 4.1] wird lediglich fiir die Poissongleichung auf [—1, 1]
gezeigt, dafl fiir einen speziellen Schétzer n und seine Modifikation 7, bei der
2o durch eine hohere Finite-Elemente-Methode approximiert wird, folgendes gilt:
Auf einer mit 7 bis zur Toleranz ¢ > 0 verfeinerten Triangulierung ist |n(zq ) —
N(xon)| = o(e) erfiillt. Der Satz wire deutlich interessanter, wenn man diese
Aussage fiir die mit 7 erzeugte Triangulierung beweisen kénnte.

Dennoch legen numerische Simulationen mit DWR-Fehlerschétzern in [10, Kap.8—
12] nahe, dafl diese tatséchlich zuverldssig und effizient sind. In verschiedenen Ex-
perimenten, sogar bei nichtlinearen und zeitabhéngigen Differentialgleichungen,
zeigt sich auflerdem die grofie Allgemeinheit der DWR-Methode.

Die Charakterisierung von 7p g erfolgt in der vorliegenden Arbeit ebenfalls ledig-
lich iiber die Experimente in Kapitel 6.

Bemerkung 4.7. Man beachte, daf§ aufgrund der Symmetrie von L im Fall der
Stokes-Gleichungen zum Losen von L'z = j nur die rechte Seite neu diskretisiert
werden muf. Die Basisdarstellung von L’ entspricht der von L. Des weiteren kann
der Aufwand beim Losen der dualen Aufgabe verringert werden, wenn man davon
ausgeht, dal die aus ihr gewonnenen Gewichtungsfaktoren fiir das eigentliche
Residuum nicht exakt bekannt sein miissen. Dann kann die duale Aufgabe mit
geringerer Genauigkeit gelost werden, um Rechenzeit zu sparen.



Kapitel 5

Markierungsstrategien

Die Fehlerschétzer aus den vorangehenden Kapiteln liefern zu jedem n-Simplex
S € T eine reelle Zahl: {(S,7s)}scqm. ns wird als eine Schitzung des Diskre-
tisierungsfehlers auf S oder auf einer kleinen Umgebung von S angesehen. Das
vorliegende Kapitel beschreibt Strategien zur Auswahl von Simplexen in T, auf
denen der Diskretisierungsfehler ,,zu gro3“ ist, denn solche Simplexe miissen ver-
feinert werden. Die entsprechenden Methoden heiflen Markierungsstrategien.

Bemerkung 5.1. Zur Losung stationédrer Probleme geniigt eine Markierungsstra-
tegie, die Simplexe zur Verfeinerung vorsieht: Man startet mit einer groben Trian-
gulierung Ty und entscheidet in jeder Iteration des adaptiven Zyklus in Abbildung
1, welche n-Simplexe im Schritt T; ~ T;,; verfeinert werden sollen.

Bei explizit zeitabhéngigen Differentialgleichungen ist es notwendig, dafl die Mar-
kierungsstrategie Simplexe auch so kennzeichnen kann, daf sie beim Ubergang
von TJ; zu T,y entfernt werden. Denn bei instationdren Gleichungen kann es vor-
kommen, daf} sich ein lokal stark verfeinerter Bereich wie z. B. eine Schockwelle
durch € bewegt. Ohne die Moglichkeit, iiberfliissige Simplexe zu entfernen, er-
hielte man einen viel zu groflen Bereich von 2, der sehr fein trianguliert wére.
Das wiirde in numerischen Simulationen zu Speicherplatz- und Effizienzproble-
men fiihren.

In [6] wird heuristisch begriindet, da$ fiir die Poisson-Gleichung mit P;-Elemen-
ten unter allen Triangulierungen mit einer gegebenen Anzahl von n-Simplexen auf
denjenigen der Diskretisierungsfehler minimal ist, auf denen die Fehlerschatzun-
gen 7g equilibriert sind: ng = nr fiir alle n-Simplexe S, T € 7.

Dorfler zeigt in [18], daB die Strategie aus Abschnitt 5.2 fiir die Poisson-Gleichung
zu einer Reduktion des Fehlers um einen konstanten Faktor in (0, 1) pro Iteration
des adaptiven Zyklus fiihrt, wenn die Anfangstriangulierung hinreichend fein ist.
Es besteht noch immer die Schwierigkeit festzustellen, wie fein die erste Triangu-
lierung sein muf.

Theoretisch fundierte Markierungsstrategien fiir allgemeinere Aufgaben als die
Poissongleichung sind in der vorliegenden Literatur rar. Die beiden vorigen Ab-
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sétze beschreiben im Grunde den Kern der in DROPS vorhandenen Markierungs-
strategien, die in den folgenden Abschnitten erldutert werden. Insgesamt gibt es
zu Markierungsstrategien viele offene Fragen.

5.1 Schwellenwert-Methode

Dies ist vermutlich das einfachst denkbare Verfahren. Trotzdem erzielt man damit
in der Praxis zufriedenstellende Ergebnisse, wie Verfiirth in [39] bemerkt.

Algorithmus 5.2 (Schwellenwert-Methode).

Vorbedingung: Schwellenwert w > 0, Fehlerschiatzung { (5, ns)} geqn -
Nachbedingung: Funktion M : 7™ — {0,1}; S € T ist genau dann zu verfei-
nern, wenn M (S) =1 ist.
1: for all S € T do
2: if ng > w then
3 M(S) —1
4: else
5: M(S) —0
6: end if
7: end for

Die Schwierigkeit dieser Methode liegt in der Wahl eines geeigneten Wertes fiir
w. Populér ist z. B.
w= - ma
2 sefy()n(> 11
Durch die Angabe eines zusétzlichen Schwellenwertes w, < w kann man auf
analoge Weise die Vergroberung von Triangulierungen handhaben.

5.2 Fehleranteil-Methode

Dieses Verfahren stammt aus [18]. Es stellt auf folgende (heuristische) Weise eine
Verbesserung der Schwellenwert-Methode dar: Man benennt mit

E= Z ng bzw. Ey = n%
SeT(n) SeTn) M(S)=1

die Schétzung des Diskretisierungsfehlers bzw. den geschéitzten Diskretisierungs-
fehler auf den zur Verfeinerung markierten n-Simplexen. Anschaulich ist dann
plausibel: Nur wenn Ej; > ~vE mit einer Konstante v € (0,1) gilt, kann man
erwarten, dafl der Diskretisierungsfehler in jeder Iteration des adaptiven Zyklus
um einen konstanten Faktor reduziert wird. Bei der Schwellenwert-Methode ist
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es nicht ohne weiteres moglich, etwas iiber den Anteil ETM des ,,markierten Feh-
lers* am Gesamtfehler zu sagen. Der folgende Algorithmus garantiert eine solche
Aussage.

Algorithmus 5.3 (Fehleranteil-Methode).

Vorbedingung: - € (0,1), Fehlerschitzung {(.S, ns)} geqm
Nachbedingung: Funktion M : T™ — {0,1}; S € T ist genau dann zu verfei-

nern, wenn M (S) =1 gilt; \/Ensq > 7/ Esq-
L Egq — Y seqm s
2: EM,sq —0

Sei ((S, ng)i)?(:)‘ die Anordnung von {(5,7s)}gcym unter der Ordnungsre-

3:

lation (S,ns) > (T, nr) <= ns > nr.
4: 17— 1
5: while i < |[T™| und Eyeq < 72Es do
7 Ewnsq — Emsq+ 77?5,1’
8 t—1+1
9: end while

10: while i < |T™| do
11 M(S;) <0

122 t—1i+1

13: end while

In DroPS wird die Fehleranteil-Methode als das Standardverfahren eingesetzt,
allerdings steht auch die Schwellenwert-Methode zur Verfiigung.

Ein weiteres in DROPS implementiertes Verfahren, bei dem versucht wird, den
Fehler gleichméfig auf €2 zu verteilen, erwies sich bei Experimenten mit der
Poisson-Gleichung als wenig geeignet. Es héingt sehr empfindlich von seinen Para-
metern ab und tendiert zur Erzeugung uniformer Verfeinerungen. Eine Beschrei-
bung findet sich in [25].

Will man erreichen, daf3 der adaptive Zyklus mit moglichst wenigen Verfeine-
rungsschritten auskommt, kann man aufwendigere Markierungsstrategien verfol-
gen. Es wird auf [39, Kapitel 4.1] verwiesen.
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Kapitel 6

Numerische Experimente

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse einiger numerischer Experimente mit
dem Finite-Elemente-Paket DROPS présentiert. Es wird am Lehrstuhl fiir Ma-
thematik des Instituts fiir Geometrie und praktische Mathematik an der RWTH-
Aachen entwickelt. Eine Ubersicht der implementierten Algorithmen findet man
in [25] und den darin enthaltenen Literaturhinweisen. Inzwischen sind Teile von
Droprs auch parallelisiert worden. Das heifit, dafl numerische Experimente auf
einem Mehrprozessor-Computer durchgefiihrt werden konnen (siche [24]).

Die folgenden Experimente werden mit der seriellen Version von DROPS auf ei-
nem Personalcomputer mit einem 1,2GHz Athlon-Prozessor und 768MB Arbeits-
speicher durchgefiihrt. Als Betriebssystem wird SuSe-Linux 8.1 im Mehrbenut-
zermodus verwendet. Allerdings ist das System — abgesehen von den iiblichen
Hintergrundprozessen — ruhig. DROPS wird mit GCC-3.2 (-W -Wall -pedantic
-02 -funroll-loops -march=athlon -fomit-frame-pointer -finline-limit=2000) com-
piliert.

Falls nicht anders vermerkt, sind alle Zeiten in den folgenden Tabellen in Sekun-
den angegeben; es handelt sich stets um das arithmetische Mittel.

6.1 Zuverlissigkeit und Effizienz

Um die Zuverléssigkeit und Effizienz der Fehlerschétzer im Sinne der Definition
auf Seite 55 zu untersuchen, wird eine Aufgabe mit bekannter Losung benotigt,
damit der tatsdchliche Diskretisierungsfehler bestimmt werden kann. Hier wird
Aufgabe 1.30 auf Q = [0, Z]*> mit 9Q = I'p und v = 1 betrachtet. Die Funktionen

(() , (6.1)
+C (6.2)
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losen mit den Daten

0

fl2,y,2) = 0 ,
3 cos(x) sin(y) cos(z)

(6.3)

@
Il
o

die inhomogene Aufgabe 1.30, wenn als Dirichlet-Randbedingung up = ulgq ver-
wendet wird und die Konstante C' so gewahlt wird, dafl fQ p = 0 ist. Offensichtlich
gilt (u,p)T € C>*(Q).

Zur Diskretisierung werden P,P;-Elemente auf den Triangulierungen verwendet,
die durch regulire Verfeinerung' aus der wie folgt konstruierten Ausgangstrian-
gulierung T, entstehen: Man zerlege die Seitenflichen von {2 durch Einfiigen je
einer Flachendiagonale in Dreiecke und verbinde die Eckpunkte jedes Dreiecks
mit dem Schwerpunkt von €). Diese Triangulierung enthélt 12 Tetraeder.

Bemerkung 6.1. Im Gegensatz zur Standardzerlegung des Wiirfels nach Kuhn
(siehe [12]), die in DROPS sonst verwendet wird, erfiillt die soeben beschriebene
Triangulierung die Bedingung 2.30. Deshalb sind die PyP;-Elemente auf Ty und
auf allen von DROPS erzeugten Verfeinerungen von Jy nach Folgerung 2.37 und
Satz 2.40 unabhéngig von der Gitterweite h stabil.

Die Losung des linearen Gleichungssystems (2.20) wird mit dem inexakten Uzawa-
Verfahren aus Algorithmus 2.45 bestimmt. Der Vorkonditionierer fiir A besteht
aus der Anwendung einer kleinen Zahl SSOR-vorkonditionierter CG-Schritte auf
Av = f — Av, — B'p,; mit dem Startvektor 0. Die Anwendung einiger CG-
Schritte auf Mq = Bv;;; — g ergibt die Vorkonditionierung fiir S. M ist die
Massenmatrix. Als Startvektor wird ebenfalls 0 benutzt. Die Uzawa-Iteration
wird beendet, sobald die euklidische Norm des Residuums 10~7 unterschreitet.

Im folgenden werden der Residuumsschétzer ng s aus Satz 3.16 und seine Modi-
fikation zur Schiitzung der Lo(2) x H~(2)-Norm aus Satz 3.19 getestet. Um die
Fehlerschitzer unabhéngig von den anderen Komponenten des adaptiven Zyklus
in Abbildung 1 untersuchen zu kénnen, wird in jeder Iteration uniform verfeinert.
Das bedeutet, daf§ alle Tetraeder der feinsten Triangulierung nach der reguléren
Verfeinerungsregel (siehe Abbildung 6.1) in 8 , Kinder“ zerlegt werden.

Tabelle 6.1 enthélt zu jeder Iteration ¢ Informationen iiber die Triangulierung,
auf der die Aufgabe gelost wird: ¢, F,, F,,, AT und h sind die Anzahl der Ite-
rationen des adaptiven Zyklus, die Anzahl der Geschwindigkeits- bzw. Druck-
Freiheitsgrade, die Anzahl der Tetraeder in der feinsten Triangulierung sowie de-
ren Gitterweite.

Die Zahl der Freiheitsgrade wichst wie erwartet in geometrischer Progression, die
Gitterweite wird in jedem Schritt halbiert. Auf der feinsten Triangulierung belegt
Drops etwa 320MB Speicher, so dafl eine weitere Verfeinerung mit den gegebe-
nen Ressourcen nicht erreicht werden kann. Dennoch sind noch circa 55 Prozent

Isiehe [11]
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GV

Abbildung 6.1: Regulére Verfeinerung eines Tetraeders

F,| E | AT h
27 9 2] 1,11
273 | 35 96 | 0,555
2565 | 189 | 768 | 0,278
22413 | 1241 | 6144 | 0,139
187677 | 9009 | 49152 | 0, 0694

U W N M|~

Tabelle 6.1: Triangulierungen bei uniformer Verfeinerung

des Arbeitsspeichers frei. Diese fiir uniforme Verfeinerung typische, schlechte Aus-
nutzung des Arbeitsspeichers ist neben der erhohten Genauigkeit beim adaptiven
Losen von Differentialgleichungen ein weiterer Anreiz fiir die Verwendung adap-
tiver Verfahren.

In Tabelle 6.2 wird das Zeitverhalten der Komponenten des adaptiven Zyklus
dargestellt. Es sind: ¢ die Anzahl der Iterationen des adaptiven Zyklus, t4es die
Gesamtdauer von Schritt ¢, bei der allerdings von ¢; und ¢5 nur ¢; beriicksichtigt
wird, t, die Laufzeit des Verfeinerungsalgorithmus, t4; die Dauer der Diskretisie-
rung, t; die Laufzeit des Losers, ¢, die Dauer der Berechnung aller 7r s und ¢ die
Zeit zum Schitzen der Ly(Q) x H'(2)-Norm.

Man sieht, daf3 der Zeitbedarf des Uzawa-Losers alle anderen Schritte des ad-
aptiven Zyklus dominiert und dafl der Verfeinerungsalgorithmus hier praktisch
keine Rolle fiir die Gesamtdauer des adaptiven Zyklus spielt. Die beiden Resi-
duumsschétzer demonstrieren einen moderaten Zeitbedarf. Er liegt in derselben
GroBenordnung wie die Dauer der Diskretisierung.
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1| fges ty tq 17} 11 to

110,01 |0,00]|0,01]0,00]|0,00] 0,00

210,10 | 0,00 | 0,01 | 0,07 | 0.02 | 0,03

313,25(0,00 0,12 | 3,03 | 0,10 | 0,19

4139,6| 0.03]1,14 | 37,6 | 0,78 | 1,53

51 5451 0.20 | 9,72 | 529 | 6,14 | 12,2

Tabelle 6.2: Zeitverhalten des adaptiven Zyklus

i Nx Ny ex Cu ep | Ix Iy
1 0,229 0,255 0,0375 | 0,00134 0,0264 | 6,11 | 12,2
2 0,0568 0,0308 | 0,00767 | 0,000162 | 0,00467 | 7,41 | 16,7
3 0.0147 | 0.00398 | 0,00181 | 1,81le—5 | 0,00102 | 8,10 | 19,8
4| 0.00377 | 0.000510 | 0,000444 | 2,02e—6 | 0,000244 | 8,51 | 21,2
51 0.000954 | 6.47e—5 | 0,000111 | 2,59e—7 | 6,02e—5 | 8,59 | 21,8

Tabelle 6.3: Effizienz der Residuumsschéatzer

Die Fehlerschédtzungen werden in Tabelle 6.3 gezeigt. ¢ ist Anzahl der Iterationen
des adaptiven Zyklus, nx und 7y sind die mit dem Residuumsschétzer berech-
neten globalen Schitzungen des Diskretisierungsfehlers in der H'(Q) x Lo(Q)-
Norm gemif Satz 3.16 und in der Ly(2) x H~'(2)-Norm nach Satz 3.19. ey
ist der Diskretisierungsfehler in der H'(Q) x Ly(Q2)-Norm, e, und e, sind die
Diskretisierungsfehler der Geschwindigkeitskomponenten und des Drucks in der
Ly(£2)-Norm. Die letzten zwei Spalten enthalten die Effizienzindizes

Ny

nx =
_[ = — ] = —1 .
. v (€2 + h%e2)>

€x

Man beachte, daB im Nenner von Iy nicht die H—(€2)-Norm des Drucks sondern
eine Approximation auftritt.

Wie bei einer glatten Losung zu erwarten ist, erhélt man mit PoP;-Elementen
quadratische Konvergenz in der Norm von X und kubische bzw. quadratische
Konvergenz in der Ly(€2)-Norm der Geschwindigkeit bzw. des Drucks. Der Effizi-
enzindex stabilisiert sich fiir beide Schétzer ab i = 3 in der Grofenordnung von
10 bzw. 20; auf groberen Triangulierungen darf der Einflufl der Fehlerterme in
Satz 3.16 und 3.19 nicht vernachléssigt werden.

Der Ly(Q) x H~(Q)-Schitzer weist einen ungiinstigeren Effizienzindex als np s
auf. Das legt der Beweis von Satz 3.19 nahe, weil im Vergleich zu Satz 3.16 einmal
mehr interpoliert wird.
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v Nx €x IX AU
0,5 | 0,00378 | 0,000781 | 4,84 | 873
1,0 1 0,00377 | 0,000444 | 8,49 | 81
2,01 0,00377 | 0,000307 | 12,3 | 147
4,0 | 0.00377 | 0,000263 | 14,3 | 254

Tabelle 6.4: Kondition und Effizienz

6.1.1 Kondition von L. und Effizienzindex

Aufgrund von Satz 3.1 gehen || L|| und ||L7!|| in den Effizienzindex von g g ein.
Dies wird demonstriert, indem in der Aufgabe aus Abschnitt 6.1 die kinematische
Zéhigkeit v variiert wird. Das folgende Experiment wird auf der Triangulierung
mit ¢ = 4 aus Tabelle 6.1 durchgefiihrt.

In Tabelle 6.4 stehen die kinematische Zahigkeit v, der mittels ng g geschitzte
Diskretisierungsfehler ex in der H'(2) x Ly(2)-Norm und der Effizienzindex I.
Zusétzlich wird die Anzahl AU der Iterationen genannt, die der Uzawa-Loser zur
Reduktion des Residuums bis unter 10~7 benétigt.

Man sieht deutlich, daf sich der Effizienzindex mit zunehmender Zihigkeit ver-
schlechtert. Ebenso l&8t die Konvergenzgeschwindigkeit des Uzawa-Losers erheb-
lich nach.

Dal nx konstant ist, erklart sich dariiber, wie sich die Losungen der Stokes-
Gleichungen mit den Daten (6.3) verhalten. Sei nun (uy,p)? die Losung der
Stokes-Gleichungen (6.1). Dann ist fiir beliebiges v > 0 mit u, = v~ 'u; durch
(u,,p)T ebenfalls eine Losung der Stokes-Gleichungen mit den rechten Seiten (6.3)
gegeben. (Natiirlich sind die Randwerte mit v~! skaliert.) L ist auf der Menge
M = {(uy,p)" |v> 0} konstant. In ng g tritt nun bis auf die Approximation
von Daten die starke Form von L auf (siche (3.13)), so daf sich die Invarianz
von L auf np g iibertrdgt. Da das Residuum aller Losungen aus M dasselbe ist,
liegt es nahe, dafl alle Fehlerschétzer auf der Basis von Satz 3.1 eine &dhnliche
Invarianzeigenschaft besitzen.

Aus dem Verhalten von AU kann man schlieflen, dafl die Massenmatrix nur in
der Nédhe von v = 1 ein guter Vorkonditionierer fiir das Schur-Komplement S ist.
Da A die kinematische Viskositidt v als skalaren Faktor enthélt, kann mit dem
skalierten Vorkonditionierer M die Konvergenz der Uzawa-Iteration verbessert
werden. Man erhélt mit ihm die Iterationszahlen 81, 81, 81, 83 anstelle der Spalte
AU in Tabelle 6.4, ohne daf sich die Werte in den anderen Spalten dndern. Dies
ist eine deutliche Verbesserung.

Abbildung 6.2 zeigt das Geschwindigkeitsfeld der Losung in der {z = 7 }-Ebene
mit Blick in Richtung von (—1,0,0)7.
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Abbildung 6.2: Geschwindigkeitsfeld in der {z = }-Ebene

6.2 Adaptivitit

A posteriori Fehlerschétzer bilden in der Numerik die Grundlage fiir die adaptiven
Markierungsstrategien aus Kapitel 5. Nachdem im vorigen Abschnitt die Eigen-
schaften der Residuumsschétzer aus Kapitel 3 untersucht worden sind, wird jetzt
der Einflul der Markierungsstrategie auf den adaptiven Zyklus in Abbildung 1
dargestellt. Dazu wird die Stokes-Aufgabe

—Au+ Dp=0 in €2,
D-u=0 in €, (6.4)
uw=up auf I

auf dem L-Gebiet Q = (—1,1)*\ ([0,1] x [=1,0] x [0, 1]) numerisch geldst (siche
Abbildung 6.3). Die Funktionen

(1+ a)sin(¢)¢h(¢) + cos(¢)55(¢)
u=r* sin(gb)g—i(@ (1 + a)cos(9)i ()

0
p= - (1 - a) (1 + )? <¢>+8;—§”<¢>)

20U
9¢

mit
9(6) = (1 +0) " sin((1 +a)g) cos(5-a) — cos((1 +0)¢)
(1= ) sin(1 — a)6) cos(50) + cos((1 ~ a)g).

856399
1572864
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Abbildung 6.3: Rechengebiet fiir Abschnitt 6.2

l16sen (6.4) im schwachen Sinne, wenn man up = u|gg wahlt. r, ¢, z sind die
Zylinderkoordinaten mit

x =rcos(¢p), y=rsin(¢), z=-=z.

In den Abbildungen 6.4 und 6.5 sind v und p tiber der {z = %}—Ebene dargestellt.
Auf der Innenseite

Ty = {0} x [=1,0] x [0,1] U[0,1] x {0} x [0, 1]

von () verschwindet u; dort liegen also homogene Randbedingungen vor. Obwohl
p € Ly(Q) gilt, hat der Druck eine Singularitit auf der 2-Achse.? Deshalb ist die
Verwendung eines adaptiven Verfahrens zur numerischen Lésung der vorliegenden
Aufgabe angebracht.

Bemerkung 6.2. Obwohl die theoretische Losung der Aufgabe bekannt ist, kann
der Diskretisierungsfehler des Drucks mit DROPS nicht berechnet werden, weil
die zur Verfiigung stehenden Quadraturformeln in der Nédhe der Singularitét ver-
sagen.

Die Anfangstriangulierung von €2 wird aus 6 Quadern erzeugt, die dann einzeln
in je 6 Tetraeder zerlegt werden so dafl insgesamt eine konsistent numerierte
Triangulierung entsteht. Wie in Abschnitt 6.1 werden zur Diskretisierung PoP;-
Elemente verwendet. Das daraus entstehende lineare Gleichungssystem wird mit

ZSeine Ly(£2)-Norm kann in Zylinderkoordinaten gut abgeschiitzt werden.
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Abbildung 6.4: Exaktes Geschwindig- Abbildung 6.5: Exakter Druck in der
keitsfeld in der {z = 1}-Ebene {z = 1}-Ebene

dem inexakten Uzawa-Verfahren gelost. Entsprechend der Bemerkungen iiber die
Vorkonditionierung mit der Massenmatrix am Ende des vorherigen Abschnitts
wird in einer kleinen Testrechnung der Skalierungsfaktor 7 = 1, 6 fiir M ermittelt.
Die Fehleranteil-Methode aus Kapitel 5 wird nun fiir verschiedene Wahlen ihres
Parameters v untersucht; je grofer v € [0, 1] ist, desto mehr Tetraeder werden
zur Verfeinerung markiert.

Als Vergleichsexperiment dient eine Rechnung mit uniformer Verfeinerung, deren
Resultat in Tabelle 6.5 dargestellt ist. Es sind: ¢ die Zahl der Iterationen des
adaptiven Zyklus, L das Level der feinsten Triangulierung®, AT die Anzahl der
Tetraeder in der feinsten Triangulierung, F;, und F), die Anzahl der Freiheitsgrade
fiir Geschwindigkeit und Druck, t, die Gesamtdauer des adaptiven Zyklus, ¢; die
zum Losen des grofiten Gleichungssystems aufgewendete Zeit, t; der Zeitaufwand
des Fehlerschétzers auf der feinsten Triangulierung, inklusive der Dauer der Mar-
kierungsstrategie, e, der Lo(£2)-Diskretisierungsfehler der Geschwindigkeit und
nx die Schitzung des Diskretisierungsfehlers in der H'(2) x Lo(€2)-Norm.
Wihrend der Rechnung belegt DrROPS 106MB Arbeitsspeicher, die néchst fei-
nere, uniforme Triangulierung fithrt wéhrend der Diskretisierung zu einer Out-
of-Memory-Situation, so dafl DROPS terminiert wird. Es ergibt sich also eine
schlechte Ausnutzung der Moglichkeiten des Rechners.

Tabelle 6.6 enthélt die Ergebnisse des adaptiven Experiments. Es werden die-
selben Daten wie in Tabelle 6.5 gezeigt; die zusétzliche Spalte v enthélt den

3Ein Tetraeder ist in Level L, wenn er durch genau Lfaches Verfeinern eines Tetraeders der
Anfangstriangulierung entstanden ist, oder wenn er durch weniger als L Verfeinerungen eines
Tetraeders aus der Anfangstriangulierung entstanden ist und selber nicht verfeinert ist.
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1| L AT F, F, tg t ts €y N
4| 3] 18432 | 65565 | 3825 | 353 | 309 | 2,57 | 0,0179 | 4,12

Tabelle 6.5: Uniforme Vergleichsrechnung

vl il|L AT F, F, tg t ts €u N
0,445 | 5| 4263 | 14703 | 949 | 590 | 34,0 | 0,56 | 0,0104 | 4,08
0,6 | 17| 5| 5933 | 16356 | 1278 | 249 | 49,8 | 0,76 | 0,00936 | 3,81
0,8 91| 5| 7316 | 25725 | 1576 | 176 | 69,4 | 0,94 | 0,00864 | 3,86
0,8 | 11 | 7 | 38709 | 142374 | 7667 | 1965 | 1114 | 4,77 | 0,00198 | 1,80

Tabelle 6.6: Adaptives Experiment

Parameter der Fehleranteil-Methode. Als Abbruchkriterium dient fiir die ersten
drei Experimente das Unterschreiten der Fehlerschéitzung von 4,12 aus der uni-
formen Testrechnung, so dafl die Zeilen mit Tabelle 6.5 verglichen werden kénnen.
Es zeichnen sich zwei Optimierungsziele bei der Wahl von v ab. Soll die Anzahl
der Freiheitsgrade minimiert werden, mufl v klein gewéhlt werden; der adaptive
Zyklus wird dann sehr oft mit stets nur kleinen Modifikationen der Triangulie-
rung ausgefiithrt, so dafl im Fall v = 0,4 etwa 23 Prozent der Tetraeder und
Freiheitsgrade des uniformen Testlaufs ausreichen, um dieselbe Genauigkeit zu
erreichen. Soll die Gesamtlaufzeit des adaptiven Zyklus minimiert werden, ist ~
grofler zu wihlen; allerdings sind die erzeugten Triangulierungen dann grofler als
erforderlich.

Die letzte Zeile von Tabelle 6.5 zeigt ein Experiment, bei dem mit v = 0, 8 weiter
verfeinert wird. Die Rechnung wird beendet, weil die Konvergenzrate des Uzawa-
Verfahrens nachlafit. Die letzte Iteration des adaptiven Zyklus belegt 244MB des
Arbeitsspeichers, so dal von der Problemgréfie her gesehen, noch ein oder zwei
weitere Iterationen moglich wéren.

Bemerkung 6.3 (Singularititen). Das vorliegende Testproblem weist eine eindi-
mensionale Singularitdt auf, es ist sogar in z-Richtung konstant. Bei punktférmi-
gen Singularitéten sind noch gréflere Unterschiede in der Anzahl der benétigten
Freiheitsgrade zwischen uniformer und adaptiver Rechnung zu erwarten. Das gilt
auch fiir den Fall einer ,, Beinahe-Singularitét“ (grofler, aber prinzipiell beschréink-
ter Gradient der Losung), wenn diese auf der adaptiv verfeinerten Triangulierung
aufgelost werden kann.

Die Triangulierung zur letzten Zeile von Tabelle 6.6 wird in Abbildung 6.6 gezeigt;
Abbildung 6.7 zeigt das numerisch ermittelte Geschwindigkeitsfeld auf einer gro-
ben Triangulierung. Es ist in beiden Féllen der Schnitt mit der {z = ;}-Ebene
zu sehen.
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Abbildung 6.6: Adaptive Triangulie- Abbildung 6.7: Geschwindigkeitsfeld in
rung in der {z = 1}-Ebene der {z = 1}-Ebene

6.3 Driven-Cavity

Physikalisch gesehen, beschreibt das Driven-Cavity-Problem die Bewegung einer
Fliissigkeit in einem wiirfelférmigen Becken, iiber das ein Deckel tangential abge-
zogen wird. Er treibt das Fluid an. Bei kleinen Reynoldszahlen kénnen die vollen
Bewegungsgleichungen der Fliissigkeit durch die Stokes-Gleichungen angenéhert
werden.

Sei = (0, 1)? der Einheitswiirfel mit dem ,Deckel* ¥y = (0, 1)? x {1} in der
{z = 1}-Ebene. Dann wird das Driven-Cavity-Problem durch die inhomogene
Stokes-Randwertaufgabe 1.30 mit den Daten

0
0, auf 90\
r=(o]. g=0 wp={% I,
0 ¢ auf X

mit

(b( ) (17070>T7 fur O, 1 S X,y S 0,9
Y, z) = —max{|z—0,5],|y—0,
0,5 {l f5| ly 05\}(17070)7’

)

sonst

mathematisch beschrieben. Die gegliatteten Randbedingungen auf >y sind not-
wendig, weil up sonst nicht in H %(89) liegt. In numerischen Simulationen wiirde
sich die Randbedingung ohne Glédttung durch unendlich hohen Druck an der
Ein- und Ausstromungskante von €2 duflern. Die Anfangstriangulierung besteht
aus 2 x 2 x 2 Teilwiirfeln, die durch das Einfiigen einer Raumdiagonale trianguliert
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1 td f}l ts AU Fu Fp Nx
110,01]0,16 | 0,01 | 463 81 27 | 51,77
210,01 10,46 | 0,03 | 360 243 48 | 48,57
310,04 11,04 (0,06 | 348 246 86 | 32,84
410,111]3,55]0,14 | 314 | 1335| 168 25,11
510,19 | 6,57 | 0,22 | 271 2247 246 | 17,09
60,50 | 17,9 | 0,53 | 228 5430 535 | 10,11
711,60 |52,0(1,49 | 193 | 16335 | 1338 | 6,131
813,35 ]89,5 3,02 158 | 33129 | 2637 | 3,782
918,14 229 | 7,03 | 162 | 78903 | 5823 | 2,546
10 | 18,5 | 1840 | 14,6 | 548 | 170760 | 11076 | 1,562

Tabelle 6.7: Driven-Cavity adaptiv

werden. Auf den Triangulierungen werden PyP;-Elemente benutzt. Als iterativer
Loser kommt wieder das Uzawa-Verfahren mit denselben Parametern wie in Ab-
schnitt 6.1 zum Einsatz, so daf§ zusammen mit dem Residuums-Fehlerschétzer
nr,s und der Fehleranteil-Strategie aus 5.2 alle Komponenten des adaptiven Zy-
klus beschrieben sind. Der Anteil 7 des zu markierenden Fehlers (siehe 5.3) wird
auf 0, 8 gesetzt.

Damit erhilt man die Resultate* in Tabelle 6.7. Mit i werden die Schritte des
adaptiven Zyklus gezédhlt. Die néchsten drei Spalten enthalten die Zeiten, welche
zur Diskretisierung, zum Loésen und zum Schétzen des Fehlers benotigt werden.
Die Anzahl der Uzawa-Iterationen steht in Spalte AU; F,, und F}, sind die Anzah-
len der Geschwindigkeits- und Druck- Freiheitsgrade. ny schliefflich ist die globale
H'(Q) x Ly(2)-Schétzung des Fehlers.

Die Fehleranteil-Strategie mit v = 0, 8 fiihrt in diesem Beispiel zu einer kontinu-
ierlichen Verringerung des Fehlers. Aufgrund der hohen Iterationszahlen wird die
meiste Zeit des adaptiven Zyklus vom Uzawa-Loser benotigt. Der Fehlerschétzer
beansprucht etwa so viel Zeit wie das Diskretisieren, was als moderat angesehen
wird.

Hingegen ist es angebracht, die Uzawa-Methode zu beschleunigen. Hierzu kom-
men das CG-Verfahren fiir Sattelpunktaufgaben geméfl Bemerkung 2.47 und die
Verwendung von Interpolanten der Losung auf der alten Triangulierung als Start-
vektor in Frage.

Die Abbildungen 6.8 und 6.9 zeigen zwei Schnitte durch die feinste adaptiv er-
zeugte Triangulierung. In Abbildung 6.10 sind Isolinien des Drucks und das Ge-
schwindigkeitsfeld in der {y = 1}-Ebene zu sehen.

4Diese Berechnung wird auf einem Computer mit einem 600MHz Pentium III Prozessor
durchgefiihrt.
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Abbildung 6.8: Driven Cavity: Triangu- Abbildung 6.9: Driven Cavity: Triangu-
lierung in der {y = 0.5}-Ebene; Aus- lierung in der {z = 1}-Ebene.
schnitt oben rechts

Abbildung 6.10: Driven Cavity: Isobaren und Geschwindigkeitsfeld in der {y =
0.5}-Ebene.
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6.4 Zusammenfassung und Ausblick

In den Kapiteln 1 und 2 wurden die mathematischen Eigenschaften der Stokes-
Gleichungen und ihrer Diskretisierung ausfiihrlich analysiert. Zu diesen Themen
gibt es keine groflen offenen Fragen mehr. Hingegen zeigte sich bei den Expe-
rimenten in diesem Kapitel, dafl die Losungsverfahren in DROPS beschleunigt
werden miissen. (Die Schur-Komplement-Methode weist eine dhnliche Geschwin-
digkeit wie das Uzawa-Verfahren auf.) Dazu kommen z. B. die Konzepte aus [44]
in Frage.

Die Residuumsschétzer aus Kapitel 3 wurden theoretisch vollstindig analysiert
und auch fiir Ausstromungs-Randbedingungen formuliert. Thre Leistungsfahig-
keit stellte sich in den numerischen Experimenten unter Beweis. Es bleibt die
Frage, ob die Schétzer auf der Basis lokaler Stokes-Aufgaben, die in Abschnitt
3.3 konstruiert wurden, so modifiziert werden kénnen, dafl die lokalen Aufgaben
eine deutlich kleinere Dimension erhalten. Dabei soll die Losbarkeit der lokalen
Probleme erhalten bleiben. Das wiirde sie fiir eine Implementierung attraktiver
erscheinen lassen.

Die in Kapitel 4 vorgestellte DWR-Methode ist ein Kandidat fiir Fehlerschétzung
bei verschiedenen wichtigen Verallgemeinerungen der Aufgabenstellung der vor-
liegenden Arbeit. So sind etwa im Rahmen des SFB 540 Fehlerschétzungsme-
thoden fiir die vollen Navier-Stokes-Gleichungen erforderlich. Aulerdem koénn-
te durch die Wahl der richtigen Zielgrofle fiir die DWR-~-Methode eventuell die
Verfolgung der Phasengrenze bei der Simulation mehrphasiger, fluider Systeme
mit hoherer Genauigkeit erfolgen. Gleichzeitig existieren zur Theorie der DWR-
Methode einige offene Fragen. Zum Beispiel gibt es in der vorliegenden Literatur
so gut wie keine theoretischen Beweise fiir die Zuverléssigkeit und Effizienz der
DWR-~Methode, wenn man statt der exakten dualen Losung nur eine Approxi-
mation zur Verfiigung hat.

Leider konnte die bereits begonnene Implementierung des in Abschnitt 4.2.2 be-
schriebenen DWR-Fehlerschétzers aus Zeitmangel und wegen des Fehlens be-
stimmter Nachbarschaftsrelationen fiir Tetraeder in DROPS nicht mehr fertigge-
stellt werden. Diese Arbeit sollte fortgesetzt und numerisch getestet werden.

Weitere offene Fragen stellen sich in Bezug auf Markierungsstrategien zur Steue-
rung des adaptiven Zyklus. Die in Kapitel 5 beschriebenen Verfahren sind in
der vorliegenden Literatur populédr. Dennoch gibt es nicht viele Konvergenzana-
lysen fiir den adaptiven Zyklus als ganzes. Auf diesem Gebiet besteht ebenfalls
Forschungsbedarf.
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Anhang A

Physikalische Grundlagen der
Fluiddynamik

Die klassische Hydrodynamik ist ein Teilgebiet der Kontinuumsmechanik. Man
geht davon aus, dal Materie praktisch stetig verteilt und homogen in der Struktur
ist. Dies schlieft nicht aus, dafl das Medium, welches das Fluid * enthilt, anisotrop
ist.

Im folgenden werden zunéchst die Grundlagen der Kinematik gelegt, dann werden
die Navier-Stokes-Gleichungen hergeleitet. Zum Schlufl wird das Konzept der
dynamischen Ahnlichkeit (Reynoldszahl, Froudezahl) erliutert.

A.1 Kinematik

Die Aufgabe besteht darin, die Bewegung eines Fluids wihrend eines Zeitraumes
[0, te) € R zu beschreiben. Da jedes Fluid auf mikroskopischer Ebene aus Atomen
oder Molekiilen besteht, wird folgender Ansatz gewéhlt:

Definition A.1. Sei 2y C R"™ das vom Fluid zur Zeit ¢, okkupierte Gebiet. Dann
gibt die stetige Funktion

©: Qo X [to, te) — R": (X, 1) — o(X, 1)

die Position des Fluidteilchens, das sich zur Zeit ty bei X befindet, zur Zeit ¢ an.
(-, t) sei fiir jedes ¢t ein Homéomorphismus, der ¢(-,t) = idg, erfiillt.
Ferner sei

Q(t) == o(Qo, 1)

das von dem Fluid zur Zeit ¢t eingenommene Gebiet und zu X €

z(t) == (X, t) fir alle t € [to,t)

1Sowohl Fliissigkeiten als auch Gase werden hier als Fluid bezeichnet.

113
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die Zeitparametrisierung der Bahn von X. Die folgende Teilmenge von R" x R
wird Raum-Zeitzylinder genannt:

C(Q0to,te) = | (20 x {t})

t€to,te)
Bemerkung A.2.

o Es gilt p(0€Q0,t) = 0(t), weil ¢ ein Homéomorphismus zwischen €y und
Q(t) ist. Somit kann auf diese Weise kein Phaseniibergang wie zum Bei-
spiel das Kochen einer Fliissigkeit beschrieben werden, denn dabei entsteht
,heuer Rand“.

e Fiir den Rest dieses Kapitels wird angenommen, dafl ¢ so glatt ist, daf die
auftretenden Ableitungen existieren und stetig sind.

Es gibt zwei haufig benutzte Bezugssystemtypen, um die Ortskoordinaten von
Fluidteilchen zu beschreiben:

Definition A.3 (Bezugssysteme).

1. Nach Euler Man betrachtet das Fluid von einem R" als Inertialsystem
aus, das als ruhend gilt. Positionen in diesem Raum werden als Minuskeln
geschrieben.

2. Nach Lagrange Man wahlt zu einem beliebigen X € {2y das Koordinaten-
system, in dem dieser Punkt zu jeder Zeit t € [tg,t.) im Ursprung ruht.
Aus Sicht von A.3.1 befindet sich der Ursprung zur Zeit t bei x = (X, t),
was bedeutet, dal in Lagrangeschen Koordinaten Tragheitskréfte auftreten,
wenn (X, ) nicht eine lineare Funktion ist.

Obwohl in der Punktmechanik die Lagrangeschen Bezugssysteme eine grofie Rol-
le spielen, wird im weiteren fiir Ortskoordinaten ein Eulersches Bezugssystem
verwendet werden, wenn nichts anderes gesagt wird.

In Kinematik und Dynamik spielen Zeitableitungen eine wichtige Rolle, deshalb
werden diese jetzt fiir obige Bezugssysteme untersucht.

Definition A.4. Sei f: {(x,t) |t € [to,te),x € Q(t) } — R eine stetig differen-
zierbare Funktion. Die partielle Zeitableitung

of

%(x,t) = Dyf(x,t)

heiBt rdumliche Ableitung von f; sie beschreibt die zeitliche Anderung an der
Stelle x in Eulerschen Koordinaten.
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Betrachtet man f via = = ¢(X,t) als Funktion der Lagrangeschen Koordinate
X € Qp, so nennt man die zeitliche Anderung von f bei X materielle Ableitung.
Unter Milbrauch der Notation wird sie als

df _df
S t) = (X, ), 1

geschrieben.

Der Zusammenhang zwischen raumlicher und materieller Ableitung ergibt sich
aus der Kettenregel, doch damit er in seiner iiblichen Form niedergeschrieben
werden kann, benttigt man folgende

Definition A.5 (Geschwindigkeitsfeld). ¢ (X, ) ist offensichtlich die FluBab-
bildung des Vektorfeldes

v(z,t) == Dp(X,t) mit = p(X,1),

welches man das Geschwindigkeitsfeld des Fluids nennt. Es ist wohldefiniert, weil
¢ in den rdumlichen Koordinaten fiir jedes ¢t ein Homdomorphismus ist.

In Anwendungen ist man fast immer an dem Geschwindigkeitsfeld v und nicht
am Flu ¢ interessiert. Deshalb wird spéter nur eine Differentialgleichung fiir v
hergeleitet. Aus v 148t sich natiirlich ¢ durch Losen der gewohnlichen Differenti-
algleichung

d

dt

fiir jedes X € )y gewinnen.
Aus der Kettenregel folgt somit fiir die Stelle 2 = p(X t)

p(X,1) = v(p(X,1),1)

df
dt

af
(X))

=mﬂ%®+%ﬂ$®<f( 0 (A1)
(x,

Dif(z.t) + duf(,t) (v(z,1))
= Duf(, 1) + (v, 1) D) f (2, 1),

(z,1) =

wobei man die letzte Umformung entweder durch eine kurze Rechnung iiberpriift
oder einsieht, daf} es egal ist, ob man die volle Linearisierung von f in Richtung
v auswertet oder f nur in Richtung v linearisiert.

Der Term (vD,)f 148t sich als Einflul der Bewegung oder Konvektion von X in
Eulerschen Koordinaten interpretieren.
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A.2 Transportsatz

Es wird jetzt untersucht, wie sich das Integral einer Funktion {iber eine vom Fluf}
@ transportierte Menge zeitlich &dndert. Die Bedeutung dieser Ableitung zeigt
sich, wenn man als Funktion die Volumendichte einer physikalischen Grofle, die
einzelnen Fluidteilchen zugeordnet ist, zum Beispiel Masse oder Impuls, wihlt —
in Verbindung mit Erhaltungssétzen ergeben sich Bestimmungsgleichungen fiir
die Dichtefunktion.

Ab jetzt sei zu Uy C €y die messbare Menge U(t) C €(t) analog zu Q(t) in
Definition A.1 gegeben. Ferner sei ¢ fiir jedes t € [ty,t.) stetig differenzierbar
und fast {iberall nicht entartet, das heifit, es gebe zwei positive Zahlen ¢ und C,
so daf fast iiberall ¢ < detdx (X, t) < C erfiillt ist.

Satz A.6 (Transportsatz). Ist f : R* x R — B eine fir alle t € [to,1.)
integrierbare Funktion, die stetig differenzierbar ist und B ein Banachraum, so
qgilt

d d
at /U(t) flz,t)dx = /U(t) af(:t,t) + f(z,t) Dyv(w, t) da

_ /U(t) Duf (2, 1) + (Do) f(2, 1) + f(z, 1) Dyvda.

Beweis. Man wendet den Transformationssatz mit x = ¢(X,t), d.h. dz =
det(dxp(X,t))dX, an und differenziert anschlieBend:

d d
dt U(t) flat)de = dt e flo(X,t),t)det(dxe(X,t))dX

N /U %(f(so(X, t),t) det(d, (X, 1)) dX

:/U %f(gp(x,t),t)det(dzw(X,t))

+ fp(X, t),t)%det(dxso(X, t))dX

N / (%f(SO(X, t),t) + f(p(X,1),1) Dav(p(X, t),t)>
Uo
det(dxp(X,t))dX.

Der letzte Schritt wird durch Lemma A.7 gerechtfertigt, was die nochmalige An-
wendung des Transformationssatzes ermdoglicht:

:/ %f(gj’t)—{—f(gp(X,t),t)Dx”(@(AX?t)’t)d:B
U(t)

Wandelt man die materielle Ableitung nun noch wie in Gleichung A.1 in eine
rdumliche um, so ergibt sich die zweite Gleichung des Satzes. O]
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Lemma A.7 (Ableitung von Determinanten).
1. Ist A: R — GL,(R) stetig differenzierbar, so gilt
4 det A(t) = tr d —A()A(t)™" ) det A(t)
de de '
2. Fir alle Stellen, an denen dxo(X,t) requldr ist, gilt
d
Edet(dxgo(X t))= Dyu(p(X,1),t)det(dyep(X,t)).
Beweis. Zu 1: Mit

= (Aj)j_l = A(t)

.....

(ai,J)@ =1
werden die Eintrége bzw. die Spalten von A(t) bezeichnet, mit
(0id) i jctn = (Bi) oy a = A0

die Spalten von A~ (¢).
Dann ist bekanntermaflen

d

.....

.....

3 det At Zdet 24 L4
(Entwmklungssatz von Laplace) (A.2)
= ZZ i A det Ay

i=1 j=1

wobei A~ die Teilmatrix von A(?) ist, die durch Streichen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte entsteht. Die Cramersche Regel liefert

bj,i det A( ) ( )1+] det A~

2,5
was in A.2 zu

d
&detA ) = det A(t szta” i

= det A(t) zn; k%(t)Al)m = det A(t) tr (%(t)A(t)l)

fithrt.
Zu 2: Man verwende in Aussage 1 die Gleichung A(t) := dx¢(X,t). Es folgt

A0 = dx (X)) = dxolelX.0.0

dt
(Kettenregel)

was durch Einsetzen in Aussage 1 Teil 2 des Lemmas bedingt. O]
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A.3 Mafle und Dichten

Bevor der Transportsatz zum ersten Einsatz gelangt, mufl noch etwas {iber soge-
nannte ,set-functions®, also Funktionen, die auf der Potenzmenge einer anderen
Menge erklart sind, gesagt werden, denn in einem Fluid ist zum Beispiel die
Eigenschaft Masse fiir Teilvolumina des Fluids, nicht aber fiir einzelne Punkte,
sinnvoll erklart.

Das angemessene mathematische Konzept findet sich in dem Begriff des Mafes.
Da der Transportsatz Aussagen iiber Integrale erméglicht, sollten die auftreten-
den Mafle am besten als Integrale darstellbar sein.

Satz A.8 (Radon und Nikodym). Sei (2,8, u) ein o-endlicher Mafraum und

v ein endliches, vorzeichenbehaftetes Maf$ auf 8. Dann sind dquivalent:
1. f(A)=0 = v(A) =0 firalle A€ 8.
2. Das Maf v ist beziiglich p absolut stetig.

3. Es existiert eine Funktion f € L1(u), so dafs

V(A):/Afdu fir alle A e §

qgilt. f ist v-fast-iiberall eindeutig.

Dabei heifit o-endlich, dafl jede Menge A € § als hiochstens abzihlbare Vereini-
gung von Mengen mit endlichem Mafl dargestellt werden kann.

Solange also eine physikalische Grofle v auf ,,Objekten ohne Volumen® nur den
Wert Null annimmt, kann sie als Integraldichte f dargestellt werden, indem man
fiir 4 das Lebesguemafl L™ des R™ wahlt.

A.4 Kontinuititsgleichung und Massenerhaltung

In Hinblick auf den vorigen Abschnitt wird angenommen, dafl nur endliche Massen
betrachtet werden und auflerdem

L'(A) =0 = m(A) =0 firalle A CR", A messbar,

gilt. Dabei bezeichnet m(A) die Masse von A. Wegen Satz A.8 existiert die soge-
nannte Massendichte p mit der Eigenschaft

m(A):/Ap(a:,t)dm.

In der nichtrelativistischen Physik gibt es den
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Satz A.9 (Massenerhaltung). Die Masse des Gebietes U(t) aus Abschnitt A.2
1st zeitlich konstant, also

Em(U(t)) =0 fir alle t € [to,t.).
Wendet man auf diese Identitéit den Transportsatz an, so erhélt man die Konti-

nuitatsgleichung in Integralform:

d d
0= &m(U(t)) =% /U(t) p(x,t)dx

(A.3)
_ / D)+ @Dp(r, ) 5 pl ) Dov

Da ¢(-,t) ein Homéomorphismus ist, kann durch geeignete Wahl von U zum
Zeitpunkt t jede Teilmenge von €(t) in der Form U(t) geschrieben werden —
deshalb kann Gleichung A.3 lokalisiert werden, was auf ihre differentielle Form

0= Dyp(x,t) + (vD,)p(z,t) + p(x,t) Dy
(Produktregel) (A.4)
= Dip(z,t) + Dy (p(z, t)v(z,t)) fiir alle (z,t) € C(Q, to, te)

fiihrt.

Bemerkung A.10. Nachdem man die Produktregel angewendet hat (in der In-
tegralform), liefert der Satz von GauB folgende Version des Transportsatzes fiir
skalarwertige Funktionen:

4 flz,t)de = / Dip(x,t) de + ]{ p(z, t)on(z,t) do(x). (A.5)
dt Juw U(t) auU(t)

n(x,t) ist die duflere Einheitsnormale auf OU(t) an der Stelle (z,t). Betrachtet
man nun noch einmal das Prinzip der Massenerhaltung, so ergibt sich hieraus:
Der Massengewinn iiber die Oberflédche eines Gebietes wird genau durch die Dich-
tednderung im Inneren dieses Gebietes kompensiert.

Im weiteren werden nur Fluide mit konstanter Dichte untersucht, was den Erhal-
tungssatz auf

D,v(z,t) =0 fir alle (x,t) € C(Qq, to, to), (A.6)
plx,t) =p>0 (A7)

reduziert. Diese Vereinfachung kann unter folgenden Bedingungen gerechtfertigt
werden:

e Die auftretenden Geschwindigkeiten sind im Vergleich zur Schallgeschwin-
digkeit des Fluids klein; bei fast allen Fliissigkeiten liegt sie zwischen 10007
und 1500%, bei Gasen in der GroBenordnung von 20024007
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e Insbesondere bei Gasen diirfen Druck und Temperatur nur sehr geringen
Schwankungen unterworfen sein. Die Dichte von Fliissigkeiten hingt nur
schwach von der Temperatur ab — andererseits fithren grofle Temperatur-
unterschiede auch bei ihnen zu Problemen, wie in Abschnitt A.6.2 deutlich
werden wird.

Bemerkung A.11 (Mehrphasensysteme). Im Falle mehrphasiger, nicht-mischbarer
fluider Systeme gilt Gleichung A.6 in jeder Phase, doch ist p auf der Phasengren-
ze noch nicht einmal stetig. Es mufl deshalb eine Bewegungsgleichung fiir die
Phasengrenze aufgestellt werden, auf der Randbedingungen von der Form

Uy (xa t)nPhasengrenze (ZE, t) =0

eine Trennung der Fluide gewéhrleisten.

A.5 Dynamik

Die Herleitung der Bewegungsgleichungen basiert im wesentlichen auf den drei
Newtonschen Axiomen und den Erhaltungssétzen fiir Impuls und Drehimpuls.
Dabei treten Kréfte auf, die sich grob in zwei Kategorien einteilen lassen:

1. Volumenkrdifte konnen als Kraftdichten, die auf jedes Fluidvolumen wirken,
beschrieben werden; in diese Kategorie fallen zum Beispiel Gravitation, die
Corioliskraft aufgrund der Erdrotation oder die Wirkung externer Magnet-
felder.

2. Kontaktkrifte wirken direkt zwischen einzelnen Fluidpartikeln aufgrund
elektromagnetischer Wechselwirkung. Dies unmittelbar zu simulieren ist
weder theoretisch noch numerisch fiir makroskopische Fluidmengen durch-
fithrbar. Daher widmet sich ihnen der Rest dieses Abschnittes.

Axiom A.12 (Euler-Cauchy-Prinzip). Die Kontaktkrdifte im Inneren eines
Fluids sind durch das Vektorfeld

t: C(Qo,to,te) x S™ — R": (z,t,n) — t(z,t,n) (A.8)

wie folgt gegeben:
74 t(z,t,n(z,t))do(z) (Ut) C Q1)) (A.9)
oU (1)
ist die Kraft, die das Fluid in Q(t) \ U(t) auf U(t) ausibt. Analog ergibt
f Hz.t.n(z, ) A (x — 20) do(z)  (U(#) € Qt), 29 €RY)  (A.10)
aU (1)

das von Q(t) \ U(t) auf U(t) ausgeiibte Drehmoment beziiglich der Drehachse xy.
t heift Spannungsvektor.
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Als néchstes wird ein Ausdruck fiir den Impuls bzw. Drehimpuls von U (t) ange-
geben:

I(U(t)) := /U(t) p(x,t)v(z,t)dr (Impuls), (A.11)

L(U(t)) := / p(z,t)(x — xo) Av(x,t)de  (Drehimpuls). (A.12)
U(t)
Axiom A.13 (Isaac Newton). Die zeitliche Anderung des Impulses eines Kor-

pers ist gleich der Summe der auf thn einwirkenden Krifte.

Axiom A.13 und der Transportsatz ergeben zusammen

ji(t)t(a:tna:t / flz, t)p(z,t)dz

o C0) (A.13)

= / D:(pv) + (v D,)(pv) + pv Dyvdz.
Ut)

Da nicht klar ist, wie man das auftretende Oberflichenintegral in ein Volumenin-
tegral umwandeln kann, erscheint diese Gleichung nicht als niitzlich. Aus grund-
legenden Bewegungsgesetzen ergeben sich jedoch Bedingungen an die Struktur
des Spannungsvektors, die jetzt untersucht werden.

A.5.1 Spannungstensor

Als erstes erhdlt man aus dem dritten Newtonschen Axiom (actio gleich reactio)
das

Lemma A.14. Es gilt
—t(x,t,n) =t(x,t,—n) fir alle (z,t,n) € C(Qo, to, t.) x S™

Beweis. Seien A(t), B(t) C Q(t) mit gemeinsamem Rand r(t) = 0A(t) N 0B(t).
Dann verhalten sich die Kontaktkrafte, Fx _, g und Fg _ A, die die Gebiete auf-
einander ausiiben, so:

]{(t) —t(z,t,n(z,t))do(z) = —Fp _ A
=F\_p= tx,t, —n(z,t))do(z). (A.14
]{(t) t(z,t, —n(z,t))do(z). (A.14)

Wié&hlt man nun einen beliebigen Punkt (x,t,n) € C(Qo,to,te) x S™, so gibt es
eine Schar von offenen Kreiszylindern K., r > 0, mit folgenden Eigenschaften:
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1. K, CQ(t).
2. x liegt im Schwerpunkt von K.
3. n ist die Symmetrieachse von K,.

4. Die Hohe und der Basiskreisradius von K, sind gleich r.

Schneidet man K, mit einer Hyperebene orthogonal zu n durch x und nennt die
zwei Teile A(t) und B(t), dann ist deren gemeinsamer Rand r(t) eine (n — 1)-
dimensionale Vollkugel.

In A.14 stimmt die Normalenrichtung in beiden Integranden konstant mit n bzw.
—n iiberein. Fiir » — 0 konvergieren daher beide Integralmittel in

t(z,t,n)do(x 7{ n)do(x)
|7’ )y ~ IOl

nach Lebesgues Satz uber die Ableitung (siehe [19]) gegen den Wert des jeweiligen
Integranden in (z,t), was den Beweis Vervollstandlgt ]

Definition A.15. Sei U(t) C €(t) ein offenes, beschrénktes, konvexes Gebiet,
xg € U(t) und r > 0. Dann sei

Ur,mg = T(U(t) — $0) + X9

die mit 7 um x, skalierte Menge U (t).

Als néchstes wird gezeigt, dafl die Kontaktkrifte lokal im Gleichgewicht sind.
Was das genau bedeutet, erklart

Lemma A.16. Ist U(t) C Q(t) ein offenes, beschrinktes, konveres Gebiet und
xo € U(t), so gilt

1
|8UT,&?0| OUr,z,
Beweis. Sei U(t) C Q(t) ein offenes, beschranktes, konvexes Gebiet und zy €
U(t). Man rechnet leicht |U,.,| = r"|U(t)| und [0U,.,| = r"*0U(t)| nach.

Auferdem gilt U, ,, C U(t), wenn r < 1 ist. Dann liefert die Bewegungsgleichung
A.13 nach Division durch |0U, 4, |

t(z,t,n)do(x)

— 0 fir r—0.

1

—_ t(z,t,n(x,t)) do(z)
‘aUT,on OUr,

1
— |(9U ‘ —fp+ Dt(,OU) + (U Dx)(pv) + pU( val dz
7,20 Urzo :VF
sl ]
~ |OU; 40| ’
Ult
| ()| HFHOOU(t — 0 fir r—0,

~ou ()]
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was den Beweis abschlief3t. O]

Auf der Grundlage der vorangehenden Lemmata l&8t sich zeigen, dafl der Span-
nungsvektor , linear von der Normalenrichtung n abhéngt, was dazu fiihrt, dafl
auf das Oberflachenintegral in A.13 der Satz von Gaul angewendet werden kann.

Satz A.17. Es gibt eine stetige Funktion T : C(Qo,to,te) X S — R" " s0 daf
fir alle (z,t,n) € C(Qo, to, te) x S™

t(z,t,n) =T(z,t)n
erfillt ist. Man nennt " den Spannungstensor.

Beweis. Der Spannungstensor wird fiir beliebige (z,t) € C(Qo, to,t.) durch R-
lineare Fortsetzung der folgenden Zuordnung definiert:

T(z,t): e — t(x,t,e;) fiir i=1,...,n.

T wird so offensichtlich zu einer in (x,t,n) stetigen Funktion. Man fixiere nun
einen beliebigen Punkt (x¢,t,ng) € C(Qo, to,te) X S™, der ng > 0 (komponenten-
weise) erfiillt, sowie ein beliebiges € > 0.

Sei S, r > 0, eine Schar von n-Simplizes mit den Figenschaften:

1. zq ist der Schwerpunkt von S, r > 0.
Die Seite F, von S, hat fiir alle » > 0 die duflere Normale ny.

Die Seiten F,;, ¢ = 1,...,n haben fiir alle » > 0 die &ufleren Normalen —e;.

-~ W N

Der Umkreisradius von S, ist fiir alle » > 0 gleich r.

Da ¢ stetig ist, existiert ein ry > 0, so daB jedes 0 < r < ry die Ungleichungen

< e|F.ol, (A.15)

‘ / z%xatfn'o) dO'(l') - |FT,0|'E(I0)t7n0)
Fro

<elF.;| fir i=1,...,n (A.16)

/ tA(I7 t, _ei) dO'(.ZU) - |FT,Z'|£(‘T07 t _ei)
FT,'L

erfiillt, und zusétzlich S,, C U(t) wahr ist. Beachtet man, dal man

fg& i(x,t, n(z, 1)) do(z) :ﬁro i(x,t,n0) do(x +Zf e;) do(x)

schreiben kann, so folgt aus A.15 und A.16 mittels Dreiecksungleichung

%f(:c,t,n(:c,t))da() |Folf(zo, £, no) — Z]Fm|t:v0,, )
oSy

< (n+ e max. (|Fql). (A7)

.....
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Im néchsten Schritt werden die in A.17 auftretenden MaBe der F,.; gegen |F}.
abgeschétzt. Fiir die Seiten des Simplexes S, findet man fiir i =1,...,n

|Fr,i| - |Fr,0|‘ (Alg)

Wendet man A.18 und Lemma A.14 auf A.17 an, so ergibt sich

ff;, il tn(e ) do() = <f(x0, o) — 3 (mo)id(ao. . ez»)> ‘

i=1

i

~
=T (x0,t)no

< (n+ elFrgl, (A19)

was per Dreiecksungleichung und Division durch |F, | zu

| é(wo, t,m0) — T(wo, t)ng | < (n+1)e (A.20)

fé faton(z.)doa)

+ -
|F'r,0|

wird. Um Lemma A.16 auf den rechten Term von A.20 anwenden zu konnen, wird
mittels A.18

0S| = |Frol + > _|Fril = [Frol <1 + Z(”0)1‘> = [Fy,0|C(no)

i=1 =1

abgeschitzt, wobei C'(ng) > 0 eine Konstante ist, die nur von ny abhéngt. Somit
erhélt man

C(no)
|05, |
=(n+1+C(ng)e

| {0, t,m0) — T(wo, t)no | < (n+1)e +

qus it n(z, 1)) do(z)

(A.21)

fir alle hinreichend kleinen 7. Damit ist die Gleichheit von ¢ und 7T fiir alle
ng € S, ng > 0, bewiesen.

Dasselbe Argument 148t sich fiir alle ng anwenden, die in jeder Komponente von
Null verschieden sind, indem man die Koordinatenachsen, deren Komponente
negativ ist, umkehrt. In dem entstehenden Koordinatensystem gilt wieder ng > 0.
Es fehlt noch der Beweis der Gleichheit auf dem Schnitt der Koordinatenebenen
mit der S™: Sowohl ¢ als auch T sind fiir alle ny € S" definiert und stetig.
Da sie nach dem Vorangegangenen sogar auf einer offenen Teilmenge von S™
ibereinstimmen, deren Abschluf} die gesamte S™ ist, folgt aus der Eindeutigkeit
der stetigen Fortsetzung auf den Abschlufl die Gleichheit beider Funktionen und
damit die Behauptung des Satzes. [

Bemerkung A.18. Im Gegensatz zum Spannungsvektor ist der Spannungstensor
sogar auf C(Q, to,t.) x R™ erklart.
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Prinzipiell kann man jetzt die Bewegungsgleichung A.13 lokalisieren, doch vorher
wird bewiesen, dafl der Spannungstensor symmetrisch ist, weil diese Eigenschaft
in Abschnitt A.6.2 beno6tigt wird und ihr Beweis analog zum gerade Gesehenen
verlauft.

A.5.2 Symmetrie des Spannungstensors

Wie fiir den Linearimpuls existiert ein zweites Newtonsches Axiom auch fiir den
Drehimpuls L, der in A.12 definiert wurde. Mit Hilfe des Transportsatzes ergibt
sich eine zu A.13 analoge ,, Drehbewegungsgleichung® beziiglich einer Drehachse
in zg € R™.

Notation A.19. Ist x die rAumliche Variable und xq € R™ der Punkt auf den die
Drehung bezogen wird, so wird ¥ := x — x( geschrieben.

j{ t(z,t,n(z,t)) A (x — 0) do(z) + / plz,t)(x —x0) A f(z,t)de
Ut)

U(#)

= / Di(p(x — x9) Av) 4+ (vDy)(p(z — xo) Av) + p(x — 29) A v Do de.
o (A.22)
Es a8t sich beweisen, daf sich die Drehmomente lokal im Gleichgewicht befinden.
Lemma A.20. Ist U(t) C Q(t) ein offenes, beschrinktes, konveres Gebiet und
xo € U(t), so gilt

t(z,t,n) A& do(z)

— 0 fir r—0.

1
|8Umco ‘ OUr,z

Beweis. Sei U(t) C Q(t) ein offenes, beschranktes, konvexes Gebiet und zy €
U(t). Aus der Drehmomentgleichung A.22 folgt dann

‘ 7{@ izt n(x, 1)) A 7 do(z)

/ P 1) A F(z,1) + Dy( A (p))
U(t) —_——

=ZA D¢ (pv)

(. i

+ (vD.)(Z A (pv)) +& A (pv) Dyv dz|.

=:A

Wegen

A= ((vD)Z) A (pv) + & A ((vDy)(pv)) =& A ((vDy)(pv))
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erhalt man mit F' aus dem Beweis von Lemma A.16

7{ t(z,t,n(z,t)) AT do(z
Ut)

< ’Ur,xo’Hi’ A FHOO,Ut
S |U7"7xo|||F||OO,U(t)||i'||oo,U(t)
= |U7"7wo|||F||OO,U(t)C(U(t))7" — 0 fir r—0.

’/ FAF(z,t,0(z, b)) dz

Da man den Grenzwert auch noch nach der Division durch |U, ,,| durchfiihren
kann, ist die Behauptung bewiesen. O]

Obwohl sich das Resultat des néchsten Satzes von A.17 unterscheidet, gleichen
sich die Beweismethoden — die Integralform einer Bewegungsgleichung wird auf
ein ,infinitesimales Volumenelement® angewendet.

Satz A.21. Fir jedes (z,t) € C(Qo, to,te) gilt: Der Spannungstensor ist symme-
trisch.

Beweis. Die Symmetrie wird fiir einen beliebig zu wihlenden Punkt (zg,t) €
C(Q0, to, te) gezeigt. Es wird B, := {x € R™ | ||z — x¢||2 < 7} definiert, und

..........

seien die Komponenten bzw. die Spalten von 7'(z, ).

j{ t(z,t,n(z,t)) ANido(z) = % (T'(z,t)n) A zdo(zx)
0B, 0B,
jg Zn]T Az do(x)

Br =1

(Satz von Gauﬁ)

/ Z Dy (A.23)

/Z((Z@Dt”) —TjAej> dz
:/ (D:BT)/\jdx—/ Az, t) d.

Dabei ist

t) = i ti,jei VAN €;j.

ij=1
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Die Gleichung A.23 wird nach dem Integral iiber A aufgelost und durch | B, |
geteilt, was auf
1 -

1 1 N
L A de = — [ (D) AFdr — —— ]{t AEdo(z)  (A.24)
|B:| /s, |B| /s, | B |

fithrt. Aufgrund von Lebesgues Satz iiber die Ableitung gilt fiir die beiden ersten
Terme in A.24

1 _ _
] Az, t)de — A(xg,t) fir r—0,
T B,
1
B (D, TYNzdx — (D, T) A (g —x9) =0 fiir r — 0,
r B,

und fiir den letzten gilt wegen Lemma A.20

1
| By |

%fA:ﬁda(x)HO fir r —0.

Somit ergibt sich
n
A(l’o, t) = Z ti,jei AN €; = 0.
ij=1

Nun 188t sich T'(zo,t) eindeutig als S + A schreiben, wobei S = (T + T7)
symmetrisch und A = (T — T7) antisymmetrisch ist. Wegen

A= % Z ti,jei®ej — % Z tl-,jej X e;

ij=1 ij=1
n

n 1 ~
= Z§(€i®6j—€j®€i):Zei/\ej:A(fL‘o,t)

i,j=1 ,j=1
ist der antisymmetrische Anteil von T'(zg,t) Null, was den Satz beweist. O

Mit dem Wissen aus Satz A.17 kann jetzt die Bewegungsgleichung A.13 lokalisiert
werden. Der Term

7{ t(z,t,n(x,t))do(x) = 7{ T(z,t)n(zx,t)do(z)
oU (t)

U (t)

= / D, T (z,t)dx
U(t)

wird mit dem Satz von Gauf} in ein Volumenintegral umgewandelt; dabei ist D, T
als (D,T1.,..., D,T,.)T, also als Spalte, die die Divergenzen der Zeilen von T
enthélt, definiert. Das liegt daran, daf fiir gewohnlich im Satz von Gauf ein Ska-
larprodukt von Spalten steht, wihrend das Matrix-Vektor-Produkt hier von der
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Form Zeile x Spalte ist. Deshalb erhilt man die grundlegende Bewegungsglei-
chung
D:(pv) + (vD.)(pv) + pv Do = DT + pf. (A.25)

Wenn man sich auf inkompressible Fliisse (D,v = 0) und konstante Dichte ein-
schrankt, wird sie zu

p(Dw+ (vD,)v) = D, T+ pf. (A.26)

A.6 Modelle fiir den Spannungstensor

Nachdem im vorhergehenden wesentliche Eigenschaften des Spannungstensors
hergeleitet wurden, kénnen jetzt Modelle angegeben werden, die diesen geniigen.
Experimente der Hydrostatik legen folgendes nahe:

Axiom A.22 (hydrostatischer Druck). In ruhenden Fluiden gibt es eine
Funktion p : Qo — R : « — p(x), deren Integral ¢, p(x)ndo(x) dber eine
Hyperfliche F' C Qg die Kraft angibt, die das Fluid auf der von n abgewendeten
Seite auf F' ausiibt. p heifit der Druck.

Man beachte, dafl die Kraft, die der Druck erzeugt immer orthogonal zur betrach-
teten Oberfliche wirkt.

A.6.1 Eulergleichungen

Das einfachste Modell fiir den Spannungstensor bewegter Fluide wire, daf§ der
Druck zeitabhéngig ist, aber ansonsten keine weiteren Kontaktkréfte auftreten.

= T(z,t) := —p(z,t) Lixn.
Auf diese Weise erhilt man aus A.25 die Eulergleichungen
Di(pv) + (v Dy )(pv) + pv Dyv = —Dop + pf. (A.27)

Fluide, die dieser Bewegungsgleichung gehorchen heiflen ideal, da sie keine innere
Reibung besitzen. Obwohl diese Bewegungsgleichungen in vielen Anwendungs-
gebieten eine gute Approximation des realen Fluidverhaltens liefern (z. B. bei
Gasen), sind in dieser Arbeit Fluide von Interesse, deren Kontaktkrifte nur ei-
nem komplexeren Ansatz geniigen.

A.6.2 Navier-Stokes-Gleichungen

Auch die Navier-Stokes-Gleichungen sollen den hydrostatischen Fall korrekt be-
schreiben; dort ist der Spannungstensor isotrop:
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Definition A.23 (isotrope Tensoren). Eine p + ¢-lineare Abbildung

L:R"X - xR* xR x .. x R — R

p Faktoren q Faktoren

heifit p-fach kontravarianter und ¢-fach kovarianter Tensor oder Tensor der Stufe
(p,q); L heifit isotrop, wenn fir alle orthogonalen Abbildungen M € O(n) gilt:

L(Mffla~--yM:Bpayp-‘rlMTy---ayp—&-qMT) = L(:L'la~--7$payp+17---ayp+q)
fiir alle z1,..., 2, € R™ i1, ..., Yprg € RV

Bemerkung A.24.

e Die 1-fach kovarianten und 1-fach kontravarianten Tensoren m(x,y) stehen
zu den linearen Abbildungen M : R® — R™ durch

m(z,y) = y(Mz) fiir alle z € R", y € R*"
in Bijektion.

e [sotropie eines Tensors bedeutet, daf3 er keine Raumrichtung auszeichnet
— auf den Bahnen der orthogonalen Gruppe in seinem Definitionsbereich
ist sein Wert konstant.

Als erstes wird 7" nun in den isotropen Teil

—p(x, ) Lsen = %tr(T(m,t))Ian (A.28)

und den Rest )
T:=T— =tr(T)un (A.29)
n

zerlegt. Mit derselben Technik wie in Satz A.30 kann man fiir Tensoren der Stufe
(1,1) zeigen, dafl die Vielfachen der Identitét die einzigen isotropen Tensoren der
Stufe (1,1) sind. Man beachte tr(T) = 0, was zusammen mit Lemma A.25 die
Bezeichnung mechanischer Druck fiir p und die physikalische Sinnhaftigkeit dieser

Zerlegung rechtfertigt.

Lemma A.25. st (xg,t) € C(Qo,to,t.), so gilt fiir die Normalkomponente der
Kontaktkraft

1
0B, ()] 9B, (z0)

Der ,Druckanteil“ der Kontaktkrifte beruht also im wesentlichen auf der Spur
von T.

1
n'Tndo(x) — Etr(T(xo,t)) fir r—0.
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Beweis. Sei (xg,t) € C(Qo, to, te), dann folgt mit der Transformation x —— x—xq
und dem Satz von Gaufl

1 1
n'Tndo(z) = n'T(z + 2o, t)ndo ()
’aBr‘ 9By (z0) ’aBr‘ 0B, (0)
Bl 1 (A.30)

= D.(T(x 4 zo,t)n) dz.
0B,| |B:| J5,0)

Nach der Anwendung des Transformationssatzes hat der Integrand die Form
T
T (2 + 0,1)%, so daB

1 n
D, (T(z + o, t)n) = =(D,T(z + x0,t)) Tz + . > tijlx + xo,t) Diz;

3,j=1

S|l S|

(D.T(x + 70,1)) T + %tr(T(:c a0, 1)

gilt. Zusammen mit ‘ggl = = ergibt dies in A.30

1

T
— n' Tndo(z)
‘aBT’ 8B’r(z0)
11

=—— (DT (x + o, 1)) 2w + tr(T(z + 20, 1)) dav.
n|B;| B(0)

Da der Integrand stetig ist, konvergiert das Integralmittel im rechten Term fiir
r — 0 gegen den Wert des Integranden bei x = 0, was das Lemma beweist. []

Der Tensor T heifit deviatorischer Spannungstensor und die durch ihn beschrie-
benen Krifte wirken nur in bewegten Fluiden. Da T und pl,,«,, symmetrisch sind,
ist T dies auch.

Im folgenden wird angenommen, daB T linear von d,v abhiingt. Das zusétzliche
Argument v von T hiitte auch schon bei der Herleitung der Eigenschaften des
Spannungsvektors ¢ beriicksichtigt werden kénnen, aber da es zu keiner Anderung
der Séatze in Abschnitt A.5 fithrt, konnte so die Notation etwas bequemer bleiben.
Prizise ausgedriickt heifit das: Es gibt einen Tensor L(n,y, u,w) der Stufe (2, 2),
so daf3

n

Tn = Z eiL(n,ek,eiT,elT)(dxv)k,l (A.31)
ik l=1
gilt.
Bemerkung A.26. Gleichung A.31 stammt aus der Annahme, daf} die Kontakt-
kréfte in einer Fliissigkeit das Resultat eines Impulstransports durch die Bewe-
gung von Fluidteilchen gegeneinander sind (Kraft ~ Impulséinderung). Entspre-

chend dem Prototyp
u + Dy(Fou)(x,t) =0
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einer Transportgleichung, geht man davon aus, daf§ die FluBfunktion F' von der
transportierten Grofle abhéingt. Da eine uniforme Geschwindigkeit nicht zu Wech-
selwirkung zwischen Teilchen fithrt, nimmt man eine Abhéngigkeit von d,v an
— der einfachste Zusammenhang ist natiirlich eine lineare Fluifunktion.

Um zu den Navier-Stokes-Gleichungen zu gelangen, geht man davon aus, dafl L
ein isotroper Tensor ist, was nach Satz A.30 eine drastische Einschrénkung der
Struktur von L nach sich zieht:

T, = (s j0k1 + B0 1050 + 70:005%) (dpv)y mit o, 8,7 € R.
Wegen der Symmetrie von T setzt man 3 = .
— T = atr(d,v)lx, +26Sym(d,v) mit o, [ €R,

wobei Sym M = %(M + MT) der Symmetrisierungsoperator ist. Man beachte,
daB tr(Sym M) = tr M fiir alle M € R™" gilt; zusammen mit der Spurfreiheit
von 1" ergibt sich

0=tr(7T) =anD,v+26D,v.
Ist D,v # 0, so erhélt man o = —%ﬁ, doch auch falls D,v = 0 ist, gilt

T = 25(Sym(d.v) - %valnxn) mit B eR. (A.32)

Der Koeffizient ¢ = [ heifit Zahigkeit. Insgesamt lautet der Spannungstensor
somit

1
T(z,t) = —p(x,t)Ihxn + 2u<Sym(dxv) - DxU[an>- (A.33)

Eine einfache Rechnung liefert

2
D.T = Dy (—pluxn = 2 Dot lyen + pt (dyv + d”) )
n
D1 DIU D1 Dx’U

=—Dup—— : + pAv + p
Dn va Dn Dx’U

-2
= —sz+ﬂ<nT D,(D,v) + Av).

Dieser Ausdruck fiithrt auf folgende

Aufgabe A.27 (Inkompressible Navier-Stokes-Gleichungen). Zu einem
Gebiet €, einem Zeitintervall [to,t.), einer Dichte p = py = const., einer Zahig-
keit p = pg = const. und einer dufleren Kraftdichte f bestimme man Funktionen
v(z,t) und p(z,t) in geeigneten Funktionenklassen mit geeigneten Rand- und
Anfangswerten fiir v, so daf fiir jedes (z,t) € C(Qo, to, te)
D,v(z,t) =0,
p(Dw+ (vDy)v) = —Dup+ plAv +pf

gilt. Das sind n + 1 Gleichungen fiir ebensoviele Unbestimmte.

(A.34)
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Teilt man die Bewegungsgleichung durch p, so erhdlt man Dyv+ (v Dx)v—l—% D,p—
%Av = f; der Faktor v = % wird kinematische Z#higkeit genannt. Er hat die
Einheit % und ist somit als Diffusionskoeffizient (fiir Linearimpuls) interpre-
tierbar.

Bemerkung A.28. Die Zéahigkeit vieler Fluide ist relativ stark von der Tempe-
ratur abhéngig, was bei Modellen mit groflen Temperaturdifferenzen nicht ver-
nachléssigt werden darf. Bei einem Druck von 100kPa gilt fiir Wasser laut [30]:
toec = 1793 uPa's, p1g0oc = 281, 8 uPas.

Isotrope Tensoren

In diesem Abschnitt wird der bereits verwendete Satz iiber isotrope Tensoren der
Stufe (2,2) bewiesen.

Notation A.29. [e1,...,e,] bezeichnet die Standardbasis des R", [e!, ..., e"] die
dazu duale (Standard-) Basis des R'". L = ¢;®e;®e*®e' ist der Tensor der Stufe
(2,2), der L(e;, e;,€¥, e') = 1 und L(e,, €, €°, e?) = 0 fiir alle (a, b, ¢,d) # (i, 7, k, 1)
erfiillt.

Da sie bei den folgenden Rechnungen teilweise niitzlich ist, mége ab jetzt die Ein-
steinsche Summationskonvention gelten, nach der iiber diagonal stehende, dop-
pelt auftretende Indizes summiert wird.

Satz A.30. Die Menge
{676 pe;@e;@e @6, 016 e;@e;@eF @l 6id)e;@e; ek e}

ist eine Basis des Raumes, welcher aus den isotropen Tensoren der Stufe (2,2)
besteht.

Beweis. Sei L ein beliebiger isotroper Tensor der Stufe (2,2) und seien i, j, k, 1 €
{1,...,n} beliebige Zahlen. Zunéchst wird mit ausgew#hlten orthogonalen Ab-
bildungen die Struktur von L eingegrenzt.

1. Sei O,, € O(n) die Spiegelung, die O,e,, = —e,, erfillt. Dann gilt
L(Omei, Opej, e*OL [ e'OT) = —L(e;, e, €*,€'), sobald m € {i,j,k, 1} ist
und m in dem Tupel (4,7, k,[) in ungerader Anzahl auftritt. Wegen der
Isotropie von L erhilt man so —L(e;, e;,€*,e!) = L(e;, e, €, e'), das heifit
L(ei, ej, ", e') = 0.

2. Es bleiben noch e; ®e; ®e’ @e7, ei®ej®ei®ej, ei®ej®ej®ei und e;®e;®
e'®e’ (i # j) als Basisvektoren mit moglicherweise von Null verschiedenen
Linearfaktoren in L. Sei im folgenden i # j. Es wird L(e; e;,e’,¢l) =
Ley, e1, €%, e?) gezeigt. Ist (i,7) = (1,2), so bleibt nichts zu tun. Sonst sei
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O € O(n) die Abbildung, die durch die nachfolgend angebene Permutation
von Basisvektoren eindeutig bestimmt ist:

(2),  i=1Aj#2,
0 =1 (1), J=2Ni#1,
)2)), i£1Nj£2
Da diese Permutationen selbstinvers sind, ist es auch O, so daf3
Les, e5,¢7,¢?) = L(Oe;, Oe;, O 2O = L(ey, e, €2, €?)
folgt. Offensichtlich ergibt sich mit diesen orthogonalen Abbildungen auch
L(e;,ej,€e',el) = L(ey, eq, e, €?) und L(e;, e, €7, e') = L(eq, ez, €2, e").

3. Durch die selbstinversen, orthogonalen Abbildungen O € O(n), die die Ba-
sisvektoren e; und e; (i # 1) vertauschen, findet man, dafl L(e;, e;,€;,€;) =
L(ey, e1,e1,eq) fiir alle ¢ gilt.

Also liegen die isotropen Tensoren in einen hochstens vierdimensionalen Teilraum
von U = span({by, ba, b3, b4 }), wobei

l~)1 = Z ei®e,~®ej®ej,

i#]

by = Zei®ej®ei®ej,
i#j

by = Zei®ej®ej®ei,
i#]

64 = Z e;Re;Re e’

1=1

definiert wird. Die ersten drei dieser Tensoren weisen grofe Ahnlichkeit mit Pro-
dukten von Kroneckertensoren auf; tatséchlich sind

by = by + by = 090ye;@e;@e" @6,

by = by + by = 0.0] e, @e; @ @,

by = by + by = 60le;Re; ek @e!

sogar isotrop:
b1 (O, Oy,u0" ,vO") = 676,027 O2yPu, (O~ ") v (O71);

= 070R 02" (0" jyqur (01O,
= 02" (0™ ygu, (0~)jv* OF
— 5gxpyq5§urvs = 0 o'y’ upuy

= by(z,y,u,v) fiir alle O € O(n).
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Die Rechnungen zu by und bs verlaufen analog. Als néchstes wird bewiesen, dafl
{b1, b2, b3} linear unabhingig ist. Dazu sei S := aby + bby + cbs = 0 mit a, b, ¢ € R.
Wegen S(ey, e, e?,e?) = a, S(ey, eq,el,e?) = b und S(ey,eq,e?,el) = cist a =
b = ¢ = 0, was lineare Unabhéngigkeit bedeutet. Zum Schlufl wird nachgewiesen,
daB b, nicht isotrop ist: Offensichtlich gilt 54(61, e1,el,et) = 1. Man betrachte die
Drehung O in der ejes-Ebene, die wie folgt definiert ist:

O: e — L(61 +e3), 69 — i(62 —e),ei— e (1#1,2).

V2 V2

Damit folgt

- 1.
bs(Oey, Oeq, ' OT, ! OT) = 154(61 +eg,e1 + ey, et + €% el +€?)
1 /- -
- Z b4(61761761761)+b4(€27€2762762>>
1
— 41
2 # )

was zeigt, dafl b, nicht isotrop ist.
Mithin hat der Raum der isotropen Tensoren als Teilraum von U maximal die
Dimension 3, so daBl {b1, by, b3} eine Basis fiir alle isotropen Tensoren darstellt. [

A.7 Randbedingungen

Da es sich als schwierig herausgestellt hat, Informationen iiber physikalisch sinn-
volle Randwerte zu finden, folgt an dieser Stelle eine kurze Ubersicht.
Anfangswerte fiir v kénnen weitgehend beliebig vorgegeben werden, solange sie
divergenzfrei sind. Bei stationdren Gleichungen treten haufig folgende Randbe-
dingungen an v auf:

e Dirichlet-Randbedingungen treten in zwei Situationen auf — zum einen in
Einstromungsbereichen des Randes (Inflow) als inhomogene Randdaten des
einstromenden Geschwindigkeitsfeldes — zum anderen als (meist) homogene
Randdaten an Randstiicken mit einer Haftbedingung (no-slip)?. Typisch
fiir den letzten Fall sind fliissig-fest-Phasengrenzen. Werden auf ganz 0f2
Dirichlet-Randbedingungen vorgeschrieben, so folgt aus Inkompressibilitét
und dem Satz von Gau8 die Kompatibilititsbedingung [, up(z)n(z)dox =
0.

o Neumann-Randbedingungen werden normalerweise nicht direkt verwendet,
da sie nur eine ,mathematische Interpretation” haben: Das Stromungsver-
halten @ndert sich beim Uberschreiten des Gebietsrandes nicht, was norma-
lerweise nicht experimentell modelliert werden kann. Da sie mathematisch

2Das Fluid haftet am Rand des Gebietes und dieser ruht.
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wohldefiniert sind, werden sie manchmal an weit vom zu modellierenden
Phé&nomen entfernten Randern als ,, Gleichgiiltigkeitsbedingung® eingesetzt.
Einstromen {iber solch ein Randstiick, d.h. v(z) - n(xz) < 0, deutet meist

auf fehlerhafte Modellbildung hin3.

Beim Ubergang zur schwachen Formulierung tritt auBerdem das Randin-
tegral fFN npurest dox auf, das verhindert, dafl die Stokes-Gleichungen ein
Sattelpunktproblem ergeben.

o Ausstromungs-Randbedingungen werden auf Randstiicken verwendet, wo
das Fluid aus dem Gebiet herausstromen soll (Outflow). Homogene Be-
dingungen dieser Art beschreiben Ausstrémen in Vakuum, inhomogene Be-
dingungen das Ausstromen gegen einen vorgegebenen Druck (z.B. atmo-
sphérischen Luftdruck). Wie bei Neumann-Randbedingungen weist Ein-
strémen {iiber einen solchen Rand auf Probleme im Modell hin. Die phy-
sikalisch korrekte (homogene) Bedingung lautet eigentlich 7T'n = 0 auf Ty,
d.h. die Randbedingung 3 aus Definition 1.4 ist eine Nédherung fiir den
Fall, da3 die Normalkomponente v von v Do = 0 erfiillt, denn dann ist
2Sym(dv)n ~ %. Insofern diirfen solche Rénder nicht zu nah an den Be-
reichen des Modells liegen, die genau untersucht werden sollen.

Ein Vorteil dieser Randbedingung liegt darin, dafl sie auf natiirliche Weise
zu der schwachen Formulierung als Sattelpunktaufgabe pafit. Dazu findet
man in [28] umfassende Betrachtungen.

o Gleit-Randbedingungen werden zur Modellierung von Phasengrenzen ver-
wendet, die das Fluid nicht durchdringen kann und wo der Geschwindig-
keitsgradient in Normalenrichtung keine tangentialen Spannungen erzeugt
(Reibungsfreiheit). Es handelt sich um eine Néherung fiir schnell flieBende
Fluide mit geringer Zahigkeit an einer festen Berandung.

Die Beschreibung eines schnell fliefenden Fluids geringer Zahigkeit in der Néahe
von festen Berandungen stellt eine schwierige Aufgabe dar: Die vermutlich physi-
kalisch korrekten Haft-Randbedingungen erfordern eine sehr feine Diskretisierung
in Randnéhe, da die Geschwindigkeit des Fluids sich rapide &ndert. Andererseits
sind die Gleit-Randbedingungen bei hohen Geschwindigkeiten eventuell eine zu
grofle Vereinfachung. Zu sogenannten Wandgesetzen im Zusammenhang mit Tur-
bolenzmodellen existieren viele Anséitze, deren Beschreibung an dieser Stelle zu
weit fiihrt.

An der Phasengrenze zwischen zwei Fluiden wird normalerweise folgendes Modell
verwendet:

3% = 0 besagt, daB sich v in Richtung n nicht dndert — diese Aussage ergibt auf In-

flowrdndern keinen Sinn, weil sie im Grunde keine Strémung auf dem Rand vorschreibt.
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1. Die Geschwindigkeiten am Rand gehen stetig ineinander iiber?, also v, —
vg = 0 auf I'.

2. Auf T herrscht ein Kréftegleichgewicht zwischen der Normalkraft ’y(R% +
coet ﬁ)n aufgrund der Oberflichenspannung, wobei R; (i =1,...,n—1)
die Hauptkriitmmungsradien von I' sind, und den Normalkréiften aus den

Fluidspannungen:
(Ty — Tp) (1 TR— )
1 2 v R R, .
Dabei ist sgn(R;) = 1 , wenn n auf die Seite von I' zeigt, auf der der

zugehorige Kriimmungsmittelpunkt liegt.

Diese 2n Gleichungen beschreiben die je n Komponenten v; und vy auf I'.

A.8 Dynamische Ahnlichkeit

Wenn Stromungsaufgaben experimentell untersucht werden, mufl oft auf ver-
kleinerte Modelle zuriickgegriffen werden (z.B. bei Stauddmmen, bei der Um-
stromung von Briickenauflagern). Es stellt sich die Frage, wie sich die Losungen
der Navier-Stokes-Gleichungen unter einer Skalierung der Parameter p, 1 und
der Mafistdbe (Skalen) fiir Léange L und Geschwindigkeit U verhalten. Der Ein-
fachheit halber werden die stationdren Gleichungen mit dem Kraftterm f = 0
untersucht. Die Navier-Stokes-Gleichungen kénnen durch folgende Transformati-
on in dimensionslose Gleichungen umgewandelt werden:

T /_V / ,_U($) / ,_p(IL’)
T t—ft, v(:v)—T, p(x)—pv2. (A.35)

Aufgrund dieser Regeln konnen die Differentialoperatoren in (A.34) umgeformt
werden:

D,v(z) = D, (VU'(%)) = %Dx’vl(l'/)v

Vv
Ayv(z) = Dy Dy(v(z)) = ﬁAx/U/(.%/), u. s. w.
Dies fiihrt mit der Bezeichnung R = % zu den transformierten Navier-Stokes-
Gleichungen
D' (2') =0,

) ) | ) (A.36)
(v'Dy)v' = —=Dpp’ + EAx/v )

4Das bedeutet, dafl sich die Fluide nicht voneinander 16sen.
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Die dimensionslose Zahl R heifit Reynoldszahl® der Stromungsaufgabe. Haben
Stromungsaufgaben auf geometrisch &hnlichen Gebieten in der dimensionslosen
Form die gleichen Randbedingungen und die gleiche Reynoldszahl, so heiflen sie
dynamisch dhnlich. Losungen solcher Aufgaben stehen via (A.35) zueinander in
Korrespondenz, was den Einsatz von mafistablich verinderten Modellen zur ex-
perimentellen Untersuchung von Stromungsaufgaben ermoglicht.

Physikalisch gesehen beschreibt die Reynoldszahl das Verhéltnis der Kontakt-
krafte zu den Inertialkraften, die auf das Fluid wirken. Insbesondere sind also die
Stokes-Gleichungen, die in dieser Arbeit untersucht werden, physikalisch nur fiir
Fliisse mit R < 1 anwendbar.

Bemerkung A.31. Es gibt noch eine Reihe weiterer dimensionsloser Parameter,
die bei Stromungsexperimenten mit von Null verschiedenen Krafttermen beriick-
sichtigt werden miissen (nach Lame, Prandtl, Strouhal und anderen). Die Wir-
kung eines konstanten Gravitationsfeldes der Stirke f(z) = pg hat zum Bei-
spiel auf skalierte Modelle unterschiedlichen EinfluB. Beim Ubergang von (A.34)
zu (A.36) wird aus f(z) = pg der Term f'(z') = g. Dessen Kehrwert heiBt
Froudezahl und mufl zusétzlich zur Reynoldszahl bei zwei Stromungsaufgaben
iibereinstimmen, wenn auch Gravitationseffekte beriicksichtigt werden sollen.

Snach O. Reynolds, 1883; G. G. Stokes, 1851
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