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Glossar

Bezeichnungen fiir Gitter(elemente):

Mesh
Vertex
Edge
Face
Valenz

reguldrer Vertex

reguléres Face

extraordinary Vertex

tagged Edge

crease Edge
Tag-Summe

Patch
#V, #E, #F, #LP

getrimmte Flache
rectangular Grid

strukturiertes Gitter
Multiblock-Gitter

Gitter

Gitterpunkt

Kante zur Verbindung von zwei Vertices

durch Edges eingeschlossenes Flachenelement

Die Anzahl der Edges, die in einem Vertex zusammenlaufen,
nennt man Valenz dieses Vertex.

In einem reinen Vierecksgitter werden die Vertices mit Va-
lenz N = 4 im Inneren und N = 2 oder N = 3 auf dem
Rand als regulér bezeichnet.

Weisen alle vier Vertices eines Viereckfaces die Valenz N = 4
auf, so bezeichnet man dieses Face als regular.

Vertex, der nicht regulér ist, auch aufergewohnlich genannt.
In dieser Arbeit gilt fiir einen extraordinary Vertex in einem
reinen Vierecksgitter: N € {3,5,6}.

zur Bildung scharfer oder abgerundeter Kanten im Inneren
eines Gitters markiertes Edge

scharfe oder abgerundete Kante

Anzahl der in einem Vertex zusammenlaufenden tagged Ed-
ges

Fléachenstiick; kann aus einem oder mehreren Faces bestehen
Von links nach rechts: Anzahl an Vertices, Edges, Faces und
Limitpunkten

iiber eine Trimmkurve zurechtgeschnittene Flache

Gitter mit einer Rechteckstruktur; in jedem inneren Gitter-
punkt laufen vier Kanten zusammen

Gitter mit geordneter Nummerierung der Vertices

Aus mehreren Blocken zusammengesetztes Gitter, jeder
Block selbst ist ein strukturiertes Gitter.

Bezeichnungen aus dem Bereich Subdivision und Approximation:

Subdivision
Subdivision Surfaces
interpolierende Subdivision

approximierende Subdivision
Vertex-Split-Schema

Unterteilung einer Kurve oder Flache durch Erzeugung neu-
er Vertices

iterative Methode zur Erzeugung glatter Oberflichen aus
einem vorgegebenen groben Anfangsgitter

Subdivision unter Beibehaltung der Anfangsvertices
Subdivision mit Neuberechnung der Anfangsvertices
Subdivision-Methode, bei der jeder Vertex auf zwei neue
Vertices aufgeteilt wird, auch Corner Cutting genannt



Tabellenverzeichnis

Edge-Split-Schema
Face-Split-Schema

Maske

Limitpunkt

Limitkurve/-fliche

Surfacepunkt

Mathematisches:

Stetigkeit, Glattheit
Spline

B-Spline

uniformer B-Spline

Subdivision-Methode, bei der die neuen Vertices durch die
Teilung der Edges entstehen

Erweiterung des Edge-Split-Schemas: Bei Oberflichen wer-
den zusétzlich zu den Edges auch die Faces geteilt.
Abbildung oder Matrix, die angibt, welche Vertices bei der
Durchfiihrung eines Subdivision-Schrittes mit welcher Ge-
wichtung zur Berechnung eines neuen Vertex verwendet wer-
den

Der Limitpunkt L; zu einem Punkt Pg ist definiert als
L; = lim Pg , d.h. als die Stelle, an der der Punkt bei Durch-

—00
fiihruilg von j — oo Subdivision-Schritten liegen wiirde.
aus j — oo Subdivision-Schritten entstehende Kurve/Fliache
von Limitpunkten

durch die Projektion eines Limitpunkts auf eine gegebene
Oberflache entstehender Punkt

s. Kapitel 2.1

Eine Funktion, die stiickweise aus Polynomen mit dem maxi-
malen Grad n zusammengesetzt ist, heifst Spline n-ten Gra-
des. Thre Basisfunktionen sind die Monome ¢, ¢!, ¢, ... ™.
Spline mit speziellen Basisfunktionen mit kompaktem Tra-
ger (d.h., die Funktionen sind nur auf einem kleinen Intervall
von 0 verschieden). Der B-Spline n-ten Grades wird bezeich-
net als B"(t), wobei der Parameter ¢ innerhalb der Grenzen
des Knotenvektors liegt.

B-Spline mit dquidistantem Knotenabstand

XI



1 Einleitung

1.1 Motivation

In der Flugzeugentwicklung lauten die zentralen Ansatzpunkte heutzutage Sicherheit, Wirtschaft-
lichkeit und Umweltvertraglichkeit. Beispielsweise entstehen wihrend der Start- oder Landepha-
se starke Verwirbelungen bei der Umstrémung der Fliigel, die eine Gefdhrdung nachfolgender
Flugzeuge darstellen kénnen. Beim Reiseflug in einer Héhe von durchschnittlich elf Kilometern
dagegen beobachtet man - bedingt durch die umstrémende Luft - betrédchtliche statische und
dynamische Auslenkungen der Tragflachen. Derartige aerodynamische und im zweiten Fall zu-
sitzlich strukturdynamische Effekte wurden im Sonderforschungsbereich 401 ,Stromungsbeein-
flussung und Stromungs-Struktur-Wechselwirkung an Tragfliigeln” [1] in mehreren Teilprojekten
sowohl mit Hilfe von experimentellen als auch numerischen Methoden analysiert, um im Sin-
ne der eingangs erwahnten Entwicklungsschwerpunkte fiir zukiinftige Flugzeuge Fortschritte zu
erzielen.

Die numerische Simulation ist hierbei im Laufe der Zeit fiir die Beschreibung und das Verstéand-
nis komplexer Stromungsphénomene, die z.B. im Reiseflug oder wihrend der Hochauftriebsphase
auftreten, zu einem unverzichtbaren Mittel geworden. Sie kann Erkenntnisse liefern, die auf ex-
perimentelle Weise nur durch hohen zeitlichen und finanziellen Aufwand oder in vielen Féllen
iiberhaupt nicht erreichbar wéren.

Fiir den Sonderforschungsbereich wurde nachtriglich das Zusatzprojekt . Transsonische Ae-
rostrukturdynamik bei grofsen Reynoldszahlen“ genehmigt. Im Rahmen dieses Projekts wurde
ein Halbmodell entworfen (s. Abb. 1.1). Alle dort verwendeten Flachen sind ungetrimmte B-
Spline-Patches. In einem Transferprojekt wird der Fliigel um ein Winglet erweitert und anschlie-
flend im Windkanal getestet. Dabei sind umfangreiche und aufwéndige Strémungssimulationen
erforderlich, die hochqualitative Gitter erfordern. Zur Erzeugung der Oberflichen solcher Gitter
eignen sich die sogenannten Subdivision Surfaces, die erstmals 1978 vorgestellt und urspriinglich
z.B. fiir die Produktion von Trickfilmen entwickelt wurden. Sie bilden eine iterative Methode
zur Erzeugung glatter Oberflichen aus einem vorgegebenen groben Anfangsgitter. Die bei der
Computeranimation in den 1990er Jahren erzielten Ergebnisse lassen sich so adaptieren, dass die
Verfahren auch fiir die hier benétigten Zwecke Modellierung, Reparametrisierung und Gitterer-
zeugung [2| von Interesse sind. Nach einer Modifizierung der Unterteilungsregeln eignet sich eine
Variante dieser Subdivision Surfaces fiir die technische Anwendung besonders gut: die Catmull-
Clark-Methode [3], entworfen von Edwin Catmull, heute Président der Walt Disney Animation
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Studios und Pixar Animation Studios, und James H. Clark, Griinder der Silicon Graphics, Inc.
Als Grenzflache liefert die Methode fast iiberall reguldre B-Spline-Patches, die mit Ausnahme
weniger sogenannter aukergewhnlicher Punkte (extraordinary Vertices) C2-, d.h. kriimmungs-
stetig sind, und ermoglicht damit die Erzeugung besonders glatter Oberflaichen. Von besonderer
Bedeutung ist zudem, dass aus einem beliebigen Polyeder-Gitter bereits nach dem ersten Untertei-
lungsschritt ausschliefslich Vierecke vorliegen, welche die einzelnen Abschnitte der Spline-Flachen
vorgeben konnen. Die so gewonnenen Catmull-Clark-Oberflachen lassen sich im Anschluss zur
Approximation gegebener Oberflachen einsetzen, indem z.B. die Punkte der Grenzfliche auf die

Punkte der Zielfliche projiziert werden.

Abbildung 1.1: Halbmodell (Fliigel mit halbem, vereinfachtem Rumpf)

1.2 Ziele

Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Modifizierung und Erweiterung eines am Institut fir Geo-
metrie und Praktische Mathematik durch Dr. K.-H. Brakhage entwickelten C++-Programms (s.
[4]), das die Unterteilung von Gittern nach der Catmull-Clark-Methode beherrscht und bereits
eine Erweiterung der Unterteilungsregeln zur Modellierung scharfer Kanten und Beibehaltung
vorgegebener Kurven enthélt. Eine solche unverdnderliche Kurve tritt beispielsweise beim Halb-
modell aus Abbildung 1.1 am Ubergang vom Rumpf zum Fliigel auf. Zur grafischen Darstellung
des Anfangsgitters und seiner Unterteilungen wird eine OpenGL-Oberfléche verwendet.

Fiir dieses Programm soll zunéchst eine Konvertierung der bestehenden Algorithmen auf ein
neues und effizienteres Datenmodell durchgefiihrt werden. Hierbei werden die fiir die Bestandteile
eines Gitters (Vertices, Edges und Faces) zuvor verwendeten Arrays durch Vektoren aus der

Standard Template Library von C++ ersetzt (zur genauen Umsetzung und den Vorteilen s. Kap.
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3.3). Aufbauend auf dieser Anderung wird das Programm im Wesentlichen um die folgenden

Funktionalitdten erweitert:

e Berechnung der Grenzkontrollpunkte eines Gitters (Kontrollpunkte der Grenzfliche, die
nach unendlich vielen Unterteilungsschritten entstehen wiirde; auch Limitpunkte L ge-

nannt)

e Aufstellen der fiir die Approximation einer gegebenen Oberfliche erforderlichen Matrix A
und ihrer Transponierten AT, jeweils bestehend aus den Koeffizienten der Limitpunktbe-
rechnung (AV = L, wobei V die Vertices, also Kontrollpunkte des Gitters bezeichnet)

e Projektion der Limitpunkte auf ein Ellipsoid zur Bestimmung der sogenannten Surface-

punkte S
e Iterative Losung der Approximationsaufgabe ||AV — S||o — min iiber die CGLS-Methode

e Ausgabe der erzeugten Oberflichengeometrie fiir den institutseigenen B-Spline-Gitterge-
nerator GNAGG: Nach der Erweiterung des generierten Oberflichengitters zu einem Volu-
mengitter kann GNAGG dieses zu einem B-Spline-Gitter, wie es fiir adaptive Rechnungen
mit dem Stromungsloser QUADFLOW (s. Kap. 5.3) benétigt wird, weiterverarbeiten.

Die Realisierung dieser Ziele wird in Kapitel 3 beschrieben. Zuvor wird die zum Verstandnis
notwendige Theorie iiber Stetigkeit, Subdivision, B-Splines, das Catmull-Clark-Schema und die
Approximation gegebener Oberflichen in Kapitel 2 behandelt. Kapitel 4 zeigt beispielhaft mog-
liche Anwendungsweisen des entwickelten Programms. In Kapitel 5 wird anhand des konkreten
Falls der Simulation einer Uberschallanstromung einer Kugel, deren Oberfliche mit dem hier
entwickelten Programm erstellt worden ist, demonstriert, fiir welche Zwecke das Programm ein-
gesetzt werden kann. Zudem wird iberpriift, ob sich bei der Simulation physikalische Ergebnisse
einstellen. Kapitel 6 prasentiert schlieflich eine Zusammenfassung des Erreichten und gibt einen

Ausblick auf moégliche Programmerweiterungen.
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Die Beschreibung der Stetigkeit von Kurven und Flidchen in Abschnitt 2.1 basiert auf [5]. Die Aus-
fithrungen zu Subdivision-Grundlagen und Splines in den beiden darauf folgenden Abschnitten
2.2 und 2.3 sind in &hnlicher Form in [6] und [7] zu finden. Fiir die Kapitel 2.4 (Catmull-Clark-
Schema) und 2.5 (Approximation gegebener Oberflichen mit Catmull-Clark-Gittern) schlieflich
bildet [4] die Grundlage. Dort sind auch die Abbildungen 2.3, 2.4, 2.7, 2.8, 2.14 und 2.16 in
gleicher oder dhnlicher Form zu finden.

Zum besseren Verstandnis der in den Unterkapiteln 2.4 und 2.5 beschriebenen Theorie kann das
in Kapitel 4.2 angegebene Beispiel dienen, das anhand des hier entwickelten Programms unter an-
derem die Durchfiihrung der Catmull-Clark-Subdivision und der anschliefenden Approximation

demonstriert.

2.1 Stetigkeit und Glattheit von Kurven und Flachen

Da die Begriffe Stetigkeit und Glattheit im Laufe der Arbeit immer wieder auftauchen, werden
an dieser Stelle zundchst Definitionen dieser Bezeichnungen gegeben. Im Folgenden seien zwei
Kurvenstiicke x(u) mit w € [ugp,u1] und y(t) mit ¢t € [to,t1] gegeben, die sich im Punkt P =
x(uy) = y(to) beriihren. Fiir C*-Stetigkeit ist nun die Erfiillung der Bedingung

di

di

—y(®) Vi=0,... .k (2.1)

to u1

gefordert.
Die geometrische Stetigkeit GC* dagegen ist eine Abschwiichung der C*-Stetigkeit. Hier lautet

die Bedingung nach der Umparametrisierung der Kurve x(u) durch v — w(t) und mit u(tg) = u;

di

di
= @X(U(t»

— ,=0,...,k. 2.2
S () Vi=0...k (22)

to Ul :u(to)

Tabelle 2.1 listet fiir den Kurvenfall die in der Arbeit auftretenden Stetigkeiten und die jeweils
an sie gekniipften Bedingungen auf.
Gegeben seien nun zwei Flachen x(u,v) und y(s,t), die sich im Punkt P = x(@,0) = y(5,1)

beriihren. Nach den Umparametrisierungen u — u(s,t) und v — v(s,t) kann die Bedingung fiir
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cv y(to) = x(u1) (stetig)
ct CY und %y(t)‘to = %X(u)‘ul (stetig differenzierbar)
C? C! und %y(t)‘to = j—;x(u) u (kriimmungsstetig)

GCO(=CY) | y(to) = x(w1)
Gct GC° und %y(t)‘to = %u(t)‘to . %x(u)‘ul

2
ac? GO und %y(t)‘t = (&u,,) .%x(u)) + %u(t)]t Cdx(w)],
Q Ul Q

Tabelle 2.1: Ubersicht iiber Stetigkeitsbedingungen fiir Kurven

G C'-Stetigkeit mit Hilfe der Abkiirzungen

8k

Umn =  gamgm U(s,t) (t)—(s) mit k =m + n,
o . (2.3)
bn =  pamgm V(s 1) (ot)—(s) mit k =m+n

geschrieben werden als

(y3> _ <a10 bm) . (Xu> . (2.4)
yi aor  bo1 Xy

Fiir GC?-Stetigkeit muss zusitzlich die Bedingung

»

P P

Vss azy  bao . aiy 2a10b10 b1y w
U

Yoo | = [ a1 b (X)-i- aioao1  aiobor + apibio  biobor | - | Xuw (2.5)
v P D

Yt ag2  bo2 agy 2a01bo1 bg, Xow

erfiillt sein.

Der Begriff der Glattheit einer Kurve oder Flache hiangt direkt mit der Stetigkeit zusammen.
Vereinfacht ausgedriickt weist eine Kurve bzw. Fléche eine umso grofere Glattheit auf, je hoher
ihre Stetigkeit ist.

2.2 Subdivision-Grundlagen

Die Grundidee der Subdivision kénnte wie folgt formuliert werden: ,Subdivision liefert eine glatte
Kurve oder Oberflache als Limit einer Sequenz von aufeinander folgenden Verfeinerungen.* |6]
Beispiele hierfiir werden in den Abbildungen 2.1 fiir eine Kurve und 2.2 fiir eine Oberflache
gezeigt. Im Fall des Beispiels fiir die Kurve erkennt man, dass die vier Anfangspunkte im Laufe
der Unterteilungsschritte beibehalten werden. Dies nennt man interpolierende Subdivision. Bei
der Verfeinerung des Wiirfels dagegen handelt es sich um approximierende Subdivision, da die

Anfangspunkte mit jeder Iteration neue Koordinaten erhalten.
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AA

Anfangspolygon 1. Verfeinerung 2. Verfeinerung

Abbildung 2.1: Beispiel fiir interpolierende Subdivision bei einer Kurve

Q-¢-

Anfangspolyeder 1. Verfeinerung 2. Verfeinerung 3. Verfeinerung

Abbildung 2.2: Beispiel fiir approximierende Subdivision bei einer Oberfliche

Die Anfinge der Subdivision liegen {iber 60 Jahre zuriick. 1947 verdffentlichte Georges de
Rham einen Artikel iiber Corner Cutting [8] mit einem Verhéltnis von 1 : 1 : 1 (s. Abb. 2.3).
Aus dem Startpolygon mit den Kontrollpunkten Py, Py,...,P,_1 werden die Punkte P; nach

folgender Vorgehensweise aufgeteilt:

Qa1 = 3 (2Pg+Pyq)

PO —
Qo = 1(2Pg+ Py)
1
= z(2P1+P
P, Q 5 (2P1 + Po) (2.6)
Q: = 3(2P1+Py)
_ 1 , .
P, _ Qi1 = 3(2P; +P; )
Qx = :(2P;+Piy)

Das resultierende Polygon ist Ausgangspunkt fiir den néachsten, auf die gleiche Weise ausgefiihr-
ten Schritt. Da bei dieser Methode alle Kontrollpunkte auf zwei neue Punkte aufgeteilt werden,
spricht man von einem Vertex-Split-Schema. Die Limitkurve, die sich aus diesem sich wiederho-
lenden Prozess ergibt, ist nur GC? (= C¥), also stetig. Spiter verallgemeinerte de Rham sein

Schema, indem er ein Gewicht w einfiihrte und als Verhéltnis w : 1 — 2w : w verwendete. Er
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Abbildung 2.3: Corner Cutting nach de Rham
von 1947: Das #dufere Polygon mit den Punkten
Py, Pq,...,P,_1 wird zwei Mal mit dem Edgever-
h&ltnis 1:1:1 unterteilt. Das Resultat ist die innere
Kurve (RQ, Rl, ceey R4n—1)~

Abbildung 2.4: FEdge-Split-Schema mit zwei
Schritten: In jedem Schritt werden die Edges in zwei
Hilften geteilt. Die neuen Punkte auf den Edges
(ungerade Nummern) werden mit dem Vertexver-
héltnis 1:1 konstruiert, die alten Vertices erhalten

ihre neue Position durch das Vertexverhéaltnis 1:6:1.

zeigte, dass die Limitkurve GC' (= C! nach Reparametrisierung), also stetig differenzierbar,
nur fiir den Fall w = i ist. 1974 entwickelte George Chaikin einen leistungsfihigen Algorithmus
fir die Generierung von Kurven [9], der mit de Rhams Methode mit w = % ibereinstimmte.
Eine Analyse dieses Algorithmus brachte die Erkenntnis, dass sich als Limitkurve eine uniforme
B-Spline-Kurve ergibt, deren Kontrollpunkte die Vertices des Startpolygons sind. Weitere Un-
tersuchungen zeigten, dass jede uniforme B-Spline-Kurve mit beliebigem Grad iiber eine solche
Subdivision-Methode konstruiert werden kann. Fiir den kubischen Fall ist dies in Abbildung 2.4
aufgezeigt. Dort werden die Edges in zwei Halften geteilt. Aus diesem Grund nennt sich ein

solches Vorgehen Edge-Split-Schema. Die Formeln hierbei lauten:

Qo = % (Pp_1+ 6P+ Pq)
Q = S (Po+Py)
(2.7)
Q2 = % (Pio1 +6P; +P;y1)
Qoit1 = % (Pi +Piy1)

Die ersten Schemata fiir die Subdivision bei Flachen wurden 1978 vorgestellt. Eines davon ist
das Catmull-Clark-Schema, das in Kapitel 2.4 ausfiihrlich vorgestellt wird. Eine Klassifizierung

der verschiedenen Subdivision-Schemata fiir Flachen kann iiber folgende Aspekte erzielt werden:
e Art der Unterteilungsregel (Vertex-Split oder Edge-/Face-Split)

e interpolierendes oder approximierendes Verhalten
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o Glattheit bzw. Stetigkeit der Grenzflache
e Typ des zugrundeliegenden Meshes (z.B. Dreiecks- oder Vierecksmesh)

Beispiele fiir Methoden, die sich in diese Klassifizierung einteilen lassen, sind in Tabelle 2.2
aufgelistet. Auf diese verschiedenen Schemata wird mit Ausnahme der Catmull-Clark-Methode

im Folgenden nicht weiter eingegangen.

Edge-/Face-Split Vertex-Split
Dreiecksmesh Vierecksmesh
approximierend Loop (C?) Catmull-Clark (C?) || Doo-Sabin, Midedge (C?)
interpolierend | Modified Butterfly (C!) Kobbelt (C1) Biquartic (C?)

Tabelle 2.2: Klassifizierung verschiedener Subdivision-Schemata fiir Flichen

Da die meisten heute verwendeten Subdivisiontechniken wie oben beschrieben auf Splines,
insbesondere B-Splines, basieren und dies auch fiir die Catmull-Clark-Methode gilt, folgt in
Kapitel 2.3 eine kurze Erlauterung zu Splines, die auch die Verbindung zur Subdivision deutlich

machen soll.

2.3 Splines

Spline-Kurven sind stiickweise zusammengesetzte Polynome, die in ihren Segmenttrenngrenzen
festgelegte Stetigkeitsbedingungen erfiillen sollen. Der Grad n einer Spline-Kurve ergibt sich aus
dem maximalen Grad der beteiligten Polynome. In einem Beispiel fiir kubische Splines kann jedes

Polynomsegment in Vektorschreibweise formuliert werden als
£i(t) = a4t® + abt® + alt + aj). (2.8)

Hierbei sind die a’ die konstanten Koeffizienten, die die Form der Kurve im zugehérigen Seg-
ment i bestimmen. Diese Formulierung verwendet Monome (3, 2, t!, t°) als Basisfunktionen.
Bei kubischen Splines méchte man iiblicherweise erreichen, dass die Ubergéinge und damit die ge-
samte Kurve C2-stetig sind, wodurch die Koeffizienten benachbarter Kurventeilstiicke bestimmte
Vorschriften erfiillen miissen. Will man die Form der Kurve &ndern und dabei die Vorschriften
beibehalten, erfordert dies schwierige Umformungen, da sich alle Koeffizienten gegenseitig beein-

flussen. Verallgemeinert lautet die Darstellung der Gleichung (2.8)
f(t) =Y bi(t)P;. (2.9)

b;(t) sind die Basisfunktionen und P; die Koeffizienten, die Kontrollpunkte genannt werden. Statt
der Monome wihlt man jetzt die Basisfunktionen b;(¢) so, dass der Einfluss eines Kontrollpunkts

lokal ist (kompakter Triger) und dennoch stetige Kurven erzielt werden kénnen. Das bedeutet,



2 Theorie

dass bei beliebiger Verschiebung von Kontrollpunkten die Spline-Kurve dennoch ihre Stetigkeit
behilt, beispielsweise C2 im kubischen Fall. Diese Glattheitseigenschaft liefern die im folgenden
Abschnitt beschriebenen B-Splines.

2.3.1 B-Spline-Kurven

Es gibt verschiedene Moglichkeiten der Konstruktion von B-Splines. Gezeigt werden soll hier fiir
den uniformen Fall (da nur dieser fiir die Catmull-Clark-Methode ben&tigt wird) der Ansatz iiber
wiederholte Faltung. Als Startpunkt hierfiir wird der einfachste Fall, eine stiickweise konstante
Funktion (Grad n = 0), gewahlt, die als

f(t)=> B)(t)P; (2.10)

formuliert werden kann, wobei B°(t) die Rechteckfunktion

1, fuir0<t<1
Bo(t) = - (2.11)
0, sonst

ist und BY(t) = B(t — i) die Translationen von B°(t) sind. Die Faltung zweier Funktionen f(t)
und g(t) ist definiert als

(F+9)(®) = [ F(s)alt — s)ds. (2.12)

Eine B-Spline-Basisfunktion vom Grad n kann gewonnen werden, indem die Basisfunktion vom
Grad n — 1 mit BO(t) gefaltet wird. Als Beispiel sei die Definition des B-Splines ersten Grades

angegeben, der sich aus der Faltung der Rechteckfunktion mit sich selbst ergibt zu
Bl(t) = / BY(s)BO(t — s)ds. (2.13)

Grafisch kann Gleichung (2.13) wie in Abbildung 2.5 interpretiert werden. Eines der beiden
Rechtecke wird auf der xz-Achse von —oo bis oo verschoben, wihrend das andere seine Position
beibehalt. Der Wert der Faltung an einer vorgegebenen Stelle ergibt sich dann aus dem Flachen-
inhalt des Produkts der beiden Rechtecke an dieser Stelle. Das Resultat dieses Vorgangs ist die
in Abbildung 2.5 erkennbare lineare Dreiecksfunktion B(t).

Faltet man n Mal, ergibt sich der B-Spline vom Grad n zu

B () = / B 1(s)BO(t — s)ds. (2.14)

Dessen Stetigkeit folgt aus dem Theorem, dass aus der Faltung einer C*-stetigen Funktion f(t)
mit BO(t) eine C*Tl-stetige Funktion resultiert. Der B-Spline vom Grad n ist also C"~!-stetig,
da der lineare B-Spline (Grad 1) C%-stetig ist.
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Abbildung 2.5: Definition des linearen B-Splines B*(t) (rechts) iiber Faltung von B(t) mit sich selbst
(links): Die obere und untere Zeile zeigen unterschiedliche Momentanzustéinde der Faltung, identifizierbar
iiber den Pfeil.

Eine wichtige Eigenschaft von B-Splines ist ihre Verfeinerbarkeit, durch die sie mit Subdivi-
sionalgorithmen eng verbunden werden. Man versteht darunter, dass man neue Kontrollpunkte
so einfiigen kann, dass sich die Kurve, die durch den B-Spline beschrieben wird, nicht verdndert.

Die weiter oben konstruierten Basisfunktionen erfiillen die sogenannte Verfeinerungsgleichung

n+1
B (1) = 2% 3 <” ; 1) B (2t — k). (2.15)

Abbildung 2.6: Die lineare Dreiecksfunktion B;(t) kann als Linearkombination aus gestauchten und
verschobenen Dreiecksfunktionen §B*(2t) + B*(2t — 1) + £ B'(2t — 2) (gestrichelt und grau hinterlegt)
dargestellt werden.

10
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Eine B-Spline-Basisfunktion kann also als Summe {iber gestauchte und verschobene Kopien von
sich selbst formuliert werden. In Abbildung 2.6 ist dies am Beispiel der linearen Dreiecksfunktion
dargestellt.

2.3.2 Subdivision fiir B-Spline-Kurven

Betrachtet werde eine B-Spline-Kurve vom Grad n in der Darstellung
f(t) =) _ B (t)P; (2.16)
i

mit dem Vektor von Kontrollpunkten P = (...,P_9, P_1,Pg, P1,P5,...)T um einen zentralen
Punkt Py und dem Vektor der Basisfunktionen B*(¢) = (..., B*(t +2), B"(t + 1), B"(t), B"(t —
1), B"(t — 2),...). Hiermit lasst sich Gleichung (2.16) auch schreiben als

£(t) = B™(t)P. (2.17)

Fiihrt man nun den durch die Verfeinerungsgleichung motivierten Vektor B®(2¢) = (..., B"(2t +
2),B™(2t+1),B"(2t), B"(2t — 1), B™"(2t — 2), ...) ein, kann man iiber eine Subdivision-Matrix S
den Zusammenhang

B"(t) = B*(2t)S (2.18)

herstellen. Die Eintrdge der Matrix S sind durch die Verfeinerungsgleichung zu

1 /n+1
Stk = 2n( 1 > (2.19)

gegeben (mit ¢ = 0,..., Anzahl der Kontrollpunkte — 1 und k£ = 0,...,n + 1) und entsprechen
den Koeffizienten aus Gleichung (2.7). Die Kurve f(¢) (s. Gl. (2.17)) lésst sich nun schreiben als

f(t) = B*(t)P = B®(2t)SP. (2.20)

Mit der neuen Basis geht man also von den alten Kontrollpunkten P auf die neuen Kontrollpunkte
SP iiber, ohne die Kurve zu verédndern. Sie wird lediglich von doppelt so vielen Basisfunktionen
beschrieben, deren Trager jeweils halb so grofs ist. Dieser Unterteilungsschritt ldsst sich beliebig

oft wiederholen und man erhélt

f(t) = B"(t)PY
= B*(2t)P! =B"*(2t)SP°

= B"(2/t)P) = B"(2/t)S'P?, (2.21)
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wobei j das jeweilige Level der Verfeinerung angibt. Fiir die Beziehung zwischen den Kontroll-

punkten zweier oder mehrerer aufeinander folgender Subdivisionlevel ergibt sich
P/t = gpJ = git1IpY, (2.22)

Als veranschaulichendes Beispiel zeigt Gleichung (2.23) eine Unterteilung von Kontrollpunkten
des Levels j bei Verwendung kubischer B-Splines (Grad n = 3). Fiir das Level j 4+ 1 sind die

Punkte bestimmt tiber

p/t! 4400 0 :
pit! 16100 P/,
P/t 04400 P,
Pt :é 01610 P) (2.23)
pIt 00440 122
Pt 0016 1 P)
Pt 000 4 4 :

2.3.3 B-Spline-Flachen

Der Ubergang von B-Spline-Kurven zu B-Spline-Flichen erfolgt iiber einen Tensorproduktansatz.
Analog zu Gleichung (2.16) ergibt sich daraus die Darstellung einer B-Spline-Flidche vom Grad
(n,m) zu
F(t,s)=> Y Bi'(t)B}'(s)Pi. (2.24)
(]
Die aus den Tensorprodukten resultierenden Subdivision-Koeffizienten werden im Rahmen des
Catmull-Clark-Schemas in Kapitel 2.4, Gleichung (2.25) gezeigt.

2.4 Catmull-Clark-Schema

Die Catmull-Clark-Methode ist ein rekursiver Algorithmus fiir die Unterteilung bikubischer B-
Spline-Patches. Fiir Gitter mit einer Rechteckstruktur (im Folgenden rectangular Grids genannt),
bei denen in jedem inneren Gitterpunkt vier Kanten zusammenlaufen, liefert sie eine Standard-B-
Spline-Flache. Im Gegensatz zu den Tensorprodukt-Splines kann das Schema aber auch auf non-
rectangular Grids angewendet werden. In diesem Fall gewinnt man nach Anwendung der Methode
bis auf die Ausnahme einiger weniger Kontrollpunkte ebenfalls eine Standard-B-Spline-Fléche.
Mit Ausnahme dieser sogenannten extraordinary Vertices (s. auch Begriffserkldarung unten), an
denen man C'-Stetigkeit erhilt, ergibt sich fiir diese Fliche schlieklich C2-Stetigkeit. Wie schon

in Tabelle 2.2 gesehen, ist das Catmull-Clark-Schema als approximierendes Face-Split-Schema

12
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angelegt. Die hierfiir zugrundeliegenden Regeln werden weiter unten angegeben. Zunéchst sollen

aber wichtige Begriffe geklért werden, die im Folgenden haufiger auftreten:

e Valenz: Die Valenz N eines Vertex ist die Anzahl der Edges, die in diesem Vertex zusam-
menlaufen. Handelt es sich um einen Vertex, der im Inneren des Gitters liegt, also nicht

auf dem Rand, ist die Valenz auch gleich der Anzahl der zum Vertex benachbarten Faces.

e regulire und extraordinary Vertices: In einem reinen Vierecksgitter werden die Vertices
mit Valenz N = 4 im Inneren und N = 2 oder N = 3 auf dem Rand als regulér bezeichnet.
Weist ein Vertex eine andere Valenz auf, wird er extraordinary genannt. Fiir die in dieser
Arbeit interessanten Konzepte der Modellierung und Gittergenerierung (s. dafiir auch [2])

kann die Valenz der extraordinary Vertices auf N € {3,5,6} beschréankt werden.

e crease/tagged Edges: Crease Edges sind scharfe Kanten, die z.B. auf der Berandung eines
Gitters auftreten. Fiir die Berandung miissen spezielle Regeln aufgestellt werden. Beim
Catmull-Clark-Schema geschieht dies in der Weise, dass bei Durchfiihrung der Subdivision
die Berechnung der neuen Vertices der Randkurve nicht von Vertices im Inneren des Gitters
abhangt. Um auch im Inneren crease Edges einzufiihren, kénnen die gewiinschten FEdges
hierfiir markiert werden und die Regeln der Randkurve werden dann auf alle auf diesen

sogenannten tagged Edges liegenden Vertices angewendet.

e Maske: Subdivision-Regeln werden oft in Form einer Maske angegeben. Hierbei handelt
es sich um eine Abbildung, die zeigt, welche Kontrollpunkte bei der Durchfiihrung eines
Subdivision-Schrittes mit welcher Gewichtung zur Berechnung eines neuen Kontrollpunkts
verwendet werden (s. z.B. Abb. 2.8). Eine Maske kann auch in Matrixform formuliert

werden, wie es beispielsweise in Gleichung (2.25) der Fall ist.

2.4.1 Unterteilungsregeln und Eigenschaften des Schemas

Ein Unterteilungsschritt des Catmull-Clark-Schemas lduft nach folgenden Regeln ab, die in Ab-
bildung 2.7 fiir den nicht-reguléren Fall eines N-Ecks mit N # 4 und in Abbildung 2.8 fiir den

reguléren Fall eines Vierecks auch grafisch dargestellt sind:

1. Face — Vertex: Einfiigen neuer Face-Punkte jeweils als Schwerpunkt aller Vertices eines

Faces

2. Edge — Vertex: Einfiigen neuer Edge-Punkte jeweils als Mittel aus dem Mittelpunkt des

Edges und den zwei neuen Face-Punkten der zum Edge benachbarten Faces

3. Vertex — Vertex: Neuberechnung der Koordinaten der Vertices jeweils aus dem Mittel
der neuen Face-Punkte aller zum Vertex benachbarten Faces, dem Mittel aller Mittelpunkte

der im Vertex zusammenlaufenden Edges und dem Vertex selbst
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1
1 1 N 1
N f ‘NZ ‘N2
1
1 — e 1
- 2 - —
N 1 3 N N
; N v 2
Face-Punkt 1, Edge-Punkt L -3
® A N2 1
1 "Nz
‘1 1
-
< .1 N RET
N . N2 NG

Abbildung 2.7: Subdivision-Regeln fir die Catmull-Clark-Methode im nicht reguléren Fall (z.B. Fiinf-
eck) mit Angabe der Gewichtung der jeweils beteiligten Punkte: Von links nach rechts die Schritte Face
— Vertex (der neue Face-Punkt ist der Schwerpunkt der Vertices des alten Faces), Edge — Vertex (der
neue Edge-Punkt berechnet sich aus den neuen benachbarten Face-Punkten und den Vertices des alten
Edges) und Vertex — Vertex (die neuen Koordinaten eines Vertex werden aus den neuen Face- und
Edge-Punkten in der direkten Nachbarschaft berechnet)

1 1 1
16 ¢ s — 1 3 4N2
L .1 16 e o ot
4  Face- 4 Edge- ! 3
Punkt 3 | Punkt /5 . 2NZ
L] — & L * _
8 8 3 [ e 1_i ) L
1 2N? AN AN2
L 3!
4 4 3
1 J . 1 1 e o 2N2
16 16 1NZ 3
AN PINE 1
ANZ

Abbildung 2.8: Subdivision-Regeln fiir die Catmull-Clark-Methode im reguléren Fall des Vierecks mit
Angabe der Gewichtung der jeweils beteiligten Punkte: Von links nach rechts die Schritte Face — Vertex,
Edge — Vertex und Vertex — Vertex. Im Gegensatz zu Abbildung 2.7 sind die Gewichte hier jeweils
nur auf die alten Vertices bezogen und nicht auf die neuen Face-Punkte aus dem ersten bzw. die neuen
Edge-Punkte aus dem zweiten Schritt.

Edge- 3
1. Punkt /1 1 A4 1

e e e _ |

L
2 2 8 8

Abbildung 2.9: Subdivision-Regeln fiir die Catmull-Clark-Methode auf der Randkurve: Links Einfiigen
neuer Edge-Punkte, rechts Neuberechnung der alten Vertexkoordinaten fiir den mittleren Vertex. Die
Gewichte entsprechen den Koeffizienten fiir das Knoteneinfiigen bei uniformen B-Spline-Kurven.
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Auf der Randkurve werden die bereits aus Gleichung (2.7) oder auch (2.19) bekannten Koeffi-
zienten fiir das Knoteneinfiigen bei B-Spline-Kurven verwendet, wie Abbildung 2.9 zeigt. Aus

den Tensorprodukten dieser Kurvenkoeffizienten ergeben sich die reguldren Koeffizientenmasken
entsprechend Abbildung 2.8 (mit N = 4) wie folgt:

1 11
Mp = <?><% %) = (‘11 ‘11> (Maske fiir Face-Punkte)
2 i 1
1 1 1
8 6 16
My = % (% %) = % % (Maske fiir Edge-Punkte) (2.25)
1 11 '
8 6 16
1 103 1
B 64 32 64
My = |2 (é 3 %) = |13 2 3 (Maske fiir Vertices)
1 1l 3 1
8 64 32 64

Nach den Vertex-Schritten 1. bis 3. werden zum Abschluss einer Unterteilung noch zwei weitere

Regeln angewendet:

4. Edge — Edge: Verbindung aller neuberechneten Vertices mit den neuen benachbarten
Edge-Punkten

5. Face — Edge: Verbindung aller neuen Face-Punkte mit den neuen benachbarten Edge-

Punkten, so dass innerhalb eines alten N-Eck-Faces N neue Faces entstehen

In Abbildung 2.10 ist ein Unterteilungsschritt, wie er sich durch die Regeln 1. bis 5. ergibt,
grafisch fiir ein Beispiel dargestellt.

Die oben erlduterten Subdivision-Regeln fithren zu den folgenden Eigenschaften, die das Cat-
mull-Clark-Schema wie schon erwahnt fiir die Zwecke der Modellierung und Gittergenerierung

so interessant machen:

e Fiir die Startoberfliche gibt es keine Restriktionen, da die Subdivision-Regeln auf Gitter

beliebigen topologischen Typs angewendet werden koénnen.
e Nach einem Unterteilungsschritt sind alle Faces Vierecke.

e Aufser in der Ndhe von extraordinary Vertices konvergiert die aus der wiederholten Anwen-
dung der Subdivision resultierende Limitfliche gegen uniforme bikubische B-Spline-Patches.
Das fiihrt mit Ausnahme der Bereiche, in denen extraordinary Vertices liegen, zu einer C?-

stetigen Oberflache.
e Die Anzahl der extraordinary Vertices bleibt nach dem ersten Subdivision-Schritt konstant.

e Spitestens nach zwei Unterteilungen sind die extraordinary Vertices isoliert, d.h., jedes

Face hat hochstens einen extraordinary Vertex.
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o o . © o,
X X © X © X ©o0 0 X © X o
o e * o o
+
X o X O (0] X O
~ + A +
1. Face — Vertex 2. Edge — Ve‘r"tex 3. Vertex — V;r'tex
4. Edge — Edge 5. Face}Edg%

Abbildung 2.10: Veranschaulichung eines Catmull-Clark-Unterteilungsschrittes: 1. Einfiigen neuer Face-
Punkte (x), 2. Einfiigen neuer Edge-Punkte (o), 3. Verschiebung der alten Vertices auf neue Koordinaten
(+), 4. Neuverbindung der Vertices, 5. Verbindung der neuen Face-Punkte mit den neuen Edge-Punkten

e Es kann gezeigt werden, dass die Oberflache in der Néahe eines extraordinary Vertex eine
wohldefinierte Tangentenebene aufweist. Die Kriimmung ist an dieser Stelle im Allgemeinen
jedoch nicht wohldefiniert. Es folgt damit zumeist C'-Stetigkeit im Bereich der extraordi-

nary Vertices.

e Die Subdivision-Regeln kénnen so angepasst werden, dass sowohl unendlich scharfe als
auch abgerundete Kanten, d.h. Kanten, deren ,Schérfe” zwischen null (das bedeutet glatt)
und unendlich liegen kann, realisierbar sind. Details hierzu sind in [10] nachzulesen. Diese
zusétzliche Modellierungseigenschaft wird, wie in Kapitel 1.2 bereits erwahnt, beispielsweise

beim Halbmodell (s. Abb. 1.1) fiir den Ubergang vom Rumpf zum Fliigel benotigt.

e Beschreibt man die Anzahl der Vertices mit #V, die der Edges mit #F und die der Faces
mit #F, ergibt sich durch einen Subdivision-Schritt vom Level j zum Level j + 1, sofern

es sich beim Gitter auf Level j um ein reines Vierecksgitter handelt:

#Vin = #V;+#E; + #F;
#Ej1 = 2#Ej +A44#F; (2.26)
#Fj1 = 44F]
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2.4.2 Beispiele fiir die Anwendung der Catmull-Clark-Subdivision

In diesem Abschnitt werden drei Beispiele fiir die Anwendung der Catmull-Clark-Subdivision aus
dem aeronautischen Bereich gezeigt. In allen Abbildungen ist zuerst das jeweilige einfache An-
fangspolyeder dargestellt und darunter oder daneben das nach drei Subdivision-Schritten daraus
entstandene Polyeder. Abbildung 2.11 zeigt die Modellierung eines Flugzeugtriebwerks.

In Abbildung 2.12 ist ein Teil einer Fliigel-Rumpf-Konfiguration zu sehen. Hier werden an zwei
Stellen tagged Edges eingesetzt, nimlich am Ubergang vom Rumpf zum Fliigel und aufen am
Ubergang vom Fliigel zur Fliigelspitze. Diese tagged Edges ergeben jeweils geschlossene Kurven,
die fiir zwei (im Bild schwarz) bzw. einen Unterteilungsschritt (im Bild griin) wie Randkurven
behandelt werden (Verwendung von Kurvenkoeffizienten fiir die Subdivision wie in Gleichung
(2.7)) und fiir die erst bei weiteren Unterteilungen die Masken fiir Oberflachen (s. Gl. (2.25))
zum Einsatz kommen. Dieses Vorgehen fiihrt zu abgerundeten Kanten dort, wo sich anfangs die
tagged Edges befinden.

Abbildung 2.13 kann als Detailbild des Fliigel-Rumpf-Modells verstanden werden, da es die
dort verwendete Fliigelspitze darstellt. Links im Bild kann man die hohe Gitterqualitit auch im
Bereich von extraordinary Vertices (hier mit Valenz N = 3) erkennen, die die Catmull-Clark-

Methode so interessant macht.

Abbildung 2.11: Flugzeugtriebwerk: Polyeder zu Beginn (50 Vertices) und nach dreimaliger Anwendung
der Catmull-Clark-Subdivision (= 3074 Vertices)
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Abbildung 2.12: Fliigel-Rumpf-Konfiguration: Polyeder zu Beginn (82 Vertices) und nach dreimaliger
Anwendung der Catmull-Clark-Subdivision (= 4569 Vertices)

Abbildung 2.13: Fliigelspitze: Polyeder zu Beginn (20 Vertices) und nach dreimaliger Anwendung der
Catmull-Clark-Subdivision (= 937 Vertices)
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2.4.3 Berechnung von Limitpunkten

Ein Limitpunkt zu einem Punkt Pg ist definiert durch

L; = lim P/, (2.27)
j—o0
d.h., er ist definiert als die Stelle, an der der Punkt theoretisch bei Durchfiihrung von j — oo
Subdivision-Schritten liegen wiirde.

Bei Oberflachen sind die Subdivision-Matrizen selbst bei Beschrénkung der Valenz auf N < 6,
was die Analysis angeht, von hoher Dimension (s. Tabelle 2.3). Aus diesem Grund werden die
Ideen fiir Oberflichen nur erklart und die Analysis dann fiir Kurven angegeben. Der Haupt-
unterschied bei der Subdivision von Kurven und Flichen ist die Existenz der extraordinary
Vertices bei Flachen. Wahrend ein Polygon bei der Kurvenunterteilung iiberall durch bekannte
B-Spline-Algorithmen ausgewertet werden kann, ist dies bei Oberflichengittern nicht méglich.
Die Kontrollpunktstruktur in der Nahe der extraordinary Vertices entspricht nicht der eines rec-
tangular Grids, also kénnen alle Faces, die extraordinary Vertices enthalten, nicht als uniforme
B-Splines ausgewertet werden. Da schon nach einem Subdivision-Schritt alle Faces Vierecke sind
und spéatestens nach der zweiten Unterteilung in jedem Face hochstens ein extraordinary Vertex
auftreten kann, wird fiir die folgenden Uberlegungen von einem Gitter ausgegangen, das diese Vor-
aussetzungen bereits erfiillt. Abbildung 2.14 zeigt, dass Regionen, in denen die Oberflache nicht
mit Standard-B-Spline-Methoden berechnet werden kann, mit jeder Unterteilung schrumpfen.

Das verbleibende Problem besteht in der Auswertung eines Patches, das einem Face mit genau

Valenz Zeilen Spalten
3 23 14
4 25 16
5 27 18
6 29 20
N CN+1)+74+9|2N+1)+7

Tabelle 2.3: Dimensionen der Subdivision-Matrizen fiir verschiedene Valenzen

Abbildung 2.14: Verhalten der Catmull-Clark-Methode in der Ndhe eines extraordinary Vertex mit der
Valenz N = 3: Der nicht-reguléire Bereich (schwarz) wird mit jeder Unterteilung kleiner.
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(1,1) (1,1)

(0,0) (0,0)

Abbildung 2.15: Ein bikubischer B-Spline ist iiber 16 Kontrollpunkte fiir die 16 Basisfunktionen B3 (u, v)
definiert. Dariiber lassen sich alle reguldren Patches eines Gitters auswerten.

k

Abbildung 2.16: Kubisches Edge-Split-Schema mit Darstellung des Polygons nach einem Untertei-
lungsschritt und der Limitkurve x(¢) mit ¢ € [0,1]: Die Kontrollpunkte Py, P1, P2, P3 bestimmen die
Kurve zwischen Cy = £(Po + 4Py + P3) und Cy = §(P1 + 4P3 + P3). Cy = x(0) gehért dabei zu
P; und Cy = x(1) zu P3y. Nach einem Subdivision-Schritt kann C; = x(0.5) berechnet werden iiber
Ci = $(Q1 +4Q2 + Qs) = 55 (P + 23P; + 23P;3 + Pj).

einem extraordinary Vertex entspricht, wie z.B. der schwarze Bereich in Abbildung 2.14. Analog
zu Kurven (vgl. Abb. 2.16) kann man die Faces parametrisieren und damit ein Patch x(u, v) iiber
dem Einheitsquadrat [0, 1] x [0, 1] so definieren, dass der Punkt x(0, 0) dem extraordinary Vertex
entspricht. Auf diesem Punkt x(0,0) kann die Oberflache als Linearkombination der umliegenden
Vertices berechnet werden. Zusétzlich moglich ist die Berechnung von x(u, 1) mit u € [0, 1] und
x(1,v) mit v € [0, 1], da es sich hierbei um reguldre B-Spline-Abschnitte handelt. Das Problem
der Auswertung von x(u,v) im iibrigen Teil des Einheitsquadrates ldasst sich 16sen, indem zuerst
geniigend Subdivision-Schritte ausgefiihrt werden, so dass (u,v) zu einem reguldren Teilgebiet
ohne extraordinary Vertices auf der dann erreichten Unterteilungsstufe wird. Danach kann die
Auswertung als reguldres B-Spline-Patch erfolgen, veranschaulicht in Abbildung 2.15. Weitere

Details hierzu sind in [11] zu finden.
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Die zugrundeliegende Analysis wird nun anhand von Kurven erldutert. Stellt man sich Py in
Abbildung 2.16 als extraordinary Vertex vor, ist die Berechnung von x(¢) mit ¢t € [0,1] {iber
Standard-B-Spline-Methoden nicht méglich, da hierfiir Py gekreuzt werden muss. Dieses Gedan-
kenexperiment kann also als Entsprechung zum Fall eines Faces mit einem extraordinary Vertex
bei einer Oberflache angesehen werden und fiir die Berechnung von x(t) ist zunéchst ein Unter-

teilungsschritt notwendig. Die zu P; gehorende Subdivision-Matrix Sgyg ist dabei gegeben iiber

33 0 Qo Po
Soo = % % % mit Q| = So0 Py . (2'28)
0 3 3 Q2 P

Die Eigenwerte von Syg lauten 1, % und %. Fiir alle Subdivision-Schemata gilt, dass es einen
einzelnen, grofiten Eigenwert 1 gibt, alle Eigenwerte real und die Subdivision-Matrizen diagona-
lisierbar sind (da alle Eigenwerte gleiche algebraische und geometrische Vielfachheiten haben).

Eine Matrix, deren Spalten aus den Eigenvektoren von Spg bestehen, lautet

102 1
I -1 -2 & 3 ©
Voo=|1 0 1 = Ve'=|-1 0 1 (2.29)
JRg e
und damit folgt
1 0 0
Voo ' SaoVoo = [0 3 0] = Aq. (2.30)
1
00 g
Dieser Ausdruck wiederum ist dquivalent zu
Soo = VooAo Vg (2.31)
Die n-te Potenz von Sy lasst sich dann berechnen zu
Sto = (VoohoVgo' )" = VooA§ Vg - (2.32)
Bildet man hierfiir den Grenzwert n — oo, ergibt sich
100
lim AR=10 0 0] =A% (2.33)
n—oo
0 00
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und damit

Sgo = lim Sfy = VooAg V' = (2.34)

D= D= oY=
WINY WM WD
D= D= o=

Bei der hier betrachteten Anwendung der Subdivision auf Py, Py, Py liefert dies den Limitkur-
venpunkt

1 2 1

was der Anwendung der uniformen kubischen B-Spline-Basisfunktionen

1
Bi(s) = (15
1 1 1
Bi(s) = £+ 2(1—5) 4 21— 8)2
6 22 (2.36)
BS(S) = 6 55 + 582(1 — S)
1
B3(s) = 683

flir s = 0 entspricht und damit die Konsistenz zu uniformen B-Spline-Kurven, bei denen es wie
erwahnt eigentlich keine extraordinary Vertices gibt, zeigt. Will man auf die gleiche Weise C; =

x(0.5) berechnen, wird zusétzlich @3 benétigt und die Subdivision-Matrix Spp muss erweitert

0
g Soo _
S0 S

Die neue Zeile folgt direkt aus den Regeln fiir das Knoteneinfiigen bei uniformen B-Splines. Mit

werden zu

(2.37)

O | D o= Nl

1
2
3
7]
1
2
1
8

B [N col= O

S lassen sich nun alle Limitkurvenpunkte im Intervall (0, 0.5] berechnen. Fiir die Berechnung von
Werten im Intervall (0.5, 1) jedoch wird Q4 benétigt, weshalb die Subdivision-Matrix S um eine
weitere Zeile, erneut bestimmt durch die Regeln fiir das Knoteneinfiigen bei uniformen B-Splines,

vergrofert werden muss. Diese neue Matrix lautet

200

Soo O 3 1o
S=180 Sul|=|0 3 510 (2.38)

Sa0 Sa1 0 3+ 3|3

00 L[1

22



2 Theorie

Zusammenfassend lassen sich die oben hergeleiteten Ergebnisse wie folgt beschreiben: Mit

Qo
Py Qo
Py p Qo Q Q1
1 1 A
Py=|P,|, P:= v Quo=1Qi|, Q:= und Q= | Qa| (2.39)
Py Q2
P, Q2 Q3
P3 Q3
Q4
lautet der erste Subdivision-Schritt in Matrixschreibweise
Qoo = SooPoo, Q=SP bzw. Q= SP. (2.40)

Der Wert Cy = x(0) der Limitkurve aus Abbildung 2.16 wird mit Gleichung (2.34) berechnet zu

Co = x(0) = =Py + 2P, + ~Ps. (2.41)
6 3 6
Um C; = x(0.5) zu berechnen, kann man folgendermafen vorgehen: Zunéchst wird ein Subdivision-
Schritt mit der erweiterten Matrix S ausgefiihrt, ndmlich Q = SP, so dass die Sequenz (Q1, Qz2, Q3)
im Gedankenexperiment keinen extraordinary Vertex kreuzt. Dann kénnen die Standard-B-Spline-
Gewichte %, % und % fiir die Berechnung von x(0.5) verwendet werden. Formal ist dies das
Produkt der Maske m = <0 12 l) mit Q = SP:

6 3 6
1 23 23 1
— — (1 23 23 1 —

Fiir die Berechnung von Co = x(1) wird ebenfalls zuerst ein Subdivision-Schritt durchgefiihrt,
hier mit der nochmals erweiterten Matrix S, also Q= SP. Die Multiplikation der Maske m =
(O 0 % % %) mit Q = SP liefert schlieRlich

mQ = mSP = <o L2 %) P = éPl n §P2 + éPg. (2.43)
Da die Sequenz (P, P2, P3) im Gedankenexperiment keinen extraordinary Vertex kreuzt, konnen
fiir die Berechnung von x(1) aber auch ohne vorherige Subdivision direkt die Standard-B-Spline-
Gewichte %, % und % eingesetzt werden.

Da bei Kurven eigentlich keine extraordinary Vertices existieren, bekommt man bei direkter
Anwendung der Basisfunktionen fiir uniforme kubische B-Splines aus Gleichung (2.36) mit s = 0,
s = % und s = 1 die gleichen Resultate.

Analog zur beschriebenen Berechnung der drei Punkte X(%Z) mit ¢ € {0,1,2} auf einer Li-
mitkurve lassen sich auch die neun Punkte x(34, 3j) mit i,7 € {0,1,2} eines jeden Faces auf
einer Limitfliche des Catmull-Clark-Schemas berechnen. Diese neun Limitpunkte beziehen sich

jeweils auf die vier Vertices, die vier Edge-Punkte und den Face-Punkt des betrachteten Faces.
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Insgesamt ergibt sich die Anzahl der Limitpunkte zu #LP = #V +#E+ #F. Das genaue Vorge-
hen bei der Bestimmung der Limitpunkte wird jetzt gezeigt. Bei der Berechnung kann faceweise
vorgegangen werden, also wird die Theorie auch anhand eines einzelnen Faces demonstriert.

Es gilt weiterhin die Annahme, dass als Startpunkt fiir die Limitpunktberechnung im Flachen-
fall ein Gitter vorliegt, das ausschlieflich aus Vierecken besteht. Daher konnen die Limitpunkt-
Koeffizienten analog zu den Subdivision-Koeffizienten (s. Gl. (2.25)) iiber B-Spline-Tensorpro-

dukte berechnet werden, solange ein Face keinen extraordinary Vertex enthalt:

1 1 23 23 1
a8 2304 2304 2304 2304
23 23 529 529 23

Cp = 18 ( 1 23 23 1 ) _ 2304 2304 2304 2304
23 8 18 48 18 23 529 529 23
a8 2304 2304 2304 2304
1 1 23 23 1
8 2304 2304 2304 2304
1 11 1
8 288 72 288
23 23 23 23

Cp = 8 ,(; 2 ;) _ 288 72 288 (2.44)
23 6 3 6 23 23 23
8 288 72 288
1 11 1
a8 288 72 288
1 1 1 1
6 36 9 36

_ 2 1 2 1 _ 1 4 1

Cv. = |3 (6 3 6) - 9 9 9
1 11 1
6 36 9 36

Die Berechnung der Limitpunkte eines Faces mit einem extraordinary Vertex wird jetzt am Bei-
spiel der Valenz N = 3 gezeigt. Abbildung 2.17 veranschaulicht diesen Fall und zeigt dabei
auch die Nummerierung der an der Limitpunktberechnung fiir das betrachtete Face (grau hin-
terlegt) 2N + 8 = 14 beteiligten Vertices. Fiir Valenzen N > 3 liegt die Stelle 7 links von 0 und
oberhalb von 6. Ein solcher zusétzlicher Vertex existiert fiir N = 3 nicht. Allgemein lautet die

Subdivision-Matrix Spp bei der Wahl dieser Nummerierung

ay by ey by ey by ... by ecn by cnN
d d e e 0 0 ... 0 0 e e
f f f f 0 0 0O 0 0 O
d e e d e e 0O 0 0 O
Soo = f 0 0 f f f 0 0 0 0 (2.45)
d e 0 0 0 ... e e d e
f f 0O 0O O O ... 0 0 f

mit ay =1 — ﬁ, by = %, CN = ﬁ (vgl. Abb. 2.8, Vertex — Vertex-Schritt), d = %, e= 1—16

24



2 Theorie

1 2 7
= 2N+1

% XK
0 3 8

X X X
6 3 _ X 4]( 9
13 12 11 10

Abbildung 2.17: Ausgangssituation bei der Berechnung der neun mit x gekennzeichneten Limitpunkte
fiir das grau hinterlegte Face mit Angabe der an der Berechnung beteiligten Vertices, einzusetzen in der
Reihenfolge der Nummerierung von 0 (extraordinary Vertex mit Valenz N = 3) bis 2N +7 =13

und f = 1. Diese Matrix hat die Dimension (2N + 1) x (2N + 1). Fiir N = 3 ergibt sich damit

ox by oex by ev by e\ (B bk b od bk
d d e e 0 e e s L Lo & &
f f f f 0 0 0 i 10 0 o0
So=]d e e d e e O0f|=|2 & L 2 L L o (2.46)
fo0 0 f f f O T 00 F 1 10
d e 0 e e d e s L0 & & 2 L
;or o0 o0 o0 5 f) \1 1o o0 &1

Nur ihre erste Zeile hdangt von der Valenz N ab, die anderen sind durch die Koeffizienten fiir
das Knoteneinfiigen bei uniformen B-Splines gegeben, die in Gleichung (2.25) berechnet worden
sind, wobei fiir Spp nur die Masken fiir Faces und Edges (Mp und Mpg) benutzt werden. Zur

Komplettierung der Subdivision-Matrix

g_ (S0 O (2.47)
S0 St
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werden noch die (hier fiir N = 3 angegebenen) Matrizen

510 = und 511 = (2.48)

o o o o o Zrg-

© o o Z=5l- Y-
o o O Yuwg-T o

©c o o o o o
o P o o o o

O O O O O Ywowlw
O = F= Blw cies 5o ooleo
O Blw wiw Hfe ciw Pleo O

Sl= Bl Sl= Bl= 5l= Bleo Sl
S8 © © o g5k
olw S wlew Bleo 5~ T= S
wwfPe © © © © O
S-ges- o o o o
S o o o o o

benotigt. Die Dimension von Sy ist 7x (2N +1), die von S1; lautet 7x 7 und ist damit unabhéngig
von der Valenz des extraordinary Vertex.

Abbildung 2.18 zeigt, dass die vier Vertex-Limitpunkte (0, 3, 4 und 5) sowie die beiden Limit-
punkte auf den vom extraordinary Vertex aus gesehenen duferen Edges (3 4 und 4 5) direkt
berechnet werden kénnen, ohne vorher einen Subdivision-Schritt durchfithren zu miissen. Dies
wurde bereits zu Beginn dieses Kapitels anhand der Parametrisierung eines Faces zu einem Patch
x(u, v) erldutert. Fiir die restlichen drei Limitpunkte (31, 4; und 5;) wird dagegen zunéchst die
Subdivision-Matrix S benétigt (der Index 1 zeigt an, dass ein Unterteilungsschritt vor Berech-
nung der Limitpunkte notwendig ist).

Wie die neun Limitpunkte eines Faces im Einzelnen berechnet werden, wird jetzt beschrieben.

Fiir den extraordinary Vertex ist der Limitpunkt gegeben iiber
2N
Lo = Z C()ﬂ'Vi (2.49)
1=0

mit den wie in Abbildung 2.17 nummerierten Vertices V und den Koeffizienten

_ N
€0,0 = NWN+5
_ 4
C02i+1 = NN (2.50)
A _ 1
€0,2i+2 = N(N+5)

firi=0,1,...,N — 1.
Die Limitpunkte L3, L4 und Ls kénnen iiber Standard-B-Spline-Formeln gewonnen werden:

Mit der Koeflizientenmatrix

Cy = (2.51)

Ol Ol Ol

g‘_. Nello %‘»—A
g‘,_. Ol g‘,_.
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0 3
.0 QS 1 . 1
5 4
.3_4 [ 1 L 1
5 45 4
L @ @

Abbildung 2.18: Berechnung der neun Limitpunkte eines Faces: Links sind die sechs Limitpunkte
dargestellt, die direkt (ohne vorherige Subdivision) berechnet werden kénnen. Das sind die Limitpunkte
fiir die vier Vertices und fiir die zwei vom extraordinary Vertex aus gesehen aufien liegenden Edges.
Nach einem Subdivision-Schritt entsprechen die iibrigen drei Punkte (kleine Kreise links, grofe rechts)
und auch der Vertex mit der Nummer 0, dessen Limitpunkt aber schon bekannt ist, Vertices auf dem
néchsten Level und ihre Limitpunkte kdnnen ermittelt werden.

aus Gleichung (2.44) und den Index-Matrizen

1 2 2N +1
=0 3 2N+2], (2.52)
5 4 2N +3

0 3 2N +2
T4 = 5 4 2N +3 (2.53)

ON+6 2N +5 2N +4

und
1(7) 0 3

I = 6 5 4 (2.54)

2N+7 2N +6 2N 45

ergeben sich die Limitpunkte L, mit m € {3,4,5} zu

2
Ly = Y Cv,, Vi (2.55)
i,j=0

Der Vertexindex 1 in der Indexmatrix I° wird bei Valenzen N > 3 durch 7 ersetzt. Wie weiter

oben erwahnt, existiert ein solcher zusétzlicher Vertex fiir N = 3 nicht. Mit den Koeffizienten-
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matrizen
101 1
288 72 288
23 23 23
_ 288 72 288
Cg = 93 23 23 (2.56)
288 72 288
11 1
288 72 288
und

1 23 23 1

288 288 288 288

T 1 23 23 1
1 23 23 1
288 288 288 288

die wiederum aus Gleichung (2.44) kommen, und den Indexmatrizen

1 2 2N +1
0 3 2N + 2
B4 = i (2.58)
5 4 2N + 3
2N +6 2N +5 2N +4
und
1(7) 0 3 2N +2
-5 = 6 5 4 2N +3 (2.59)
2N +7 2N+6 2N+5 2N +4
lassen sich die beiden Limitpunkte L3 4 und L4 5 auf den Edges berechnen iiber
3,2
Ly 4= Y Cg,Vpa (2.60)
i.j=0 v
bzw.
2,3
Ly 5= Ch Vs (2.61)
i,j=0 !

Um die Doppelsumme in den Gleichungen (2.55), (2.60) und (2.61) zu vermeiden, kann man neue
Koeffizienten ¢;* definieren, die zunéchst fiir k = 0,...,2N + 7 den Wert 0 erhalten und dann
auf c}'}?j = Cy,,; bzw. c}'jmj = Cp, ; gesetzt werden mit ¢ und j in den entsprechenden Grenzen
der jeweiligen Summe. Dann kann der Limitpunkt L,, mit m € {3,4,5,3 4,4 5} geschrieben

werden als einfache Summe:
2N+7

L= Y ¢'Vy (2.62)
k=0

Die iibrigen drei Limitpunkte L3, , Ly, und L, konnen wie erwahnt erst nach einem Subdivision-

Schritt bestimmt werden. Dafiir miissen die alten Vertices mit der Subdivision-Matrix S multi-
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pliziert werden und es ergibt sich schlieflich fiir m € {3,4,5}

2N+7
Ly, = Y "'V, (2.63)
k=0
mit den Koeffizienten )
i,5=0

die die Multiplikation mit S enthalten.
Eine andere Moglichkeit zur Berechnung der Limitpunkte bietet die Benutzung der erweiterten
Subdivision-Matrix (vgl. Gl. (2.38))

Soo O
S=|S0 Su (2.65)
Sog  So1

mit den (wieder fiir N = 3 angegebenen) Teilmatrizen

Sgo = und 521 = (2.66)

O O 0 o0 o o o oo
O O 0 o0 o o o o o
©C O O o O O Ogker
O O O O O G w0l ke
O Gl wi= ol = wiw sl = S
Bl oL s— G- © © © © O
BRSO © © © © o ©
©C O OO0 O O Oglker
O O O O O G w0l klie
O O O GlFeI-®waRG- O
o O OgkrrE~ o o O
O SR oiwaR R~ © © O
Bl oW kG- © © © © O
RRG- © © © © © © ©

Die Dimension von Sy lautet 9 x (2N 4 1), wihrend die von Sz; mit 9 X 7 unabhéngig von der
Valenz des extraordinary Vertex ist. Insgesamt hat S dann die Dimension (2N +147+9) x (2N +
1+7) (vgl. Tab. 2.3). Angewendet auf die 2NV + 8 Vertices ergibt sich ein Unterteilungsschritt,
wie er in Abbildung 2.19 fiir das Beispiel N = 3 veranschaulicht ist. Die mit P bezeichneten
neuen Punkte entsprechen Vertices aus dem néchsten Level, es gilt also P = SV. Fiir die
Limitpunktberechnung wird jetzt nur noch die Maske Cy aus Gleichung (2.44) benétigt (und
nicht mehr Cg), z.B. berechnet sich L3 zu

Ly = & P, + 5 Pr + & Py
+ & Py + 5 Py + § Py (2.67)
+ 3% Pus + § Py + 4 Py

Allgemein formuliert fithrt dies fiir m € {3,4,5,3 4,4 5,31,41,51} zu
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Abbildung 2.19: Limitpunktberechnung mit Hilfe der erweiterten Subdivision-Matrix S: Die 2N +17 =
23 Punkte P entstehen aus den 2N + 8 = 14 Vertices V (an den Stellen 0 bis 13 einzusetzen) durch
den Subdivision-Schritt P = SV und kénnen dann iiber Linearkombination mit der Maske Cy fiir die
Berechnung der acht Limitpunkte Lg, Ly, Ls, L3 4, Ly 5, Ls,, Ly, und Ly, (s. Abb. 2.18) des grau
hinterlegten Faces verwendet werden. Der gestrichelte Bereich verdeutlicht die fiir die in Gleichung (2.67)
vorgestellte Berechnung von L3 benétigten Punkte.

2N+T7
L= Y 'V (2.68)
k=0
mit den Koeffizienten )
=" v, Sim . (2.69)
i,j=0

Die Unterschiede zu den Gleichungen (2.63) und (2.64) liegen in der Verwendung der erweiter-
ten Subdivision-Matrix S und in einem anderen Aufbau der Indexmatrizen I"™. AuRerdem wird
hier fiir die Berechnung aller (bis auf den zum extraordinary Vertex gehorenden) Limitpunk-
te ein Subdivision-Schritt durchgefithrt und nicht nur fir die Punkte 31, 4; und 5;. Fiir den
extraordinary Vertex wird weiterhin Gleichung (2.49) verwendet.

Gezeigt wurde bis jetzt, wie die Limitpunkte fiir ein inneres Face einer Oberfliche auf zwei
verschiedene Arten bestimmt werden kénnen. Enthélt die Oberflache eine Berandung, miissen fiir
die Berechnung der Limitpunkte eines Randfaces angepasste Regeln verwendet werden. Gleiches
gilt fiir Faces, die zwar im Inneren der Oberfliche liegen, aber ein oder zwei tagged Edges ent-
halten. Solche Sonderfiille werden im Rahmen der Beschreibung der Implementierung in Kapitel
3.5 erlautert.
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2.5 Approximation gegebener Oberflachen mit
Catmull-Clark-Gittern

Fiir die Approximation einer gegebenen Oberfliche mit einem Catmull-Clark-Gitter werden zu-
néchst die Limitpunkte L; dieses Gitters mit den zugehorigen Koeffizienten ¢ aus Gleichung
(2.69) benotigt. Fiigt man die Koeffizienten ¢j zu einem Vektor ¢; zusammen und die zugehori-
gen Vertices zu V?, kann ein Limitpunkt iiber L; = c;fFVi formuliert werden. Die Limitpunkte
konnen dann auf die gegebene Oberflache projiziert werden: L; — S;, wobei die S; fiir die so
gewonnenen Punkte auf der Oberfliache stehen und im Folgenden Surfacepunkte genannt werden.
Hiermit ergibt sich als Ziel

Li=c/Vi£8,. (2.70)

Stellt man geniigend Surfacepunkte auf, erhdlt man ein diinnbesetztes lineares Gleichungssystem
fiir Interpolation oder ein entsprechendes {iberbestimmtes System fiir Approximation. Hier soll

das letztere verwendet werden. Die Approximationsaufgabe lasst sich dann formulieren als
AV — Sll2 — min. (2.71)

Die Systemmatrix A wird aufgebaut aus den Koeffizienten cj. Die Eintridge des Vektors V sind die
Vertices, analog dazu enthélt der Vektor S die Surfacepunkte. Es handelt sich also um Vektoren,
deren Elemente selbst dreidimensionale Vektoren sind. Dieses lineare Ausgleichsproblem kann
iiber Losung der Normalengleichungen AT AV = ATS gelost werden. Hierfiir wird die CGLS-
Methode verwendet (Verfahren der konjugierten Gradienten fiir lineare Ausgleichsprobleme, s.u.),
die z.B. in [12] unter dem Namen CGNR (Conjugate Gradient Normal Residual) vorgestellt wird.

Die CGLS-Methode

Die Losung eines linearen Ausgleichsproblems ||[Ax — b|| — min mit einer Matrix A € R™*"
mit m > n ist gegeben durch die Losung des Normalengleichungssystems A7 Ax = ATb mit der
(falls rang(A) = n) symmetrisch positiv definiten Matrix A7 A. In den meisten Féllen ist AT A
jedoch schlecht konditioniert und fiir diinnbesetztes A ist AT A auch nicht mehr diinnbesetzt.
Das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Methode) kann aber so angepasst werden, dass
beide Probleme umgangen werden. Es werden zwei Residuenvektoren r®) = b — Ax®) und
sk) = ATp — AT Ax®) = ATr(*) verwendet. Die Konvergenzgeschwindigkeit wird wie bei der
CG-Methode durch die Kondition #a(A” A) bestimmt. Der CGLS-Algorithmus lsst sich wie folgt

formulieren:
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Fiir A € R™" mit rang(A) =n und beliebigen Startvektor x(©):
r® =p— Ax©
s0) = ATy(0)
d© = g0
fir k=0,1,2,...
ap = ||s®3 / |Ad®)|3 // speichere AdW)
xB+D) = x(k) 4 o, )
D) — p (k) _ o, Ad®)
gUk+1) — AT R(k+1)
B = [s0+0)3 / s
dk+D) — g(k+D) 1 g, g(k)
bis Stopp

Gestoppt wird entweder, wenn eine maximale Anzahl K an Iterationen erreicht ist oder das

Residuum unter eine vorgegebene Toleranz e fillt, also [|s®) ||y < € erfillt ist.
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An dieser Stelle sei erneut auf das in Kapitel 4.2 angegebene Beispiel hingewiesen, das einen typi-
schen Ablauf bei der Verwendung des in dieser Arbeit entwickelten Programms veranschaulicht
und hilfreich fiir das Verstéandnis der in den folgenden Abschnitten beschriebenen Implementie-

rungsdetails sein kann.

3.1 Ausgangspunkt

Die Oberflache des zu Beginn der Weiterentwicklung bestehenden, mit C++ und OpenGL entwi-
ckelten Programms ist in Abbildung 3.1 bei gedffnetem Kontextmenii zu sehen. Die Faces eines
Gitters sind orange, die Edges gelb oder in einer anderen Farbe, wenn sie tagged sind. Die Farbe

héngt dann davon ab, fiir wie viele Subdivision-Schritte ein Edge tagged bleiben soll. Die Funktio-

=2 Catmull-Clark Demo

Toggle show special edges
Toggle show faces

Toggle show faces by edges
Toggle show normals

Do Subdivision

new file

Quit

Abbildung 3.1: Oberfliche des C++-Programms zu Beginn der Weiterentwicklung
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8 5 1

1 -0.6 -0.6 0.0 0
2 -0.6 0.6 0.0 0
3 0.6 0.6 0.0 0
4 0.6 -0.6 0.0 0
5 -0.2 -0.2 0.0 0
6 -0.2 0.2 0.0 0
7 0.2 0.2 0.0 0
& 0.2 -0.2 0.0 0
1 4 1562 1
2 4 267 3 1
3 4 3784 1
4 4 4 851 1
5 4 587 0 1
1 26 2

Abbildung 3.2: Vorgabe einer einzulesenden Geometrie: Die erste Zeile weist an, acht Vertices, fiinf
Faces und ein tagged Edge einzulesen. Es folgen drei Blocke: 1. Vertices jeweils mit Vertexnummer,
2-, y- und z-Koordinate und Markierung als festgelegter Vertex (hier immer 0, also sind alle Vertices
verdnderlich), 2. Faces (Facenummer, Anzahl der Vertices des Faces, Vertexnummern, aus denen ein Face
zusammengesetzt ist und Blocknummer, die z.B. zum Einsatz verschiedener Farben verwendet werden
kann), 3. tagged Edges (Edgenummer, Anfangs- und Endvertex eines tagged Edges und Anzahl der
Subdivision-Schritte, fiir die das Edge tagged bleiben soll). Mit diesen Vorgaben erhélt man das Gitter
aus Abbildung 3.1.

ccaclMmesh

alle vertices
alle Faces
alle Edges

-*yertices: Cvertex //

-#*faces: CFace i

-*edges: CEdge i
-*tag_edges: CEdge // alle tagged Edges

-NumV: Integer // Anzahl vertices

-NumF: Integer // Anzahl Faces

-Numg: Integer // Anzahl Edges

-NumTE: Integer // anzahl tagged Edges
-Numv_new: Integer // Anzahl vertices nach subdivision
-NumF_new: Integer // Anzahl Faces nach subdivision
-NumE_new: Integer // Anzahl Edges nach Subdivision

CEdge

-_ivl: Integer // 1. vertex des Edges

-_iv2: Integer J/20 vertex (_ivi<_iwv2)

-_ivl_new: Integer // neuer 1. vertex

-_iv2_new: Integer J/ neuer 2. vertex

-_if1: Integer // 1inkes Nachbarface

-_ifr: Integer // rechtes Nachbarface

-_if1_new: Integer // neues linkes Nachbarface

—-_ifr_new: Integer // neues rechtes Nachbarface

-_tag: Integer // markiert als scharfe kKante

-new_vertex: Integer // Nr. des neuen Edge-vertex

cvertex CFace

-_x: Cvector3d / Koordinaten -normal: Cvector3d // Normalenvektor
-_normal: Cvector3d // Normalenvektor -_valence: Integer // Anzahl angrenzender vertices
-_valence: Integer // Anzahl angrenzender Faces -_ie: Integer // Anzahl angrenzender Edges
-_ie: Integer // anzahl angrenzender Edges -_id: Integer /7 Blocknr. %Z.B. fur Farben)
-_tag: Integer // unveranderliche vertices -_ivertices: Integer[] // angrenzende vertices
-_edges: Integer[] // angrenzende Edges -_iedges: Integer[] // angrenzende Edges
-_faces: Integer[] // angrenzende Faces -new_vertex: Integer // Nr. des neuen Face-vertex
-_new_edges: Integer[] // neue angrenzende Edges -_new_vertices: Integer[] // neue Nachbarvertices
-_new_faces: Integer[] // neue angrenzende Faces -_new_edges: Integer[] // neue Nachbaredges

Abbildung 3.3: Klassendiagramm des zu Anfang der Weiterentwicklung verwendeten Datenmodells:
Ein Mesh-Objekt des Typs CCaClMesh enthélt Vertices, Edges und Faces aus den Klassen Cvertex,
CEdge und CFace. Die Funktion der einzelnen Variablen aus den vier Klassen kann jeweils hinter den
Kommentarzeichen nachgelesen werden.
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nalitdt der gezeigten Anfangsversion des Programms beschrédnkt sich auf die Durchfithrung von
Subdivision-Schritten nach der Catmull-Clark-Methode (mit Erweiterung der Regeln fiir tagged
Edges) fiir Gittergeometrien, die aus Textdateien wie in Abbildung 3.2 eingelesen werden. Beim
Einlesen erhalten die Vertices und Faces ihre Nummerierung nach den Angaben in der Textda-
tei, wahrend die Edges und ihre Nummerierung automatisch erstellt und dabei mit den tagged
Edges begonnen wird. Danach werden alle Faces durchlaufen und noch nicht nummerierte Edges
innerhalb der Faces erhalten ihre fortlaufende Nummer.

Das verwendete Datenmodell ist im UML-Klassendiagramm in Abbildung 3.3 dargestellt. Ein
Mesh-Objekt der Klasse CCaClMesh enthélt Vertices, Edges und Faces aus den drei Klassen
CVertex, CEdge und CFace. Wihrend der Ausfilhrung des Programms existiert immer nur
ein solches Mesh, dessen Variablen bei einer Subdivision tiberschrieben werden. Fiir Koordinaten
und Normalenvektoren werden Objekte aus der Klasse CVector3d angelegt. Diese Klasse enthélt
Operationen, die den Umgang mit Vektoren ermoglichen. Dabei handelt es sich vor allem um
Operatoriiberladungen, um z.B. die Addition oder das Kreuzprodukt zweier Vektoren auf einfache
Weise verwenden zu kénnen.

Bei Durchfiihrung eines Subdivision-Schrittes muss eine Neunummerierung der Vertices, Edges
und Faces durchgefiihrt werden. Fiir ein Viereckface mit der Bezeichnung nf, das in vier neue
Faces unterteilt wird, ist dies in Abbildung 3.4 dargestellt. Die vier alten Vertices ivy, ..., ivs,
die fiir die Eintradge des Arrays _ivertices aus der Klasse CFace stehen sollen, behalten ihre
Nummern. Ahnliches gilt fiir die vier &ukeren Edges ie,...,ie3 (Array _iedges aus CFace),

die in zwei Teile getrennt werden und bei denen der erste Teil die alte Nummer behélt. Auch eines

iv ieg+H#E *f—z,:—iz—/JVZ
.3’—"/#"#\!+#F+iez
ie1
iegHH#E nf eh+2 g2
H#VHEFH
1 aveeFie, |vant PO e
|93 f— eh+3 eh+1
ieq fh eh fh+1 o HE
. #VHEF +ieg
'Vh[]i(a\___*__,\‘
0 ieg leg+#E v,

Abbildung 3.4: Neunummerierung der Vertices (rot), Edges (blau) und Faces (schwarz) bei Durchfiih-
rung eines Subdivision-Schrittes, dargestellt fiir die vier Faces, die aus der Unterteilung des Gesamtvier-
ecks mit der urspriinglichen Bezeichnung nf hervorgegangen sind.
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der neuen vier Faces bekommt die alte Facenummer nf zugeteilt. Alle anderen, neu angelegten

Bestandteile erhalten iiber die Parameter

nf
eh=2#E+ Y  Np(i) (3.1)
=0
und ;
fh=#F —nf+> Ng(i), (3.2)
=0

die in Abbildung 3.4 eingetragen sind, neue Nummern, wobei Ng(i) die Valenz des Faces i (=

Anzahl der Vertices des Faces) bezeichnet und aukerdem Ng(0) = 0 gesetzt wird.

3.2 Aktuelle Version des Programms

Bereits an dieser Stelle soll die aktuelle Version des weiterentwickelten Programms gezeigt wer-
den, um einen Uberblick iiber die in den folgenden Kapiteln beschriebenen neu implementierten
Funktionalitdten zu geben. Abbildung 3.5 zeigt die Oberfliche des Programms mit dem glei-

chen Gitter wie in Abbildung 3.1 bei geéffnetem Kontextmenii. Im Menii sind in Klammern die

=2 Catmull-Clark Demo

Toggle show spedal edges

Toggle show faces

Toggle show faces by edges

Toggle show narmals

Do subdivision (5)

One subdivision step back (B)

Compute limit points (L)

Approx, via CGLS with default param. ()
Approx. via CGLS with input for param. (F)
Convert to GNAGE {5)

Difference limit pts <-> subdiv, pts (D)
Error computation: distance LPs <-= SPs (E)
Reset coordinates (R)

new file

Quit (Esc, C)

Abbildung 3.5: Oberflache der finalen Version des C++-Programms
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Hotkeys fiir den Aufruf der jeweiligen Funktionen angegeben. Die folgende Ubersicht zeigt, in

welchen Kapiteln die Implementierungsdetails der neuen Meniipunkte erlautert werden.

e One subdivision step back (B): Diese Funktion wird durch ein neues Datenmodell ermog-
licht, das in Kapitel 3.3 beschrieben wird.

e Compute limit points (L): Voraussetzung fiir die Limitpunktberechnung sind die in Kapitel
3.4 erlauterten Orientierungsanpassungen. Die Implementierungsdetails zur Limitpunktbe-

rechnung selbst werden dann in Kapitel 3.5 aufgezeigt.
e Approx. via CGLS with default param. (A): Kapitel 3.6
e Approx. via CGLS with input for param. (P): ebenfalls Kapitel 3.6
e Convert to GNAGG (G): Kapitel 3.7
e Difference limit pts <-> subdiv. pts (D): Kapitel 3.8.1
e Error computation: distance LPs <-> SPs (E): Kapitel 3.8.2

e Reset coordinates (R): Kapitel 3.8.3

3.3 Konvertierung bestehender Algorithmen auf ein neues

Datenmodell

Mit dem in Kapitel 3.1 beschriebenen Datenmodell existiert immer nur ein Mesh. Will man nach
Durchfithrung von Subdivision-Schritten aber z.B. fiir Demonstrationszwecke wieder eine oder
mehrere Stufen auf ein groberes Level zuriick gehen, ist es sinnvoll, die Meshes in einem Array
oder einer dhnlichen Datenstruktur aus der Standard Template Library von C+-+ zu speichern.
Ein Problem hierbei ergibt sich daraus, dass man zum Programmstart nicht unbedingt weifs, wie
viele Unterteilungen man durchfiihren wird. Man koénnte dem Array eine Maximalgroke von z.B.
sieben Meshes geben (d.h., es sind sechs Subdivision-Schritte moglich), doch mit dieser Methode
belegt das Programm direkt nach seinem Start ca. 250 MB im Speicher. Zudem benétigt es einige
Sekunden fiir den Start, wenn die Mesh-Objekte angelegt werden, und auch fiir die Beendigung,
wenn sie zerstort werden. Dieser hohe Speicherbedarf folgt aus dem weiteren Nachteil, dass
zum Programmstart nicht bekannt ist, wie viele Vertices, Edges und Faces jeweils auf einem
Subdivision-Level vorhanden sind, fiir diese aber auch fiir alle sieben moglichen Meshes der
Speicher, ebenfalls durch die Vorgabe von Maximalwerten, reserviert werden muss. Um diese
Probleme zu umgehen, kann man die doppelt verkettete Liste aus der Standard Template Library
verwenden. Wird durch eine Subdivision ein neues Mesh-Objekt bendtigt, kann dieses neu erstellt
und hinten an die Liste angehdngt werden. Geht man auf ein groberes Level zuriick, wird das

Objekt des feineren Levels sozusagen ausgehéangt (d.h., die beiden Zeiger auf das Element davor
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ccacIMesh

-vertices: vector<Cvertexs> // alle vertices
-faces: vector<CFaces> // alle Faces
-edges: vector<CEdge> // alle Edges
-Numv: Integer // Anzahl vertices
-NumF: Integer // Anzahl Faces
-Numg: Integer // Anzahl edges

CEdge

-_ivl: Integer // 1. vertex des Edges

-_iv2: Integer S/2.0 vertex (_ivi<_iv2)
-_if1: Integer // 1inkes Nachbarface

-_ifr: Integer // rechtes Nachbarface

-_tag: Integer // markiert als scharfe kKante
-new_vertex: Integer // Nr. des neuen Edge-vertex

cvertex CFace
-_X: Cvector3d // Koordinaten -normal: Cvector3d // Normalenvektor
-_normal: Cvector3d // Normalenvektor -_valence: Integer // anzahl angrenzender vertices
-_valence: Integer // Anzahl angrenzender Faces -_ie: Integer // Anzahl angrenzender Edges
-_ie: Integer // Anzahl angrenzender Edges -_id: Integer /7 Blocknr. %Z.B. fur rFarben)
-_tag: Integer // unveranderliche vertices -_ivertices: Integer[] // angrenzende vertices
-_edges: Integer[] // angrenzende Edges -_iedges: Integer[] // angrenzende Edges
-_faces: Integer[] // angrenzende Faces -new_vertex: Integer J/ Nr. des neuen Face-vertex

Abbildung 3.6: Klassendiagramm des neuen Datenmodells: Vertices, Edges und Faces werden jetzt als
Vektoren aus der Standard Template Library angelegt, Mesh-Objekte vom Typ CCaClMesh in einer Liste
gespeichert.

und das dahinter, in diesem Fall das Ende der Liste, werden entfernt). Da die Meshes auf diese
Weise zur Laufzeit angelegt werden und man so die Anzahl der Vertices, Edges und Faces, die
nach einer Subdivision fiir das dann neu entstehende Mesh benétigt werden, vor Ausfiihrung der
Subdivision kennt (z.B. fiir ein reines Vierecksgitter nach Gl. (2.26)), kann man Vertices, Edges
und Faces ebenfalls zur Laufzeit mit der jeweils benétigten Anzahl als Vektoren (wie die Liste aus
der Standard Template Library) anlegen. Die Vektoren haben gegeniiber einer Liste den Vorteil
des direkten Zugriffs auf Elemente tiber den Indexoperator | | (wie beim Array), ihre Grofe muss
im Gegensatz zur Liste aber festgelegt werden.

Das neue Datenmodell, das sich aus den genannten Anderungen ergibt, ist im Klassendiagramm
in Abbildung 3.6 zu sehen. Auffillig ist, dass die einzelnen Klassen weniger Variablen enthalten.
Da jetzt mehrere Mesh-Objekte gleichzeitig zur Verfligung stehen, konnen bei Ausfiihrung eines
Subdivision-Schrittes neu berechnete Werte fiir Variablen, die auf dem groberen Level aber noch
mit altem Wert benotigt werden, direkt in einem neuen Mesh gespeichert werden. Vorher wurden
hierfiir die ,new*-Variablen (z.B. _new_edges und _new_faces in der Klasse CVertex, s. Abb.
3.3) als Zwischenspeicherung vor dem Uberschreiben des Meshes benétigt.

Die Anpassung der bestehenden Algorithmen an das neue Datenmodell erforderte vor allem die
Implementierung von Kopierkonstruktoren und der Uberladung der Zuweisungsoperation fiir die
Klassen CCaClMesh, CVertex, CEdge und CFace. Die Funktion push_back (-) beispielsweise
kopiert das in Klammern angegebene Objekt mit Hilfe des Kopierkonstruktors und fiigt es am
Ende der Liste bzw. des Vektors ein. Zuséatzlich ergaben sich viele Detaildnderungen am Code, die

aber dadurch erleichtert wurden, dass auf die neu eingesetzten Vektoren iiber den Indexoperator
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1 -0.6 -0.6 0.0 0
2 -0.6 0.6 0.0 0
3 0.6 0.6 0.0 0
4 0.6 -0.6 0.0 0
5 -0.2 -0.2 0.0 0
6 -0.2 0.2 0.0 0
7 0.2 0.2 0.0 0
8 0.2 -0.2 0.0 0
0
1 4 1562 1
2 4 267 3 1
3 4 37 84 1
4 4 4 B51 1
5 4 587 6 1
0
1 2 6 2
0

Abbildung 3.7: Vorgabe der Geometrie wie in Abbildung 3.2: Eine Zeile fiir die Angabe der Anzahl der
einzulesenden Vertices, Faces und tagged Edges wird nicht mehr benétigt. Die Blécke fiir die Vertexko-
ordinaten, den Aufbau der Faces und die Definition der tagged Edges werden durch die 0 voneinander
getrennt.

genauso zugegriffen werden kann wie vorher auf die Arrays.

Eine grofere Anderung betraf das Einlesen der Geometrie, das in den Konstruktor der Klasse
CCaClMesh verlagert wurde. Ein Mesh-Objekt wird darin nach Aufruf von z.B. CCaClMesh
new_mesh (,Geometriedatei.txt™) mit der richtigen Anzahl an Vertices, Edges und Fa-
ces angelegt und danach hinten an die Mesh-Liste angehéngt. Wie weiter oben erwéhnt, fiihrt
diese Vorgehensweise zu einer drastischen Reduzierung des Speicherbedarfs, so dass beim Pro-
grammstart jetzt nur noch ca. 8 MB belegt werden. Die der Geometriedatei aus Abbildung 3.2
entsprechende Datei sieht jetzt so aus wie in Abbildung 3.7. Wie viele Vertices, Faces und tagged
Edges einzulesen sind, muss nicht mehr angegeben werden. Solange keine 0 als Trennzeichen
auftaucht, werden die drei Variablen jeweils gefiillt. Hierfiir werden im Mesh-Konstruktor Listen
verwendet, da wie angesprochen fiir Listen die Gréfse nicht vorher festgelegt werden muss. Im
Anschluss, wenn die jeweilige Listengrofte bekannt ist, werden die Vektoren vertices, faces
und edges mit dieser Grofke angelegt und die Elemente aus den Listen kdnnen in die Vektoren
kopiert werden.

Der Code, der bei Auswahl der Subdivision aus dem Kontextmenii des Programms ausgefiihrt
wird, steht in der main-Funktion und sieht mit dem neuen Datenmodell folgendermafen aus:

if (ccMeshes.size () == 0) ccMeshes.push_back (ccMeshO);

ccMeshes.push_back (ccMeshes.back () ) ;

ccMeshes.back () .Subdivision () ;

ccMeshes.back () .GenerateGLLists () ;
Wenn in der Mesh-Liste ccMeshes noch keine Objekte vorhanden sind, wird das beim Pro-
grammstart erzeugte Mesh ccMeshO eingefiigt. Das bisher letzte Mesh in der Liste wird iiber
push_back (-) kopiert und an das Ende der Liste angefiigt. Die letzten beiden in der Liste
gespeicherten Meshes sind nun also identisch. Fiir das gerade hinten angefiigte Mesh kann jetzt

ein Subdivision-Schritt durchgefiihrt werden. Die Funktion GenerateGLLists () ist schliefs-
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lich fiir die grafische Darstellung des neuen unterteilten Meshes {iber OpenGL zustédndig. Als
neue Funktion im Kontextmenii kann jetzt auch das Zuriicknehmen eines Unterteilungsschrittes
ausgewahlt werden, man erhéalt wieder ein groberes Gitter. Dabei wird das jeweils letzte Mesh
in der Liste iiber pop_back () geldscht:
if (ccMeshes.size () > 1) {
ccMeshes.pop_back () ;

ccMeshes.back () .GenerateGLLists () ;

3.4 Anpassung der Orientierung von Vertices, Edges und Faces

Wie in den Klassendiagrammen (Abb. 3.3 und 3.6) zu erkennen ist, enthalten die Vertices die
Nummern ihrer angrenzenden Edges und Faces in den Arrays _edges bzw. _faces. Ahnliches
gilt fiir die Faces (_ivertices bzw. _iedges). Im reguliren Fall (nur Vierecke und Valenz
N = 4) weisen diese vier Arrays jeweils vier Eintriage auf. Das Ziel sollte sein, diese Eintrége in ei-
ner linksdrehenden Art und Weise, d.h. gegen den Uhrzeigersinn, zu ordnen, was in Abbildung 3.8
grafisch veranschaulicht ist. Der Vorteil dieser einheitlichen Sortierung wird verdeutlicht, wenn
man sich z.B. Abbildung 2.17 ansieht. Die richtige Reihenfolge der Nummerierung von Nach-
barvertices bei der Limitpunktberechnung kann nur gewéhrleistet sein, wenn alle Vertices und
Faces fiir ihre Arrays die angesprochene einheitliche Orientierung erhalten, da die Limitpunktbe-
rechnung faceweise ausgefiihrt wird und dafiir die benétigte Nachbarschaft immer auf die gleiche

Weise zu durchsuchen sein muss.

s 5/

Abbildung 3.8: Links: gewiinschte Orientierung der angrenzenden Edges und Faces bei den Vertices,
rechts: entsprechende Orientierung der angrenzenden Edges und Vertices bei den Faces

Fir die Faces (rechts in Abb. 3.8) wird die Orientierung der angrenzenden Edges und Ver-
tices direkt durch das Einlesen der Geometrie vorgegeben. Die Geometrie aus Abbildung 3.7
beispielsweise ergibt eine linksdrehende Sortierung bei allen Faces. Wiirde man aber z.B. in der
ersten Zeile des Faceaufbaus die Vorgabe 1 5 6 2 durch 1 2 6 5 ersetzen, wire dieses
Face rechtsdrehend, was in diesem Fall zu einem Normalenvektor fiihrt, der im Vergleich zu
den Normalenvektoren der anderen Faces in die entgegengesetzte Richtung zeigt. Dies wiirde
zu Fehlern bei der Subdivision (und auch bei der spéter beschriebenen Limitpunktberechnung)

fithren. Um dem Nutzer die Vorgabe der Geometrie zu erleichtern, wurde daher ein Algorithmus
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implementiert, der alle Faces in der Orientierung aufbaut, wie sie beim ersten Face vorgegeben
wird. Dies wurde realisiert, indem zunéchst die Nachbarfaces des ersten Faces gesucht werden
und dann ihre Orientierung tiberpriift und gegebenenfalls angepasst wird. Danach werden wie-
derum die Nachbarfaces der gerade kontrollierten Faces untersucht usw. Die richtige Sortierung
der jeweils an die Faces angrenzenden Edges folgt dann automatisch, da sich die Reihenfolge der
Nummerierung beim Erstellen der Edges nach der Orientierung der Vertices richtet.

Fiir die Vertices (links in Abb. 3.8) werden zunédchst die angrenzenden Faces sortiert. Jedes
Edge besitzt zwei Nachbarfaces. Handelt es sich um ein Randedge, wird die auferhalb des Git-
ters liegende Nachbarschaft mit der Nummer —1 bezeichnet. Sdmtliche Nachbarfacenummern
der an einen Vertex angrenzenden Edges werden in einem Array gespeichert. Hierbei muss die
,Richtung* der Edges beachtet werden. Bezeichnet man _iv1 als Anfangs- und _iv2 als End-
punkt eines Edges (s. auch Klassendiagramme in den Abb. 3.3 und 3.6), wird zuerst das rechte
und dann das linke Nachbarface zum Array hinzugefiigt, wenn der untersuchte Vertex _iv1l
des jeweiligen Edges entspricht. Entspricht er dagegen _iv2, wird zuerst das linke und danach
das rechte Nachbarface im Array gespeichert. So erhélt man bei Valenz N = 4 beispielswei-
se ein Array mit acht Eintrdgen, wobei jeder Eintrag doppelt vorhanden ist. Das Array wird
dann so sortiert, dass der zweite Eintrag dem dritten entspricht, der vierte dem fiinften usw.
Anschlieftend wird jeder zweite Eintrag geloscht. Man erhélt damit die gewiinschte linksdrehende
Sortierung fiir die angrenzenden Faces des gerade betrachteten Vertex. Die Sortierung der an
den Vertex angrenzenden Edges fillt dann mit Hilfe des Arrays leicht. Das erste Edge muss als
Nachbarfaces den ersten und zweiten Eintrag des Arrays haben, das zweite Edge den zweiten
und dritten Eintrag usw. Sind diese Sortierungen fiir einen Vertex abgeschlossen, kann mit dem
néchsten auf die gleiche Weise verfahren werden, bis schlieflich alle Vertices ihre linksdrehende

Nachbarschaftsorientierung erhalten haben.

3.5 Berechnung von Limitpunkten

Voraussetzung fiir die Limitpunktberechnung ist, wie in Kapitel 2.4.3 beschrieben, ein Gitter,
das ausschliefslich Vierecke enthélt und dessen extraordinary Vertices isoliert sind, d.h., jedes
Face darf maximal einen extraordinary Vertex enthalten. Um die Erfiillung dieser Bedingungen
zu Uberpriifen, wurde der Klasse CCaClMesh eine private Integer-Variable 1evel hinzugefiigt

mit folgender Bedeutung:

e level = -2: Das Gitter enthalt nicht nur Vierecke und mindestens ein Face weist mehr

als einen extraordinary Vertex auf.

e level = -1: Das Gitter enthalt nicht nur Vierecke oder mindestens ein Face weist mehr

als einen extraordinary Vertex auf.

e level > 0: Das Gitter enthélt ausschlieflich Vierecke und jedes Face weist hochstens

einen extraordinary Vertex auf. Level 0 wird spétestens nach zwei Subdivision-Schritten
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erreicht.

Solange noch nicht Level 0 erreicht ist, wird der Benutzer vom Programm aufgefordert, einen
Subdivision-Schritt durchzufiihren. Erst dann lasst sich die Funktion zur Berechnung der Limit-
punkte aufrufen. Dies geschieht wie bei der Subdivision aus der main-Funktion heraus. Der Code
dabei lautet:

if (ccMeshes.size() == 0) ccMeshes.push_back (ccMeshO) ;

if (ccMeshes.back () .GetLevel () >= 0)

ccMeshes.back () .LimitPoints () ;

In der Funktion LimitPoints () wird die Limitpunktberechnung faceweise durchgefiihrt, d.h.,
fiir jedes Face werden bis zu neun Limitpunkte ermittelt. Gespeichert werden samtliche #V +
#FE + #F Limitpunkte eines Gitters in einer weiteren privaten Variable der Klasse CCaClMesh.
Sie heifst 1imit_pts und ist vom Typ vector<CVertex>. Die Nummerierung der Limit-
punkte entspricht der Nummerierung der Vertices, die sich bei Durchfithrung eines Subdivision-
Schrittes ergeben wiirde (s. Abb. 3.4). Damit Limitpunkte nicht mehrfach berechnet werden,
wurde in der Klasse CVertex eine private bool-Variable 1p_set hinzugefiigt, die fiir jeden
Limitpunkt mit false initialisiert wird. Nach der Berechnung eines Limitpunkts erhélt die Va-
riable fiir diesen Punkt den Wert t rue. Bevor mit der Berechnung begonnen werden kann, muss
festgelegt sein, um was fiir ein Face es sich handelt. Die verschiedenen Typen werden in folgen-
der Reihenfolge abgearbeitet (1. bis 4.), hinzu kommt die Berechnung von Limitpunkten auf

festgelegten Kurven (5. bis 6.):
1. innere Faces ohne tagged Edges und ohne Randvertex (s. Kap. 3.5.1)
2. innere Faces ohne tagged Edges, aber mit einem Randvertex (s. Kap. 3.5.2)
3. Randfaces (s. Kap. 3.5.3 und 3.5.4)
4. innere Faces mit einem oder zwei tagged Edges (s. Kap. 3.5.5)
5. Randkurve (s. Kap. 3.5.6)
6. innere tagged Edges (s. Kap. 3.5.7)

An dieser Stelle kann man schon erkennen, dass ein Face nicht mehr als zwei tagged Edges
aufweisen darf. Zudem diirfen sich diese beiden nicht gegeniiber liegen. In beiden Féllen miisste
zunichst ein Subdivision-Schritt durchgefiihrt werden, wozu der Benutzer vom Programm auch

aufgefordert wiirde.

3.5.1 Berechnung fiir innere Faces ohne tagged Edges und ohne Randvertex

Wie die neun Limitpunkte eines inneren Faces ohne tagged Edges berechnet werden, wurde im
Theorieteil in Kapitel 2.4.3 fiir ein Face mit einem extraordinary Vertex der Valenz N = 3 herge-

leitet. Abbildung 3.9 zeigt die analoge Situation fiir ein Face mit einem extraordinary Vertex der
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10
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6 Ls Lis Ly 13

5 4
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Abbildung 3.9: Limitpunktberechnung bei einem inneren Face ohne tagged Edges: Es sind 2N + 8
Vertices beteiligt (in diesem Beispiel mit N = 5 sind es 18), deren Nummerierung mit dem extraordinary
Vertex beginnt. Alle Koeffizienten fiir die neun Limitpunkte kénnen iiber die Subdivision-Matrix S wie
in Gleichung (2.69) ermittelt werden.

Valenz N = 5. Eingetragen sind die neun zu berechnenden Limitpunkte Lg, Ls,, Ls, Ls,, Ly,,
L3 4, Ls, Ly 5 und Ly. Hierfiir wurde die zweite Vorgehensweise nach den Gleichungen (2.68)
und (2.69) bzw. Abbildung 2.19 implementiert. Zundchst mussten fiir die vier moglichen Valenzen
N € {3,4,5,6} jeweils die Subdivision-Matrizen S aufgestellt werden, was mit Hilfe von Maple er-
ledigt wurde. Anschliefend konnte aus den Matrizen {iber die Konvertierungsfunktion von Maple
C-Code erstellt werden. Gespeichert wurden die Werte der Matrizen in einem dreidimensionalen
Array der GroRe [4][29][20] (vier mégliche Valenzen, maximal 29 Zeilen und 20 Spalten in S). Des
Weiteren wurde ein ebenfalls dreidimensionales Koeffizientenarray der Grofe [9][4][20] angelegt
(neun Limitpunkte pro Face, vier mogliche Valenzen, 2N + 8 an der Berechnung eines Limit-
punkts beteiligte Vertices, also mit N = 6 maximal 20). In diesem Koeffizientenarray wurden
dann die Ergebnisse fiir ¢* entsprechend Gleichung (2.69) gespeichert. Beispielhaft sei hier der
Code fiir die Berechnung der Koeffizienten ci gezeigt (entspricht im Code c[1] [N-3]1[7]), die
mit Valenz N = 3 zur Berechnung des Limitpunkts L3 aus Gleichung (2.67) fithren, wobei S im
Code A heifst:
for (int j=0; J<2#N+8; J++) {
cl[1]1[N-31[3] = 1./36. * A[N-3]1[211[7]
+ 1./9. % A[N-3][7+(N-3)%2][7]
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+ 1./36. %= A[N-3][14+(N-3)=*2][J]
+ 1./9. « A[N-3][3][73]

+ 4./9. % A[N-3][8+(N-3)=*2][3]

+ 1./9. % A[N-3][15+(N-3)%2][7]]
+ 1./36. » A[N-31[4]1[7]

+ 1./9. % A[N-3][9+(N-3)*2] []]

+ 1./36. x A[N-3][16+(N-3)*2][]J];

}

Die Matrizen S und die Berechnungen der Koeffizienten ¢* wurden in eine eigene Header-Datei
ausgelagert. In der Funktion LimitPoints () wird dann zur Limitpunktberechnung auf die
Koeffizienten zugegriffen. Folgender Code wurde implementiert:
for (int i=0; i<9; i++) {
x1.SetVals (0., 0., 0.);
if (limit_pts[position[i]].Get_lp_set () == false) {
for (int j=0; j<2xextraord_val+8; j++)

x1 += c[i] [extraord_val-3][]j] % vertices[order[]j]].Vec();

limit_pts[position[i]].SetVals(x1l);
limit_pts[position[i]].Set_lp_set (true);

}

Hierbei ist x1 eine Variable vom Typ CVector3d fiir die Koordinaten des jeweils zu berech-
nenden Limitpunkts und extraord_val entspricht dem N von oben. Die Berechnung wird nur
durchgefiihrt, wenn die oben erwéhnte bool-Variable 1p_set fiir den gerade betrachteten Li-
mitpunkt noch nicht auf t rue gesetzt wurde. Das Array order enthélt die Nummern der an der
Berechnung beteiligten 2N 4 8 Vertices in der Reihenfolge, wie sie in Abbildung 3.9 dargestellt
ist. Hierfiir miissen die Nachbarschaftsverhédltnisse des momentan bearbeiteten Faces abgesucht
werden, wobei immer beim extraordinary Vertex begonnen wird, falls es einen gibt. Handelt es
sich um ein reguléres Face (alle vier Vertices haben Valenz N = 4), ist es egal, von welchem
Vertex aus die Nummerierung gestartet wird. In jedem Fall ist die linksdrehende Orientierung
(s. Kap. 3.4) wichtig, um die richtigen Vertices zu finden und das Array order in der korrekten
Reihenfolge zu fiillen. Das Array position schliefslich besteht fiir jedes Face aus den Num-
mern der zu berechnenden Limitpunkte, die zwischen 0 und #V + #FE + #F — 1 liegen. order
und position werden auch fiir die Facetypen, deren Limitpunktberechnung in den folgenden
Abschnitten erldutert wird, verwendet. Die Berechnung unterscheidet sich dann nur durch die
Anzahl der beteiligten Vertices (d.h. order kann eine kleinere Grofe aufweisen als hier) und die

Koeffizienten (d.h. c[i] [extraord_val-3][j] wird durch ein anderes Array ersetzt).
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3.5.2 Berechnung fiir innere Faces ohne tagged Edges mit einem Randvertex

Betrachtet wird jetzt die Situation aus Abbildung 3.10. Es geht um die Limitpunktberechnung
fiir das in der Abbildung grau hinterlegte Face, das zwar keine tagged Edges enthélt, aber einen
Vertex, der zur Randkurve gehort. Die Nummerierung wird immer so gewahlt, dass der Rand-
vertex an der Stelle 5 liegt. Statt der 2N 4 8 beim reguléren Face an der Limitpunktberech-
nung beteiligten Vertices treten in diesem Fall nur noch 2N + 7 Vertices auf. Um nicht zu viele
Fallunterscheidungen implementieren zu miissen, diirfen die Vertices an den Stellen 0, 3 und 4
ausschlieflich die Valenz N = 4 aufweisen (damit ergibt sich immer 2N + 7 = 15). Ist dies nicht
der Fall, muss vor der Berechnung der Limitpunkte ein Subdivision-Schritt durchgefiihrt werden,
wozu der Benutzer des Programms aufgefordert wird. Der auf dem Rand liegende Limitpunkt Ls
bekommt seine Koordinaten bei der Abarbeitung der Randkurve (s. Kap. 3.5.6). Im Gegensatz
zu den Koeffizienten fiir die fiinf Limitpunkte Lo, L3, , L3, L3 4 und L4 kénnen die Koeffizienten
fiir die drei rot gekennzeichneten Limitpunkte Ls,, Ly, und Ly 5 nicht mit Hilfe von S bestimmt

werden, da sie von denen fiir ein reguléres Face verschieden sind. Stattdessen miissen sie explizit

8 1 2 9
0 3
7 Lk L L 10
Ls, La Lig
6 Lys Ly 11
Rand 5 4
-
[4]
=]
2
14 13 12

Abbildung 3.10: Limitpunktberechnung bei einem inneren Face ohne tagged Edges, aber mit einem
Randvertex: Es sind 2N + 7 (= 15, da nur N = 4 erlaubt ist) Vertices beteiligt. Die Berechnung der
rot markierten Limitpunkte weicht von der Berechnung dieser Punkte in einem reguldren Face ab. Der
Limitpunkt zum Vertex an der Stelle 5 wird erst spéter bei der Bestimmung von Limitpunkten auf der
Randkurve ermittelt.
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aufgestellt werden, was fiir den Facepunkt Ly, jetzt vorgefiihrt wird:

Ly = 3 (4p8+ 2pl+ 64p2 + 5507 + 1500 + 5503 + 57P6 + 5505 + 5;04)
+ 5 (Fpl+ Ep2+ 2p0+ 2p3 + 1505 + 15p4)
+ 3 (Pl + 502+ 509 + 5500 + 3 + 2pl0 + &5 + 5pd + g4pll)
+ % (HpT+ £p6+ 3p0 + 2p5 + Lp3 4+ Lpd)
+ 3 (3p0+ ip3+ 1p5+ ipd)
+ 5 (fGp0+ Ep5 + 3p3 4 $pd + {5p10 + F5pll)
+ 35 (3064 505+ §pl4)
+ 5 (Fp0+ £p3+ 2p5+ 2pd + {5p14 + §5p13)
+ 3 (GP0+ p3+ &pl0+ Sp5+ Fpd + Spll + &pld + 2p13 + Lpl2)
= ﬁpg + 23041”1 + 2304172 + ﬁpg
+ %p? + %p@ + %p?) + 2304]910
+ ﬁ%pG + ;’;—Oap5 + %pél + 2304pll
+ 2304p14 + 23041013 + mpm

Diese Gleichung entspricht den Gleichungen (2.68) und (2.69) mit dem Unterschied, dass fiir die
Koeffizientenberechnung hier wie erwahnt nicht S verwendet werden kann. Fiir p0 bis pl14 miissen
jeweils die Vertices eingesetzt werden, die sich an der betreffenden Stelle befinden. Das Array
order wird dabei mit den Nummern dieser Vertices gefiillt. Rot markiert ist die Zeile, fiir die sich
die Berechnung des Limitpunkts Ly, in einem Face mit Randvertex von der Berechnung in einem
reguliren Face unterscheidet. Da der Vertex an der Stelle 5 auf der Randkurve liegt, miissen
in dieser Zeile statt der Subdivision-Koeffizienten fiir Oberflichen die fiir Kurven eingesetzt
werden. Die Folge ist eine im Vergleich zur Maske Cr aus Gleichung (2.44) abweichende Maske.
Die anderen beiden rot markierten Limitpunkte auf den Edges (Ls, und Ly 5) werden analog
berechnet. Die speziellen Koeffizienten fiir diese drei besonderen Limitpunkte werden im Code im
Array c_tag_1 der Grofe [3]|[15] (drei besondere Limitpunkte, 2N + 7 = 15 beteiligte Vertices)
gespeichert.

3.5.3 Berechnung fiir Faces mit einem Randedge

Das untere Edge der in Abbildung 3.11 grau hinterlegten Faces liegt auf der Randkurve. Hat ein
solches Face einen extraordinary Vertex, was im Beispiel mit N = 3 der Fall ist, kann dieser links
oben (im linken Teil der Abb. zu sehen) oder rechts oben (rechts in der Abb.) liegen. Damit die
Berechnung der Limitpunkte des Faces in beiden Féllen auf die gleiche Weise erfolgen kann, muss
die Nummerierung entsprechend angepasst werden. Bei der Durchsuchung der Nachbarschaft
muss daher zwischen den beiden Moglichkeiten unterschieden werden, was iiber eine Variable
geregelt wird, die den Wert 1 erhélt, wenn der extraordinary Vertex links oben liegt oder 2,

wenn er rechts oben liegt. Die Nummerierung wird dann wie bei den inneren Faces ohne tagged
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1 2 7 7 2 1
0 3 3 0
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Abbildung 3.11: Limitpunktberechnung bei einem Face mit einem Randedge: Es sind 2NV + 4 Vertices
beteiligt. Fiir dieses Beispiel mit N = 3 ergibt sich 2N + 4 = 10. Der extraordinary Vertex kann links
oben (im Bild links) oder rechts oben (im Bild rechts) liegen. Die Nummerierung der beteiligten Vertices
muss entsprechend angepasst werden. Die Berechnung der rot markierten Limitpunkte weicht von der
Berechnung dieser Punkte in einem reguldren Face ab. Die drei unteren Limitpunkte werden erst spéter
bei der Bestimmung von Limitpunkten auf der Randkurve ermittelt.

Edges jeweils so gewahlt, dass der extraordinary Vertex an der Stelle 0 liegt. Haben die oberen
Vertices beide Valenz N = 4, wird immer der linke der beiden als Startpunkt der Nummerierung
gewahlt. An der Limitpunktberechnung sind hier nur noch 2N + 4 Vertices beteiligt. Die auf
dem Rand liegenden Limitpunkte Ls, Ly 5 und Lg werden spéter im Rahmen der Ermittlung
der Limitpunkte auf der Randkurve bestimmt (s. Kap. 3.5.6). Fiir die drei Limitpunkte Lg, Ls,
und Lg kénnen die mit Hilfe von S bestimmten Koeffizienten verwendet werden, fiir die iibrigen
drei, in der Abbildung rot markierten Limitpunkte Ls,, L4, und L3 4 miissen die Koeffizienten
dhnlich wie schon bei den inneren Faces mit Randvertex explizit bestimmt werden. Erneut soll

dies fiir den Facepunkt L4, gezeigt werden:

Ly, = 5 (35p0+ ipl+ 5p2+ £p3+ 3p4 + £p5 + 4p6)
+ 5 (Gpl+ £p2+ 2p0+ 2p3 + Lp5 + Lp4)
+ 3 (Gpl+ 5p24 Gp7+ 500+ 2p3+ P8 + 405 + a5pd + 5509)
+ 5 (3P + 16P6+ gp0 + p5 + 5p3 + 15p4)
+ 5 (5p0+ip3+ ip5+ ipd)
+ 5 (3P0 + 15p5 + §p3 + §pd + P8 + 15p9)
+ 716 (%])6—1— 95 + gpél)
+ % (%p5 + zp4)
+ 716 (%p5—|— %p4+ épQ)
= bl + o2 T e’
+ 374%}90 + %pi’) + 2304]98
+ %m + ég?gm + %M + 2304?99
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Fiir p0 bis p9 sind wiederum die Vertices einzusetzen, die sich an der betreffenden Stelle befinden
und die Vertexnummern bilden den Inhalt des Arrays order. Da drei Limitpunkte auf der
Randkurve liegen, treten hier auch drei Zeilen auf, in denen statt der Subdivision-Koeffizienten
fiir Oberflachen die fiir Kurven verwendet werden, zu erkennen an der roten Markierung. Die
beiden anderen rot gekennzeichneten Limitpunkte auf den Edges (Ls, und L3 4) werden analog
zu Ly, berechnet. Gespeichert werden die Koeffizienten fiir diese besonderen Limitpunkte im
Array c_tag_2 der Groke [3][4][16] (drei besondere Limitpunkte, vier mogliche Valenzen und
2N + 4 beteiligte Vertices, was bei N = 6 maximal 16 ergibt).

3.5.4 Berechnung fiir Faces mit zwei Randedges

Das untere und rechte Edge in Abbildung 3.12 liegen auf dem Rand. Daraus ergibt sich, dass sich
nur der Vertex links oben im Inneren des Gitters befindet. Die Nummerierung wird so gew#hlt,
dass dieser Vertex immer die Nummer 0 erhilt. Fiir ihn muss bei der Berechnung wieder auf
die Valenz geachtet werden, die im Beispiel N = 3 betrigt. An der Limitpunktberechnung eines
solchen Faces sind dann 2N + 1 Vertices beteiligt. Die fiinf auf dem Rand liegenden Limitpunkte
Ls, Ls 4, Ly, Ly 5 und L5 werden spater berechnet, wenn die Limitpunkte auf der Randkurve
bestimmt werden (s. Kap. 3.5.6). Fiir den Limitpunkt Lo konnen wie gehabt die Koeffizienten
aus Gleichung (2.49) verwendet werden, fiir die iibrigen drei, in der Abbildung rot markierten
Limitpunkte L3, , Ly, und Ls, miissen die Koeffizienten dagegen explizit bestimmt werden. Wie

schon in den beiden vorangegangen Abschnitten soll dies fiir den Facepunkt Ly, gezeigt werden:

Ly, = & (5p0+ pl+ 5p2+ 2p3+ pd+ Ep5 + 5p6)
+ 5 (fgPl+ 1gp2 + 300 + $p3 + 1gp5 + 1gp4)
+ ﬁ (%p? + 4p3 + 8p4)

+ 3 (16301 + 16p6 + spo + 8p5 + 16p3 + 16p4)
+ 5 (qp0+ 1p3+ 1p5 + §pd)

+ % (% 03 + 2p4)

+ ﬁ (§p6+ po+8p4)

+ & (Ap5+ipd)

+ & (&p5+ 2pd+ Lp3)

= gl +  5509P2

+ 432p0 + gé}; 3

+ 2592106 + %p’é + %9361)4

Das Array order wird mit den Vertices gefiillt, die sich an den Stellen p0 bis p6 befinden. Die
flinf rot markierten Zeilen weisen darauf hin, dass fiinf der neun Limitpunkte auf dem Rand liegen.
In diesen Zeilen finden die Subdivision-Koeffizienten fiir Kurven Anwendung. Die beiden anderen
rot eingezeichneten Limitpunkte auf den Edges (L3, und Ls,) werden analog zu Ly, berechnet.

Die benétigten Koeffizienten zur Ermittlung dieser drei besonderen Limitpunkte werden im Array
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Abbildung 3.12: Limitpunktberechnung bei einem Face mit zwei Randedges: Es sind 2N + 1 Vertices
beteiligt. Fiir dieses Beispiel mit N = 3 ergibt sich 2N 4+ 1 = 7. Die Berechnung der rot markierten
Limitpunkte weicht von der Berechnung dieser Punkte in einem regulédren Face ab. Die fiinf Limitpunkte
unten und rechts werden erst spater bei der Bestimmung von Limitpunkten auf der Randkurve ermittelt.

c_tag_3 der Groke [3][4][13] gespeichert (drei besondere Limitpunkte, vier mogliche Valenzen
und 2N +1 beteiligte Vertices, was bei der maximal moglichen Valenz von N =6 zu 2N +1 = 13
fithrt).

3.5.5 Berechnung fiir innere Faces mit einem oder zwei tagged Edges

Die Limitpunkte eines inneren Faces mit einem bzw. zwei tagged Edges werden genauso berech-
net wie die eines entsprechenden Randfaces. Anhand des Beispiels in Abbildung 3.13 soll gezeigt
werden, dass diese Vereinfachung zu einigen geringfiigigen Ungenauigkeiten fiithren kann. Die mit
t gekennzeichneten Edges sind tagged. Dieses Beispiel soll als ein Ausschnitt aus einer Gitter-
geometrie verstanden werden, d.h., die acht Faces, die das mittlere Face umgeben, liegen nicht
am Rand. Die rot gekennzeichneten Limitpunkte fiir Face F5 werden so berechnet wie die eines
Faces mit zwei Randedges, also so, als ob die mit E1 und E4 bezeichneten Edges ebenfalls beide
tagged waren. Zur Berechnung werden die Vertices aus den Faces F1, F2, F4 und F5 verwendet.
Da die Edges E1 und E4 aber in Wahrheit nicht tagged sind, miissten zur vollstandig korrekten
Bestimmung der drei roten Limitpunkte auch die Faces F3, F6, F7 und F8 herangezogen werden,
da Vertices, die nur ein angrenzendes tagged Edge aufweisen (in Face F5 links oben und rechts
unten) wie Vertices ohne angrenzende tagged Edges behandelt werden. Die Vertices in den zu-
sitzlichen Faces haben jedoch nur geringen Einfluss auf das Ergebnis, was die Vereinfachung der
Implementierung rechtfertigt. Dies kann mit Hilfe der in Kapitel 3.8.1 beschriebenen Funktion
zur Fehlerberechnung zwischen berechneten Limitpunkten und Subdivisionpunkten nach einem
oder mehreren darauf folgenden Unterteilungsschritten iiberpriift werden. Ohne Vereinfachung

miissten viele Fallunterscheidungen programmiert werden, z.B. konnte auch nur eines der beiden
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Abbildung 3.13: Vereinfachungen bei der Limitpunktberechnung: Die blau markierten Limitpunkte fiir
innere Faces mit einem tagged Edge (F6 und F8) werden so berechnet wie die Limitpunkte in einem Face
mit einem Randedge, d.h. fiir F6 so, als ob die Edges E3 und E4 auch tagged wéren bzw. entsprechend
fiir F'8 so, als ob E1 und E2 auch tagged wiren. Analog werden die rot markierten Limitpunkte fiir innere
Faces mit zwei tagged Edges (F5) so berechnet wie die Limitpunkte in einem Face mit zwei Randedges,
d.h. so, als ob die Edges E1 und E4 auch tagged wiren.

Edges E1 oder E4 tagged sein, was die korrekte Berechnung erneut verdndern wiirde.

Ahnliches gilt fiir die blau markierten Limitpunkte in den Faces F6 und F8, die so berechnet
werden, als ob es sich um Faces mit einem Randedge handeln wiirde. In Face F6 werden sie
also so bestimmt, als ob die Edges E3 und E4 ebenfalls beide tagged wiren. Es werden die
Faces F3, F6, F9 und die drei rechts davon liegenden, in der Abbildung nicht eingezeichneten
Faces verwendet, statt korrekterweise zusédtzlich F2 und F5 mit einzubeziehen. Da der links
oben in Face F6 liegende Vertex auf einer festgelegten Kurve liegt (es laufen zwei tagged Edges
in den Vertex, s. auch Kap. 3.5.7), spielt Face F8 bei der eigentlich richtigen Berechnung der
drei Limitpunkte von Face F6 keine Rolle. Eine solche Situation verkompliziert die vollstandig
korrekte Implementierung der Limitpunktberechnung erneut und man kann sich vorstellen, dass
viele weitere Félle moglich sind.

Analog zu Face F6 werden die drei blauen Limitpunkte in Face F8 so berechnet, als ob die
Edges E1 und E2 beide tagged waren.
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3.5.6 Berechnung auf der Randkurve

Falls ein Gitter eine Randkurve aufweist, werden die Limitpunkte auf dieser Kurve separat ermit-
telt. Hierfiir werden zunéchst alle Nummern der Edges, die als linkes oder rechtes Nachbarface
den Eintrag -1 enthalten, der ,aufserhalb des Gitters bedeutet, in einer Liste bound_edges ge-
speichert. Diese Liste wird daraufhin so in eine neue Liste bound_edges_sorted sortiert, dass
der Endpunkt des einen Edges dem Anfangspunkt des néchsten Edges entspricht und sich somit
die geschlossene Randkurve ergibt. Analog erhélt das Array bound_verts die Nummern der sor-
tierten Vertices der Randkurve. Fiir diese Kurve werden mit den Koeffizienten (% % %) wie in
Gleichung (2.43) zuerst die Limitpunkte zu den Vertices berechnet, solange die Tag-Summe eines
Vertex gleich 2 ist. Die Tag-Summe ist die Anzahl der an einen Vertex angrenzenden tagged Ed-
ges, auf der Randkurve also fiir jeden Vertex gréfer oder gleich 2. Ist die Tag-Summe aber grofier
oder gleich 3, fiihrt dies dazu, dass der entsprechende Vertex unverénderlich ist und seine Koordi-
naten bei einer Subdivision und dementsprechend auch bei der Limitpunktberechnung beibehélt.
Der Code fiir die Berechnung des Limitpunkts zum Vertex an der Stelle bound_verts[i] im
Fall Tag-Summe = 2 lautet folgendermafen (bound_edges wird abgekiirzt geschrieben als b_e,
bound_verts als b_v):
limit_pts[b_v[i]].SetVals
1./6. x vertices[b_v[(i+b_e.size()-1)%b_e.size()]].Vec()
+ 2./3. % vertices[b_v[i]].Vec/()
+ 1./6. x vertices[b_v[(i+l)%b_e.size()]].Vec());

Das Prozentzeichen steht hierbei fiir die Modulo-Funktion. Der Limitpunkt erhélt die gleiche
Nummer wie sein Ausgangsvertex (also bound_verts[i]). Die beiden benachbarten Vertices
befinden sich im Array an den Stellen (i+b_e.size () -1)%b_e.size () (entspricht normaler-
weise i — 1; fiir ¢ = 0 muss aber der letzte in bound_verts gespeicherte Vertex gewéhlt werden)
und (i+1)%b_e.size (). Die Funktion Vec () liefert den Koordinatenvektor eines Vertex.

Bei der Bestimmung der Limitpunkte auf den Edges miissen vier Fallunterscheidungen getrof-

fen werden:

1. Anfangs- und Endvertex des Edges haben beide eine Tag-Summe grofer oder gleich 3:
limit_pts [NumV+NumF+xiter].SetVals (
1./2. % vertices[b_vI[i]].Vec()
+ 1./2. % vertices[b_v[(i+1l)%b_e.size()]].Vec());
iter ist hierbei ein Listeniterator, dessen Dereferenzierung die Nummer des betrachteten
Edges angibt. b_v[i] und b_v [ (i+1)%b_e.size ()] entsprechen den Nummern von

Anfangs- und Endvertex des Edges.

2. Anfangs- und Endvertex des Edges haben beide eine Tag-Summe gleich 2. Es werden die
Koeffizienten (% % 421% 4—18> aus Gleichung (2.42) verwendet:
limit_pts [NumV+NumF+xiter].SetVals (

1./48. % vertices[b_v[(i+b_e.size()-1)%b_e.size()]].Vec()
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+ 23./48. % vertices[b_vI[i]].Vec()
+ 23./48. % vertices[b_v[(i+l)%b_e.size()]].Vec()

+ 1./48. % vertices[b_v[(1i+2)%b_e.size()]].Vec());

3. Der Anfangsvertex des Edges hat eine Tag-Summe grofter oder gleich 3, der Endvertex die
Tag-Summe 2:
limit_pts [NumV+NumF+xiter].SetVals (
+ 25./48. % vertices[b_vI[i]].Vec()
+ 22./48. % vertices[b_vI[(i+l)%b_e.size()]].Vec()
+ 1./48. % vertices[b_v[(1i+2)%b_e.size()]].Vec());

4. Der Anfangsvertex des Edges hat die Tag-Summe 2, der Endvertex eine Tag-Summe grofier
oder gleich 3:
limit_pts [NumV+NumF+xiter].SetVals (
1./48. » vertices[b_v][ (it+b_e.size()-1)%b_e.size()]].Vec()
+ 22./48. x vertices[b_v[i]].Vec()

+ 25./48. * vertices|[b_v[(i+1l)%b_e.size()]].Vec());

3.5.7 Berechnung auf inneren tagged Edges

Bei der Berechnung von Limitpunkten auf inneren tagged Edges wurden abgerundete Kanten
nicht berticksichtigt, d.h., ein solcher Limitpunkt wird immer so berechnet, als ob es sich bei dem
Edge um eine scharfe Kante handeln und das Edge somit fiir unendlich viele Unterteilungsschritte
tagged bleiben wiirde.

Die Berechnung von Limitpunkten zu Vertices auf inneren tagged Edges lauft genauso ab wie
bei Vertices auf der Randkurve. Es gibt zwar den zusétzlichen Fall der Tag-Summe gleich 1, aber
die Vertices, fiir die dies gilt, werden wie Vertices mit einer Tag-Summe gleich 0 behandelt und
ihre Limitpunkte schon vorher im Rahmen der Faceabarbeitung ermittelt.

Bei der Berechnung der Edge-Limitpunkte auf inneren tagged Edges erhélt der Fall Tag-Summe
gleich 1 jedoch eine eigene Behandlung. Zur besseren Ubersicht werden die méoglichen Fille
in Tupelschreibweise dargestellt: (Tag-Summe des Edge-Anfangsvertex, Tag-Summe des Edge-
Endvertex). Dann ergeben sich zusétzlich zu den im vorigen Abschnitt erlduterten Fallunter-
scheidungen (> 3,> 3), (2,2), (> 3,2) und (2, > 3) die folgenden Fille:

5. (1,1)
6. (1,2)
7. (1,>3)
8. (2,1)

9. (>3,1)
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Abbildung 3.14: Unterscheidung bei der Berechnung eines Edge-Limitpunkts fiir den Fall ,,(Tag-Summe
des Edge-Anfangsvertex = 1, Tag-Summe des Edge-Endvertex = 2)“ Ist das blaue Edge tagged, verstarkt
sich der Einfluss des Vertex mit dem blau gefdrbten x. Ist dagegen das rote Edge tagged, fliefst stattdessen
zusatzlich der mit dem roten o markierte Vertex in die Berechnung ein.

Da die Berechnung prinzipiell &hnlich verlauft wie die fiir die Edge-Limitpunkte auf der Randkur-
ve, soll hier nur anhand des Falls (1,2) auf eine Besonderheit aufmerksam gemacht werden, die
bei der Implementierung beachtet werden musste und die in Abbildung 3.14 veranschaulicht ist.
Der Anfangspunkt des Edges, zu dem der Limitpunkt berechnet werden soll, hat die Tag-Summe
1, der Endpunkt die Tag-Summe 2 (es soll entweder das rote oder das blaue Edge tagged sein,
aber nicht beide, da die Tag-Summe dann gleich 3 wire). Da Vertices mit Tag-Summe gleich 1 wie
Vertices mit Tag-Summe gleich 0 behandelt werden, flieken in die Berechnung des Limitpunkts
auf dem Edge neun Vertices durch den Anfangsvertex ein, ndamlich der Anfangsvertex selbst und
die acht benachbarten Vertices, die alle mit x markiert sind. Ist nun das blaue das tagged Edge,
wird der Einfluss des Vertex an der Stelle des blau gefarbten x verstirkt. Ist dagegen das rote
das tagged Edge, flieft in die Berechnung des Edge-Limitpunkts ein weiterer Vertex ein (rotes
0), der im anderen Fall keine Rolle spielt. Diese Besonderheit tritt nur bei den Fallen (1,2) und
(2,1) auf. Im Beispiel konnte natiirlich auch statt des blauen oder roten das oberhalb des blauen
Edges liegende Edge tagged sein, was dann den Einfluss des mit x markierten Vertex rechts oben

vergrofiern wiirde.
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3.5.8 Zusammenfassung der Bedingungen bei der Limitpunktberechnung

Zusammenfassend seien hier die Voraussetzungen genannt, die ein Gitter erfiillen muss, damit
die Limitpunktberechnung moglich ist. Bei Verletzung einer der Bedingungen reicht es, zunéchst
einen oder mehrere Subdivision-Schritte durchzufithren, wozu der Benutzer in jedem der Félle

auch vom Programm aufgefordert wird. Danach ist die Limitpunktberechnung maoglich.
e Das Gitter muss ausschlieflich aus Vierecken bestehen.

e Alle extraordinary Vertices miissen isoliert sein, d.h., jedes Face darf maximal einen extra-

ordinary Vertex aufweisen.
e Es sind maximal zwei tagged Edges pro Face erlaubt.

e Diese zwei tagged Edges diirfen sich nicht gegentiber liegen, d.h., sie miissen zusammenhén-

gend sein.
e Ein Face, das genau einen Randvertex enthalt, darf keine tagged Edges aufweisen.

e Bei einem Face, das genau einen Randvertex enthalt, miissen die iibrigen drei Vertices

regular sein, also Valenz N = 4 haben.

e Bei einem inneren Edge, das nicht tagged ist, darf nur einer der beiden zum Edge gehoren-
den Vertices eine Tag-Summe grofer als 0 haben, nicht beide. Da diese Bedingung bisher

noch nicht genannt wurde, ist sie in Abbildung 3.15 veranschaulicht.
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Abbildung 3.15: Nicht erlaubte Situation bei der Limitpunktberechnung: Das mit dem Pfeil gekennzeich-
nete Edge in diesem Ausschnitt aus einer Gittergeometrie ist nicht tagged, die beiden zu ihm gehérenden
Vertices (markiert mit x) haben aber die Tag-Summen 1 (links) und 2 (rechts). Dies ist bei der Limit-
punktberechnung nicht erlaubt und erfordert zunéchst die Durchfiihrung eines Subdivision-Schrittes.
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3.6 Approximation gegebener Oberflachen mit
Catmull-Clark-Gittern

3.6.1 Aufstellen der Koeffizientenmatrizen A und AT

Fiir die Losung des linearen Ausgleichsproblems ||[AV — S|l — min, das in Kapitel 2.5 be-
schrieben wurde, miissen zuerst die Koeffizientenmatrix A und ihre Transponierte A7 aufge-
stellt werden. Um die diinnbesetzte Struktur beider Matrizen auszunutzen und dadurch Be-
rechnungen wie z.B. Matrix-Vektor-Multiplikationen effizient zu gestalten, sollen nur Eintrage
ungleich 0 gespeichert werden. Da jede Matrixzeile unterschiedlich viele Elemente enthélt, miis-
sen die benotigten Zeilenldngen fiir beide Matrizen im Voraus ermittelt werden. Danach kénnen
die Eintrige von A vollstindig bestimmt und anschlieRend in AT kopiert werden. Die Klas-
se CCaClMesh wird um zwei private Variablen vector< vector<double> > matrix und
vector< vector<double> > matrix_T erweitert. Der innere Vektor vom Typ double
enthélt die Eintrage einer Zeile der jeweiligen Matrix und im &ufseren Vektor werden alle diese
Zeilen gespeichert. Eine Matrixzeile besteht hierbei abwechselnd aus einer zu einem double-Wert
konvertierten Vertexnummer und dem Koeffizienten, mit dem der Vertex mit dieser Nummer mul-
tipliziert werden muss. Der Vektor aller Limitpunkte L = AV z.B. wiirde sich im Code dann
folgendermafen berechnen lassen:
for (int i=0; i<A.size(); 1++) {
AV[i] = 0.;
for (int j=0; Jj<A[i].size(); j=j+2)
AV[i] = AV[i] + A[i][J+1] * vertices[A[i]I[]1];
}

Die Matrix A besteht aus #V + #FE + #F Zeilen, die wie erwdhnt Vektoren unterschiedlicher
Lange entsprechen. Jede Zeilenldnge von A ergibt sich aus der jeweiligen Anzahl der an der Be-
rechnung des mit der Nummer der Zeile versehenen Limitpunkts beteiligten Vertices. Sie wird zu
Beginn der Funktion LimitPoints () ermittelt und im, in der Funktion dynamisch angelegten,
Array rowsize vom Typ int mit der Grofle NumV+NumE+NumF gespeichert. Zuerst wird dies
fiir die Limitpunkte zu den Vertices erledigt. Hierbei spielt die Tag-Summe wieder eine wichtige
Rolle. Ist diese fiir einen Vertex z.B. grofler oder gleich 3, gelten die Koordinaten dieses Vertex als
unveranderlich und die entsprechende Matrixzeile erhélt die Lange 2. Die beiden Eintrédge sind
dann die Nummer dieses Vertex und der zugehérige Koeffizient 1. Bei einer Tag-Summe gleich 2
muss die Matrixzeile wegen der Beteiligung von drei Vertices an der Limitpunktberechnung sechs
Elemente fassen konnen, wihrend bei einer Tag-Summe kleiner oder gleich 1 die Zeilenldnge von
der Valenz des Vertex abhéngt und 2- (2N + 1) betragt. Die Zeilenldngen zu den Vertexpunkten
werden im Array rowsize an den Stellen 0 bis NumV-1 abgelegt. Danach werden die benétigten
Zeilenldngen der Facepunkte ermittelt. Dabei ist entscheidend, um was fiir einen Facetyp es sich
handelt. Entsprechend der Abbildungen 3.9 bis 3.12 muss eine Zeile 2 - (2N + 8), 2- (2N + 7),
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2-(2N +4) oder 2- (2N +1) Elemente aufnehmen kénnen. Diese Zeilenléngen stehen in rowsize
an den Stellen NumV bis NumV+NumF-1. Es folgen die notwendigen Zeilenldangen der Edgepunkte
von NumV+NumF bis NumV+NumF+NumE-1, die iiber die Tag-Summen des Anfangs- und End-
vertex des jeweiligen Edges bestimmt werden. Hierbei gibt es vor allem fiir tagged Edges, wie
in den Kapiteln 3.5.6 und 3.5.7 gesehen, viele verschiedene Kombinationen, die beachtet werden
miissen. Ist das Array rowsize schlieflich komplett gefiillt, wird die Koeffizientenmatrix wie
folgt initialisiert:

matrix.resize (NumV + NumF + NumE) ;

for (int i=0; i<matrix.size(); 1i++) {

matrix[i] .reserve (rowsize[i]);
for (int j=0; Jj<rowsizel[i]; J++)
matrix[i].push_back(0.);

}
Zu beachten ist hier der Unterschied zwischen den Funktionen resize (-) und reserve (-):
Wahrend resize (-) die iiber size () abzufragende Grofe eines Vektors direkt festlegt, reser-
viert reserve () nur den hierfiir nétigen Speicher, d.h., die Abfrage size () wiirde noch den
Wert 0 ergeben. Erst mit jedem push_back (-) wird die Grofe des Vektors um 1 erhoht. Die
Vorbelegung sémtlicher Eintrdge mit 0 kann als Vorsichtsmafsnahme angesehen werden: Sollte es
vorkommen, dass eine Zeilenldnge zu grof bestimmt wird und damit spéater Eintrdge am Ende
der Zeile keinen Wert zugewiesen bekommen, ist dennoch ein richtiges Ergebnis gewéahrleistet.
Ohne diese Vorbelegung konnte ein undefiniertes Verhalten auftreten, da nicht vorherzusehen
ware, welche Werte an den nicht zugewiesenen Stellen stehen wiirden.

Im Anschluss an die Berechnung der Zeilenldngen der Matrix A erfolgt wie gehabt die Limit-
punktberechnung. Die hierbei verwendeten Koeffizienten und die Vertices, auf die diese angewen-
det werden, werden dabei in A (bzw. matrix im Code) gespeichert. Fiir ein Face ohne tagged
Edges z.B. wurde der aus Kapitel 3.5.1 bekannte Code erweitert und sieht nun wie folgt aus:

for (int i=0; 1i<9; i++) {
x1.SetVals (0., 0., 0.);
k = 0;
if (limit_pts[position[i]].Get_lp_set () == false) {
for (int 3=0; j<2xextraord_val+8; Jj++) {

x1 += c[i] [extraord_val-3][]j] * vertices[order[]j]].Vec();

if (c[i] [extraord_wval-3][j] != 0.

&& k < matrix[position[i]].size()) {
matrix[position[i]][k] = order[j];
matrix[position[i]] [k+1] = c[i] [extraord_val-3]1[73];
k =k + 2;
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Abbildung 3.16: Ermittlung der Zeilenlingen von A7 Der rot markierte Vertex beeinflusst die Berech-
nung der 6N + 1 Limitpunkte (rot, griin und schwarz) in den angrenzenden N Faces. Durch jeden schwarz
gekennzeichneten Nachbarvertex kommen 2 - (N — 3) + 1 weitere Limitpunkte (blau) hinzu. Fiir jeden
Vertex wird die Gesamtzahl der Limitpunkte, die er beeinflusst, im Code ermittelt und die Zeilenldngen
der Matrix AT koénnen dementsprechend vorgegeben werden.

limit_pts[position[i]].SetVals(x1l);
limit_pts[position[i]].Set_lp_set (true);

}
Bei den Berechnungen der Limitpunkte fiir andere Facetypen oder auf Rand- bzw. tagged Edges
wird die Matrix A auf dhnliche Weise gefiillt.

Nach Abschluss der Limitpunktberechnung ist die Matrix A vollstdndig bestimmt und ihre
Transponierte kann aufgestellt werden. AT hat #V Zeilen, fiir die zuniichst wieder iiber ein dy-
namisches int-Array rowsize_T der Gréke NumV die benétigte Lénge ermittelt werden muss.
Die zu beantwortende Frage fiir jeden Vertex lautet dabei: An der Berechnung wie vieler Limit-
punkte ist der Vertex beteiligt? Abbildung 3.16 veranschaulicht diese Situation fiir einen inneren,
reguldren Vertex (rot markiert). Die mit unterschiedlichen Farben gekennzeichneten Punkte stel-
len die Limitpunkte dar, auf die der rote Vertex einen Einfluss hat. Dies sind zundchst 6 /N 4 1

in den N Faces, die an den Vertex angrenzen, hier mit N = 4 also 25 (roter, griine und schwarze
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Punkte). Die 2N Nachbarvertices (schwarze Punkte) fithren jeweils zu 2 - (N — 3) + 1 Limit-
punkten, auf die der rote Vertex Einfluss hat. In diesem Beispiel haben sechs Nachbarvertices
die Valenz N = 4 (die oberen und die unteren drei), es ergeben sich also zusétzlich zu den 25
weitere 6 - (2 - (N — 3) + 1) = 18 vom roten Vertex beeinflusste Limitpunkte. Dazu kommen
noch fiinf Limitpunkte durch den linken Vertex der Valenz N = 5 und ein weiterer durch den
rechten Vertex mit N = 3. Insgesamt ergeben sich damit 25+ 18 +5 + 1 = 49 vom roten Vertex
beeinflusste Limitpunkte. rowsize_T an der Stelle der Nummer des roten Vertex wiirde also die
vorgegebene Zeilenlange 98 erhalten (2 - 49, weil jeder Limitpunktnummer noch ein Koeffizient
zugeordnet werden muss, s.0.). In diesem Beispiel liegen alle Vertices im Inneren des Gitters.
Die Zeilenlédnge verringert sich entsprechend, wenn einer oder mehrere Vertices am Rand liegen.
Nicht beachtet wurden bei der Implementierung innere tagged FEdges. Liegt ein Vertex auf einem
solchen Edge, kann das dazu fiihren, dass fiir die entsprechende Matrixzeile von A7 eine zu grofke
Lénge angelegt wird. Die zusétzlichen, eigentlich nicht benétigten Eintrage enthalten den Wert
0 und beeinflussen das Ergebnis damit nicht. Da in der Regel auch nur wenige Zeilen betroffen
sind, fithrt diese Vereinfachung nicht zu einer merklichen Verlangsamung der Fiillung der Matrix
AT bzw. bei Multiplikationen von AT mit Vektoren. Die Matrix kann mit Werten gefiillt werden,
sobald alle Vertices abgearbeitet sind und rowsize_T sédmtliche bendtigten Zeilenldngen von
AT enthilt. Die Initialisierung dhnelt im Code der Initialisierung von A (s.o0.):

matrix_T.resize (NumV) ;

for (int i=0; i<matrix_T.size(); 1i++)

matrix_T[i] .reserve (rowsize T[1]);

Danach wird A7 durch Kopieren der Werte aus A gefiillt:

for (int 1=0; i<matrix.size(); 1i++) {

for (int j=0; Jj<matrix[i].size(); J=3+2) {
if ('(matrix[i][j] == 0 && matrix[i][J+1] == 0)) {
matrix_T[matrix[i][J]].push_back (i) ;

matrix_T[matrix[i][J]].push_back (matrix[i][j+11]1);

3.6.2 Surfacepunktberechnung

Ein weiterer Bestandteil auf dem Weg zur Losung des linearen Ausgleichsproblems ||AV —S||s —
man ist der Vektor S, der die Surfacepunkte enthélt. Diese kénnen durch die Projektion der Limit-
punkte auf eine beliebige Flache ermittelt werden. Im hier entwickelten Programm wurde jedoch
ein anderer Weg gewahlt: Um den Vektor S zu bestimmen, wurde in der Klasse CCaClMesh

die Funktion SurfacePoints () implementiert. Als zu approximierende gegebene Oberfliche

o8



3 Implementierung

Abbildung 3.17: Surfacepunktberechnung: Die zu approximierende Kugeloberfliche liegt innerhalb des
mindestens und hier genau ein Mal unterteilten Wiirfels. Jeder Surfacepunkt S; wird berechnet, indem
der entsprechende Limitpunkt L; iiber eine Gerade mit dem Ursprung verbunden und diese Gerade mit
der Kugeloberflache geschnitten wird.

enthélt diese ein Ellipsoid, dessen Gleichung

x2 y2 2’2

P + 5+ 2= 1 (3.3)
lautet. Mit @ = b = ¢ = 1 erhélt man die Einheitskugel (Radius R = 1). Wahlt man als Startgitter
einen Wiirfel, sind alle acht Vertices extraordinary, da sie die Valenz N = 3 haben. Um die
Limitpunkte zu berechnen, miissen diese extraordinary Vertices bekanntlich isoliert werden, was
nach einem Subdivision-Schritt der Fall ist. Jeder Limitpunkt wird dann iiber eine Gerade mit
dem Ursprung verbunden. Die Schnittpunkte dieser Geraden mit der innerhalb des mindestens
ein Mal unterteilten Wiirfels liegenden Kugel geben hier die Koordinaten der Surfacepunkte an.
In Abbildung 3.17 ist dies grafisch dargestellt. Fiir die formale Herleitung beno6tigt man zusétzlich
zur Ellipsoidgleichung (3.3) die Geradengleichung durch den Ursprung, die in Vektorschreibweise

folgendermafen formuliert werden kann:
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Diese Gleichung wird in die Ellipsoidgleichung (3.3) eingesetzt und man erhélt

272 272 272
t Lm+t Livy_|_t Ly,

a? b2 c2

—1=0. (3.5)

Nach t aufgelost ergibt sich

lig == T (3.6)
2 2 2
Li,:c Li,y Li,z 2
a? b2 c?

Der Surfacepunkt S; ist dann bestimmt tiber

S = 1L, (37)

wobei 1 die positive Losung ist. Im Code werden die auf diese Weise berechneten Surfacepunkte
fiir jedes Mesh in der privaten Variable vector<CVertex> surface_pts aus der Klasse

CCaClMesh gespeichert.

3.6.3 CGLS-Methode

Die in Kapitel 2.5 vorgestellte CGLS-Methode wurde als Template-Funktion implementiert:
template<class T>
void CCaClMesh: :CGLS (vector< vector<double> > &A,
vector< vector<double> > &A_ T, vector<T> &x,
vector<T> &b, int use_defaults)
Der Typ T kann hierbei double oder CVertex sein. Damit sédmtliche in der Methode bendtig-
ten Operationen auch mit Objekten vom Typ CVertex korrekt funktionieren, wurden in der
Klasse CVertex die Operatoren =, +, —,  (in zwei Varianten: 1. Multiplikation double-Wert
mit CVertex-Objekt, 2. Multiplikation zweier CVertex-Objekte), /, <= und « (fiir Ausga-
ben) sowie die mathematischen Funktionen fabs und sqgrt iiberladen. Die Variablen A, A_T,
x und b werden jeweils als Referenzen iibergeben, so dass Anderungen an ihnen auch in der
aufrufenden Funktion sichtbar werden. Beim Aufruf der Approximation aus dem Kontextme-
nii des Programms kann der Benutzer wahlen, ob er fir die maximale Iterationsanzahl K den
Default-Wert 100 und fiir die Toleranz € = 107% verwenden oder beide Werte selbst vorgeben
mochte. Im zweiten Fall erhalt die Variable use_defaults den Wert 0 und innerhalb der Funk-
tion CGLS wird eine Eingabeaufforderung fiir die beiden Werte freigeschaltet. Anderenfalls wird
use_defaults auf 1 gesetzt. Die in der Funktion CGLS verwendeten Variablen lauten wie folgt:
vector<T> r (A.size())
)

’
vector<T> s (A_T.size ()

vector<T> d(A_T.size())
)

4
4

4

vector<T> Ax(A.size ()

vector<T> A_Tr (A_T.size());
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vector<T> Ad(A.size());
T alpha_k;

T beta_k;

T norm2_s_k;

T norm2_s_kplusl;
T norm2_Ad_k;

T residual;

Mit Hilfe dieser Variablen wurde der Algorithmus aus Kapitel 2.5 eins zu eins umgesetzt.

3.6.4 Ablauf eines Approximationsschrittes

Bei der Wahl der Approximation mit Default-Werten aus dem Kontextmenii ruft die main-
Funktion iiber ccMeshes.back () .Approximation (1) die Approximationsfunktion in der
Klasse CCaClMesh auf. Wahlt man dagegen die Approximation mit Eingabemdoglichkeit fiir die
maximale [terationsanzahl und die Toleranz, wird statt der 1 als Parameter die 0 {ibergeben. Der
daraufhin auszufithrende Code in der Klasse CCaClMesh lautet:
void CCaClMesh: :Approximation (int use_defaults)
{
if (limit_pts.size() == 0) {
cout « ,Limit points have to be computed first!"“™ « endl;
return;
}
SurfacePoints () ;
vector<CVertex> x_0(vertices.size());
for (int 1i=0; i<x_0.size(); i++)
x_0[1i].SetVals (vertices[i] .Vec());
CGLS (matrix, matrix_ T, x_0, surface_pts, use_defaults);
for (int 1=0; i<vertices.size(); i++)
vertices[i].SetVals(x_0[i].Vec());
GenerateGLLists () ;
}
Zunéachst wird gepriift, ob die Limitpunkte bereits berechnet wurden. Ist dies nicht der Fall, wird
der Benutzer dazu aufgefordert und die Approximationsfunktion wird ergebnislos beendet. Sind
die Limitpunkte bekannt, werden als erstes die Surfacepunkte ermittelt. Anschliefend wird der
Startvektor x(©) fiir die CGLS-Methode angelegt und erhalt als Werte die Vertices des aktuellen
Meshes. Mit den beiden Koeffizientenmatrizen matrix und matrix_T, dem Startvektor x_0,
den gerade berechneten Surfacepunkten surface_pts und dem ,Schalter fiir die Default-Werte
use_defaults wird die CGLS-Funktion aufgerufen. Diese berechnet den Vektor x_0 iterativ
neu. Nach Abschluss der CGLS-Methode werden die Vertices mit den Werten aus x_ 0 iiberschrie-
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ben und das dadurch verdnderte Mesh iiber die Funktion GenerateGLLists () grafisch neu

dargestellt.

3.7 Ausgabe der Gittergeometrie fiir den
B-Spline-Gittergenerator GNAGG

Um ein mit dem hier entwickelten Programm generiertes Gitter fiir eine mit dem aus dem Sonder-
forschungsbereich 401 stammenden Stromungsloser QUADFLOW (fiir eine kurze Beschreibung
s. Kap. 5.3) durchgefiihrte adaptive Rechnung verwenden zu kénnen, muss die fertige Geometrie
so ausgegeben werden, dass der institutseigene B-Spline-Gittergenerator GNAGG die Geometrie
einlesen kann. GNAGG stellt einige elementare Funktionen zur Verfiigung, um B-Spline-Kurven
und -Flachen einzulesen bzw. sie interaktiv zu konstruieren und sie zu einem Multiblock-Gitter
zu verbinden, das QUADFLOW verwenden kann. Ein Multiblock-Gitter ist eine Kombination
von mehreren Blécken, die in sich strukturiert sind. Jeder Block kann also als ein strukturiertes
Gitter angesehen werden, wodurch der Ubergang von einem Block zu einem anderen eine spezi-
elle Behandlung erfordert, um die einzelnen Blocke zu einem Gesamtgitter zusammenzusetzen.
Ein strukturiertes Gitter zeichnet sich durch eine geordnete Nummerierung der Vertices aus. Fiir
GNAGG ist eine Sortierung erforderlich, wie sie in Abbildung 3.18 beispielhaft fiir den Wiirfel
veranschaulicht ist. Diese Sortierung muss erst herbeigefithrt werden, da bei der Durchfiihrung

von Subdivision-Schritten oder bei der Limitpunktberechnung eine andere Sortierung entsteht

3 2
n 2n-1
0 N n-1
0 1

Abbildung 3.18: Aufteilung des Wiirfels und damit auch der spéter approximierten Kugel in sechs
den Wiirfelfaces entsprechende Blocke (schwarz): Demonstriert wird die Sortierung der Vertices bzw.
Limitpunkte (blau) anhand eines der Blocke, die beim ersten Vertex dieses Startfaces (schwarze 0) beginnt
und beim Vertex mit der schwarzen 2 endet.
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(s. Abb. 3.4). Der Wiirfel besteht aus sechs Faces, dementsprechend soll auch die durch mehre-
re Unterteilungen und Approximationsschritte entstehende Kugel sechs Blocke enthalten. Jeder
Block fiir sich erhélt, wie in der Abbildung an einem der Blocke demonstriert, die dargestellte
Vertexsortierung.

Implementiert wurde allerdings nicht die blockweise, sortierte Ausgabe der aktuellen Vertices,
sondern der von diesem Level aus berechneten Limitpunkte. Damit muss zunéchst einmal klar
sein, zu welchem der sechs Startfaces des Wiirfels jeder der Kugellimitpunkte gehort. Der Wiirfel
besteht bereits zu Beginn nur aus Viereckfaces. Ist dies bei einer Gittergeometrie nicht der Fall,
wird dieser Status nach einem Subdivision-Schritt erreicht. Als Ausgangspunkt fiir die Bildung
der sortierten Blocke fiir GNAGG wird immer das erste reine Vierecksgitter gewahlt. Hierfiir
erhilt die Klasse CFace eine private Variable _start_face, damit jedes Face und damit auch
jeder Vertex bzw. Limitpunkt auf jeder Unterteilungsstufe immer seinem Startface, aus dem es
bzw. er hervorgegangen ist, zugeordnet werden kann. Die Variable _start_face wird aber erst
dann gesetzt, wenn ein Gitter wie gerade beschrieben ausschliefllich aus Vierecken besteht. Ist
sie noch nicht gesetzt, enthélt sie den Wert —1. Der Code zum Aufruf der Konvertierungsfunk-
tion Convert ToGNAGG (CCaClMesh& start_mesh), die in der Klasse CCaClMesh definiert
wurde, aus der main-Funktion heraus lautet folgendermafsen:

list<CCaClMesh>::iterator iter;
for (iter=ccMeshes.begin(); iter!=ccMeshes.end(); ++iter)
if ((xiter) .GetFace (0) .GetStartFace() != -1) {
ccMeshes.back () .ConvertToGNAGG (*iter) ;
break;
}
if (iter == ccMeshes.end())
cout « ,At least one subdivision has to be done first!"“ « endl;
Die Mesh-Liste wird also nach dem ersten Gitter durchsucht, dessen Faces bereits ihre Startfa-
ces zugewiesen bekommen haben. Dieses wird der Funktion Convert ToGNAGG (CCaClMeshé&
start_mesh) als Startmesh {ibergeben. Wird kein solches Gitter in der Mesh-Liste gefunden,
ist noch kein reines Vierecksgitter vorhanden und der Benutzer wird zur Durchfiihrung eines
Subdivision-Schrittes aufgefordert.

In der Funktion Convert ToGNAGG (CCaClMesh& start_mesh) wird zunéchst iiberpriift,
ob bereits Limitpunkte berechnet worden sind, da diese fiir GNAGG ausgegeben werden sol-
len. Ist dies nicht der Fall, wird der Benutzer dazu aufgefordert. Danach wird durch Absuchen
der Nachbarschaften aller Faces, die sich in einem Startface befinden, die Sortierung ermittelt
und die entsprechenden Limitpunkte in der dabei bestimmten Reihenfolge in eine Textdatei im
Tecplot-Format geschrieben. Der Anwender kann dabei wihlen, ob er alle oder nur einen der
Blécke ausgeben will, was in Abbildung 3.19 am Beispiel der Kugel zu sehen ist. Die blockweise

Ausgabe wurde folgendermafen realisiert:
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Abbildung 3.19: Darstellung einer Kugel (links) bzw. eines Kugelteils (rechts), entstanden iiber die
Ausgabefunktion der Geometrie fiir GNAGG mit der Auswahl aller Blocke (links) bzw. nur eines Blocks
(rechts). Die Blocke entsprechen jeweils einem der sechs Faces des Wiirfels, der fiir die Kugelapproximation
als Ausgangspunkt gewéhlt wurde.

list<int> limit_pts_GNAGG;
cout « ,Which block do you want to write out? (no. 1-“ «
start_mesh.GetNumF () « ,, or 0 for all) “;
cin » block;
for (int nf=0; nf<start_mesh.GetNumF (); nf++) {
if (block == |l nf == block-1) {
limit_pts_GNAGG.clear();
// Absuchen der Nachbarschaften und
// Fillen von limit_pts_GNAGG
for (iter=limit_pts_GNAGG.begin();
iter!=1limit_pts_GNAGG.end(); ++iter) {

// RAusgabe der Limitpunkte in Textdatei

}
Die Liste 1imit_pts_GNAGG dient fiir jeden Block zum zwischenzeitlichen Speichern der sortier-
ten Limitpunkte, bevor diese am Ende eines for-Schleifendurchgangs in die Textdatei geschrie-
ben werden und die Liste fiir den néchsten Durchlauf wieder freigegeben wird. Das Absuchen der
Nachbarschaften beginnt fiir jedes Startface beim Limitpunkt mit der im Array _ivertices
dieses Startfaces an erster Stelle gespeicherten Vertexnummer:

start_vert = start_mesh.faces[nf].GetVertex(0);
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3.8 Weitere Funktionen

3.8.1 Fehlerberechnung zwischen Limitpunkten und den entsprechenden nach
einem oder mehreren auf die Limitpunktberechnung folgenden
Subdivision-Schritten neu berechneten Vertices

Um den Effekt der Vereinfachungen, die bei der Limitpunktberechnung im Bereich der inneren
tagged Edges teilweise getroffen wurden (s. Kap. 3.5.5), iiberpriifen zu kénnen, wurde eine Funk-
tion zur Berechnung der prozentualen Abweichung der Limitpunkte von ihren entsprechenden
Vertices implementiert. Die zu verwendenden Vertices sind Punkte, die nach mindestens einem
oder aber mehreren auf die Limitpunktberechnung folgenden Subdivision-Schritten berechnet
worden sind. Die prozentuale Abweichung sollte mit jeder Unterteilung sinken, da die Limitpunk-
te bekanntermafsen theoretisch den Subdivisionpunkten nach unendlich vielen Unterteilungen
entsprechen. Um in dem ein- oder mehrfach unterteilten Mesh auf die auf dem groberen Level
ermittelten Limitpunkte zugreifen zu konnen, wurde in der Klasse CCaClMesh eine statische
Klassenvariable static list<CVertex> LP_total_0 angelegt, die immer die zuletzt be-
rechneten Limitpunkte enthélt. Die Formel fiir die prozentuale Abweichung des Limitpunkts L;

vom entsprechenden Vertex im weiter unterteilten Mesh V; lautet dann

| Li — Vill2

fi=
Vil

- 100. (3.8)

Nach Aufruf der Fehlerberechnung aus dem Kontextmenii wird zunéchst iberpriift, ob nach der
Limitpunktberechnung bereits mindestens ein weiterer Subdivision-Schritt durchgefiihrt wurde:
if (CCaClMesh::LP_total_0.size () == NumV+NumEF+NumE)
cout « ,At least one subdivision has to be done first!"“ « endl;
return;
}
Ist mindestens eine Unterteilung vorgenommen worden, wird f; fiir jeden in LP_total_0 vor-
handenen Limitpunkt berechnet und im Ausgabefenster aufgelistet. Um grofere Abweichungen
direkt erkennen zu konnen, werden bei solchen, die iiber 10 % betragen, zusatzlich zur Abwei-

chung die jeweiligen Limitpunkt- und Vertex-Koordinaten zum direkten Vergleich ausgegeben.
3.8.2 Fehlerberechnung zwischen Surfacepunkten und den entsprechenden
Limitpunkten

Diese Funktion wurde zur Untersuchung der Konvergenzordnung der Approximation implemen-
tiert. Die Approximationsaufgabe lautet bekanntlich ||AV — S||2 = ||L — S|l2 — min. Um die

Giite dieser Minimierung zu tiberpriifen, wurden zwei verschiedene Fehler zwischen den Limit-
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und den Surfacepunkten betrachtet, der maximale Fehler

mal‘(HLi—Si”Q) W iZO,...,#LP— 1 (3.9)
und der gemittelte Fehler
| H#LPI
=0

jeweils mit der Anzahl der Limitpunkte #LP = #V + #FE + #F. Diese Berechnungen werden
im Code in der main-Funktion gestartet. Hierbei wird zunéchst tiberpriift, ob bereits eine Ap-
proximation erfolgt ist und Surfacepunkte vorliegen. Ist dies nicht der Fall, wird der Benutzer
zur Durchfiihrung eines Approximationsschrittes aufgefordert. Anschliefsend wird die Funktion
Error_LP_SP () in der Klasse CCaClMesh aufgerufen, die folgendermafen aussieht:

0.;

double error_sum = 0.;

double error_ max

int max_pos = 0;

for (int i=0; i<surface_pts.size(); 1i++) {

CVector3d error (fabs (limit_pts[i].x() - surface_pts[i].x()),
fabs (limit_pts[i].y () — surface_pts[i].y()),
fabs (limit_pts[i].z () - surface_pts[i]l.z()));

if (error.Norm2 () > error_max) {

error_max = error.Norm2 () ;
max_pos = 1i;

}

error_sum = error_sum + error.Norm2();

}
error_sum = error_sum / limit_pts.size();

error_max steht flir den maximalen und error_sum fiir den gemittelten Fehler, max_pos
gibt die Nummer des Limitpunkts mit dem maximalen Fehler an.

Fiir die Approximation der Kugel mit dem Radius R = 1 mit einem Wiirfel als Startgitter
erhiilt man bei Verwendung der CGLS-Toleranz € = 1076 die in Tabelle 3.1 aufgelisteten Fehler.
Wegen der Symmetrie des Gitters tritt der maximale Fehler jeweils an mehreren Stellen auf. Bei
Level 0 und 1 liegt er jeweils in der Mitte der zwolf Verbindungslinien der extraordinary Vertices,
ab Level 2 an der Stelle der Mittelpunkte der urspriinglichen sechs Wiirfelfaces. In der Tabelle ist
auch der Faktor der Verringerung der Fehler von Level zu Level angegeben. Hier sieht man, dass
die Reduzierung sowohl des maximalen als auch des gemittelten Fehlers gegen den Faktor 4 geht.
Formal beschrieben ist AP der bestimmende Wert fiir die Konvergenzordnung p (s. z.B. [13]).
h ist die maximale Schrittweite der Kontrollpunkte, die sich in diesem &quidistanten Fall mit
jeder Unterteilung halbiert. Mit der Viertelung des Fehlers gilt also: (%)p = i & p = 2. Dieses

Ergebnis lédsst allgemein eine quadratische Konvergenzordnung der Approximation erwarten.
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3 Implementierung

maximaler Fehler | Reduzierungsfaktor || gemittelter Fehler | Reduzierungsfaktor
nach Gl. (3.9) nach Gl. (3.10)

Level 0 0,24 - 0,21 -

Level 1 1,56-1072 15,33 5,71-1073 36,89
Level 2 4,51-1073 3,46 1,04-1073 5,49
Level 3 6,41 -10~* 7,03 2,58 1074 4,04
Level 4 1,47-107% 4,36 6,41-107° 4,02
Level 5 3,55-107° 4,15 1,60 -107° 4,01
Level 6 8,78 -107F6 4,04 4,00-1076 4,00

Tabelle 3.1: Entwicklung des maximalen und des gemittelten Fehlers bei der Approximation der Kugel
mit dem Radius R = 1 mit einem Wiirfel als Startgitter. Die CGLS-Toleranz betrigt ¢ = 107,

3.8.3 Manuelle Anderung von Vertexkoordinaten

Diese Funktion wurde implementiert, um wahrend der Ausfiihrung des Programms Vertexkoordi-

naten manuell anpassen zu kénnen. Hierbei wird der Benutzer zunéchst aufgefordert, die Anzahl

der zu &ndernden Vertices einzugeben. Danach werden so lange jeweils die Vertexnummer und

die zugehorigen Koordinaten z, y und z abgefragt, bis diese Anzahl erreicht ist. Wofiir diese

Funktion niitzlich sein kann, wird sich in Kapitel 5.2 zeigen.
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4 Anwendung des entwickelten Programms

4.1 V- und ,W"-Anwendungsprofil

Uber die von einem Wiirfel ausgehende Approximation der in der Funktion SurfacePoints ()

definierten Einheitskugel (s. Kap. 3.6.2) sollen zwei verschiedene Vorgehensweisen bei der Ap-
proximationsanwendung des Programms zur Gittererzeugung verglichen werden, das ,V“-Profil
oben und das ,W“-Profil unten in Abbildung 4.1. Die Bezeichnungen sind an Begriffe aus dem
Bereich der Mehrgitterverfahren angelehnt und folgen aus der in der Abbildung zu erkennenden
Struktur, die sich durch die zyklische Vorgehensweise ergibt. Beim ,V*-Profil fiihrt man so lange
Subdivision-Schritte durch, bis man die gewiinschte Unterteilungsstufe erreicht hat. Anschlie-
fsend kann man die Limitpunkte berechnen lassen und die gegebene Oberfliche approximieren.
Beim ,W“-Profil dagegen wird auf Level 0 mit der Limitpunktberechnung und anschliefender
Approximation begonnen, erst danach folgt der erste Subdivision-Schritt, um das néchste Le-

vel zu erreichen. Anschliefend geht es im Wechsel weiter, d.h., es werden nie zwei oder mehr

"V"-Profil: ¥ Subdivision
Level 0 N Limitpunkt-
berechnung
1 2 Approximation
2
3
4
"W"-Profil:
Level 0
1
2
3
4

Abbildung 4.1: Mogliche Vorgehensweisen bei der Approximationsanwendung des Programms zur Git-
tererzeugung
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4 Anwendung des entwickelten Programms

Subdivision-Schritte direkt hintereinander ausgefiithrt. Dadurch miissen Limitpunktberechnung
und Approximation im Gegensatz zum ,V‘~Profil mehrfach, ndmlich auf unterschiedlichen Unter-
teilungsstufen, erfolgen. Auf den ersten Blick scheint die Anwendung des ,W“-Profils komplexer
und zeitaufwandiger zu sein, weil mehr Berechnungen notwendig sind. Dies ist auch in Tabelle
4.1 zu erkennen, die fiir das angesprochene Beispiel der von einem Wiirfel ausgehenden Kugel-
approximation die Anzahl der bendtigten Iterationen bei der CGLS-Methode mit einer Toleranz
von € = 107% angibt. Unterteilt man insgesamt bis Level 6, wird beim ,V*“-Profil erst nach diesen
Unterteilungen der einzige Approximationsschritt ausgefiihrt. Dieser erreicht mit den aktuellen
Vertices als Startvektor nach 80 CGLS-Iterationen die Toleranzgrenze, wobei auf dem eingesetz-
ten Rechner (Einkern-CPU mit 2,2 GHz, 1 GB RAM) ungeféhr 16 Sekunden fiir eine Iteration
benotigt werden. Die Laufzeit betragt also 80 - 16s = 1280s ~ 21, 3min. Beim ,W“-Profil dage-
gen wird auf jedem Level eine Approximation vorgenommen (ebenfalls jeweils mit den aktuellen
Vertices als Startvektor), was dazu fithrt, dass insgesamt mit 168 mehr als doppelt so viele Itera-
tionen notig sind wie beim ,V“-Profil. Die Laufzeit berechnet sich bei Vernachlassigung des sehr
geringen Zeitaufwands von Level 0 bis 2 zu 48-0,255s+37-15s4+20-4s+15-16s = 369s =~ 6, 2min.
Die Anwendung dieses Profils erfordert also weniger als ein Drittel der Gesamtzeit des ,V“-Profils,
da die Anzahl der Iterationen beim ,W“-Profil auf den hohen rechen- und damit zeitintensiven
Level sinkt. Das liegt daran, dass die Kugel durch vorhergehende Approximationen auf gréberen

Level bereits gut angenéhert ist.

# Vertices | Dauer/Iter. || # Iter. V¢ | # Iter. W* || Ges.zeit ,V* | Ges.zeit ,W*
Level 0 26 < 0,1s 2 2 <L1ls <L 1s
Level 1 98 <0,1s 8 9, insg. 11 <1ls <1ls
Level 2 386 <0,1s 38 37, insg. 48 <2s <2s
Level 3 1538 ca. 0,25 s 70 48, insg. 96 ca. 18 s ca. 12 s
Level 4 6146 ca. 1s 7 37, insg. 133 ca. 77s ca. 49 s
Level 5 24578 ca.4s 80 20, insg. 153 ca. 320 s ca. 129 s
Level 6 98306 ca. 16 s 80 15, insg. 168 ca. 1280 s ca. 369 s

Tabelle 4.1: Vergleich der benétigten CGLS-Iterationen (jeweils aktuelle Vertices als Startvektor, To-
leranz ¢ = 107%) bei Verwendung des ,V*- bzw. des ,W*“-Profils zur Approximation der Einheitskugel,
ausgehend von einem Wiirfel. Der Zeitaufwand pro Iteration wéchst mit jedem Level aufgrund der stei-
genden Vertex-Anzahl. Die Sekundenangaben beziehen sich auf den eingesetzten Rechner.

4.2 Beispielablauf bei der Anwendung

Analog zu der bereits mehrfach erwéhnten Kugelapproximation mit einem Wiirfel als Startgitter
soll hier aufgrund der besseren Darstellbarkeit im Zweidimensionalen ein Beispielablauf fiir die
Anwendung des Programms zur Approximation eines Kreises mit dem Radius R = 0,8, ausge-
hend von einem Quadrat, gezeigt werden. Die Surfacepunktberechnung aus Kapitel 3.6.2 kann

mit z-Koordinate gleich 0 iibernommen werden, es muss allerdings darauf geachtet werden, dass

69



4 Anwendung des entwickelten Programms

die Surfacepunkte nur fiir die auf der Berandung des Gitters liegenden Limitpunkte berechnet
werden, da der Rand analog zur Kugeloberfliche die Kreis‘oberfliche* darstellt. Anderenfalls
wiirden sdmtliche Vertices im Inneren des Gitters durch die Surfacepunktberechnung auf den
Rand verschoben. Ein méglicher Ablauf bei der Verwendung des Programms gestaltet sich dann

folgendermafsen:

1. Vorgabe der Geometrie: Die in Abbildung 4.2 gezeigte Textdatei dhnelt der aus Abbildung
3.7. Allerdings ist hier keines der Edges tagged. Die Geometrie, die sich daraus ergibt, ist
in Abbildung 4.4 mit Angabe der Vertex-, Edge- und Face-Nummerierungen dargestellt.
Zu beachten ist hierbei, dass die Nummerierungen in der Textdatei jeweils mit 1 begin-
nen und im Programm mit 0. Die linksdrehenden Nachbarschaftsverhéltnisse lassen sich
aus Abbildung 4.3 ablesen, die einen Ausschnitt des Ausgabefensters direkt nach dem Pro-
grammstart zeigt. So sind beispielsweise fiir die acht Vertices bei ,ENr und ,FNr“ die
jeweils angrenzenden Edges bzw. Faces in einer linksdrehenden Weise angegeben. Gleiches
gilt bei den fiinf Faces fiir die unter VN1 und ,,ENr“ angegebenen angrenzenden Vertices
bzw. Edges.

2. Durchfiihrung eines Subdivision-Schrittes, um Level 0 zu erreichen: Das Startgitter befin-
det sich auf Level -1, d.h., es sind noch nicht alle extraordinary Vertices isoliert. Damit die
Limitpunktberechnung mdoglich ist, muss dies aber der Fall sein. Deshalb ist ein Subdivision-
Schritt notig, nach dem Level 0O erreicht wird. Die daraus folgende Gittergeometrie ist in
Abbildung 4.5 zu sehen. Wiederum sind die Vertex-, Edge- und Face-Nummerierungen
angegeben, um die durch eine Unterteilung erfolgte Neunummerierung (s. Abb. 3.4) nach-

vollziehen zu kénnen.
3. Anwendung des ,W*“Profils, um den Kreis zu approximieren:
a) Limitpunktberechnung
b) Approximation
¢) Subdivision

In diesem Beispiel soll als Verfeinerungsstufe Level 3 erreicht werden. Dafiir miissen die
Schritte a), b) und c) insgesamt drei Mal jeweils hintereinander ausgefiihrt werden. An-
schliefsend folgen noch eine Limitpunktberechnung und ein Approximationsschritt. Es er-
gibt sich das Gitter aus Abbildung 4.6. Im Gegensatz zum Gitter aus Abbildung 4.7, das
durch reine Subdivision bis Level 3 entsteht, ist es tatsdchlich kreisrund, zu erkennen an

den schwarzen Kreisen, die grafisch iiber die beiden Gitter gelegt wurden.

4. Ausgabe der Geometrie fiir GNAGG: Die durch die Ausgabe aller Blocke generierte Tecplot-
Geometrie ist in Abbildung 4.8 zu sehen. Mit GNAGG kann das so erstellte Gitter dann

zu einem B-Spline-Gitter weiterverarbeitet werden.
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4 Anwendung des entwickelten Programms

1 -0.9 -0.9 0.0 0
2 -0.9 0.9 0.0 0
3 0.9 0.9 0.0 0
4 0.9 -0.9 0.0 0
5 -0.3 -0.32 0.0 0
6 -0.3 0.3 0.0 0
7 0.3 0.3 0.0 0
g 0.3 -0.3 0.0 0

0
1 4 1562 1
2 4 267 3 1
3 4 3784 1
4 4 4 851 1
5 4 587 6 1

0

0

Abbildung 4.2: Beispielablauf, zu 1.: Vorgabe der Quadrat-Geometrie

8 vertices

U @: (-8.90900.-0.9008, @.60BB> 3 E. 2 F : ENr: 8, 3.11. FHNr: 3, 0.
U 1i: (-B.90908, B.9008, @.6BAB> 3 E. 2 F : EMr: 2, 6. 3. FHr: @, 1.
U 2: ¢ B.909098, B.9008, B.BBAB> 3 E. 2 F : EMr: 5, 9. 6. FHr: 1, 2.
U 3: ¢ B3.99090.-0.9008, @.6BAB> 3 E. 2 F : EMr: 8,11, 7. FHr: 2, 3.
U 4: (-8.3000,.-0.3008, @a.60AB> 3 E. 3 F : ENr: 8,18, 1. FHr: 8, 3, 4.
U 5: (-B8.3900, 9.3008, @.6BAB> 3 E. 3 F : EMr: 1, 4. 2. FHr: 8, 4, 1.
U 6: ¢ 3.3008, B.3008, @a.6BAB> 3 E. 3 F : EMr: 4, 7. 5. FHr: 1, 4. 2.
U 7: ¢ B.3900,.-0.3008, @a.60AB> 3 E. 3 F : EMNr: 7.18. 8. FHr: 2, 4. 3.
L faces
F B8: 4U, 4 E : UNv: 8, 4, 5. 1. ENr: 8, 1. 2. 3.
F 1: 4 U, 4 E : UNr: 1, 5, 6. 2. ENr: 2, 4. 5. 6.
F 2: 40U, 4E : UNr: 2, 6, 7. 3. ENr: &5, 7. 8. 7.
F 3: 4U, 4E : UNy: 3, 7. 4. B. ENr: 8.18. 8.11.
F 4: 410, 4 E z UNr: 4, 7, 6., 5. EMr: 18, 7. 4, 1.
12 edges:
edge B :: vl= 0, v2= 4, left face= B, right face= 3. tag= A
edge 1 = wi= 4, vw2= 5, left face= B, right face= 4. tag= @
edge 2 : wvwl=1, v2= 5, left face= 1, right face= B, tag= A
edge 3 :: wvl= @A, v2= 1, left face=—1,. right face= B, tag= 1
edge 4 : wvl= 5, v2= 6, left face= 1, right face= 4. tag= @
edge 5 = wil= 2, v2= 6, left face= 2, right face= 1, tag= @
edge 6 = wvwl= 1, wvw2= 2, left face=—1,. right face= 1. tag= 1
edge 7 : wvl= 6, v2= 7, left face= 2, right face= 4. tag= A
edge 8 : wvwil= 3, vw2= 7, left face= 3, right face= 2. tag= A
edge 9 = wvi= 2, v2= 3, left face=—1, right face= 2. tag= 1
edge 18 : vil= 4, uv2= 7, left face= 4, right face= 3. tag= A
edge 11 : wvil= @A, v2= 3, left face= 3. right face=—1. tag= 1

overall 8 vertices, 5 face=s, 12 edges
suhdivision steps = B, level = -1

Abbildung 4.3: Beispielablauf, zu 1.: Ausschnitt aus dem Ausgabefenster direkt nach dem Programm-
start. Sdmtliche Vertices, Edges und Faces werden mit Angabe ihrer Nachbarschaften aufgelistet.

71



4 Anwendung des entwickelten Programms

VO V3

Abbildung 4.4: Beispielablauf, zu 1.: Darstellung der Geometrie auf Level -1 (direkt nach dem Pro-
grammstart) mit eingetragener Vertex-, Edge- und Face-Nummerierung

V19

V24

Abbildung 4.5: Beispielablauf, zu 2.: Darstellung der Geometrie auf Level 0 (nach einem Subdivision-
Schritt) mit eingetragener Vertex-, Edge- und Face-Nummerierung. Die Neunummerierung ergibt sich
durch die Anwendung der Regeln aus Abb. 3.4 auf die Geometrie des Levels -1 in Abb. 4.4.
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4 Anwendung des entwickelten Programms

Ohne Approximation bis Level 3

Abbildung 4.7

Beispielablauf, zu 3.: Nach drei-

Abbildung 4.6

unterteiltes Gitter, nicht exakt kreisrund

maliger Anwendung des ,W“-Profils approximierter

Kreis mit dem Radius R
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Darstellung; die fiinf farblich

Beispielablauf, zu 4.: Approximierter Kreis in Tecplot-

8

Abbildung 4

unterschiedlich gekennzeichneten Blocke sind aus den fiinf Viereckfaces des Anfangsgitters entstanden.
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5 Anwendung zur Stromungssimulation

Anhand der Simulation eines Stromungsbeispiels soll in diesem Kapitel gezeigt werden, wie ein
mit dem entwickelten Programm generiertes Gitter praktisch eingesetzt werden kann. Hierzu
muss das iiber mehrere Subdivision- und Approximationsschritte entstandene Oberflachengitter

zunéchst zu einem Volumengitter erweitert werden (s. Kap. 5.2).

5.1 Beschreibung des Testfalls

Als Testfall soll die Uberschallanstréomung einer Kugel betrachtet werden. Es bildet sich ein
Verdichtungsstof, der, wie immer bei stumpfen Koérpern, von der Kugeloberflache abgelost ist.
Der Abstand zwischen Stoflage und Staupunkt héngt hierbei von der Anstrom-Mach-Zahl My, =
Zf mit der Stromungsgeschwindigkeit u., und der Schallgeschwindigkeit co, ab. Je grofer die
Mach-Zahl M, vor dem Stof ist, desto kleiner wird der Stofabstand.

Eine Analyse des abgelosten Verdichtungsstofies kann anhand von Abbildung 5.1, die in dhn-

licher Form in [14] zu finden ist, vorgenommen werden: Im Punkt ’a’ steht die Stofwelle senk-

y

(¢

N
4

Abbildung 5.1: Abgeldster Verdichtungsstok bei der Uberschallanstrémung eines stumpfen Korpers (vgl.

[14])
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5 Anwendung zur Strémungssimulation

recht zum Staupunkt, so dass die Stromung keine Umlenkung erfahrt. In grofser Entfernung vom
stumpfen Korper wird der Verdichtungsstof immer schwécher, weshalb die Stromung im Punkt
‘e’ ebenfalls nicht umgelenkt wird. Zwischen diesen beiden Punkten ’a’ und ’e’ ergeben sich
sdmtliche mogliche Losungen fiir schrige Verdichtungsstofe. Im Punkt 'b’ wird die Strémung
leicht nach oben abgelenkt. Geht man von Punkt ’b’ weiter in Richtung ’c’, so erhéht sich die
Umlenkung, bis sie im Punkt ’c¢’ ihren maximalen Wert erreicht hat. Von Punkt ’d’ aus liegt
stromab des Stofes der Schallzustand vor, der ein subsonisches Gebiet einschliefst (0.3 < M < 1),

wahrend zwischen 'd’ und ’e’ die Stromung hinter dem Stof supersonisch ist (M > 1).

5.2 Erstellung des Volumengitters fiir die Simulation

Fiir die Durchfiihrung der Simulation wird ein Volumengitter benétigt, das die Anstrémung der
Kugel, den vor der Kugel entstehenden Stof und das zwischen Stof und Kugeloberfléche liegende
Unterschallgebiet auflésen kann. Zunéchst kann dafiir mit dem hier entwickelten Programm die
Kugeloberfliche erstellt werden. Den Ausgangspunkt hierfiir bildet eine Wiirfelgeometrie, aus
der durch die Anwendung des ,W*“-Profils eine Kugel mit dem Radius R = 1 approximiert wird.
Fiir die Simulation wird nur der angestromte Teil der Kugel bendtigt. Also kann mit Hilfe der
in Kapitel 3.7 beschriebenen GNAGG-Ausgabe einer der sechs Blécke in eine Datei geschrieben
werden. Wahlt man diesen allerdings wie rechts in Abbildung 3.19, ist der modellierte Teil der
Kugeloberflache zu klein, da das zwischen Stofs und Kugel liegende Unterschallgebiet durch das
spiter auf der Grundlage der Kugeloberfliche erstellte Volumengitter nicht vollsténdig erfasst
werden kann. Aus diesem Grund wird die Funktion der manuellen Anderung von Vertexkoordi-
naten aus Kapitel 3.8.3 eingesetzt. Beim Wiirfel sind alle sechs Fléchen gleich grofs, weshalb dies
auch fir die sechs Blocke der approximierten Kugel gilt (s. Abb. 3.19). Um einen der Blocke zu

vergrobern, werden nach einer Subdivision des Wiirfels einige Vertices versetzt, veranschaulicht

Abbildung 5.2: Ein Mal unterteilter Wiirfel vor (links) und nach manueller Vertexanpassung zur Ver-
groferung eines der sechs Blocke (rechts)
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5 Anwendung zur Strémungssimulation

in Abbildung 5.2. Links in der Abbildung ist der ein Mal unterteilte Wiirfel zu sehen, rechts
die neue Geometrie nach manueller Vertexanpassung. Hier erkennt man, dass die Vertices auf
der mittleren vertikalen Linie und auch einige weiter links liegende Vertices nach rechts verscho-
ben worden sind. Anschlieffend wird das ,W*-Profil bis Level 5 angewendet, es werden also vier
Subdivision- und fiinf Approximationsschritte durchgefiihrt. Die auf diese Weise generierte Kugel
ist in blockweiser Darstellung links in Abbildung 5.3 zu sehen, rechts ist der fiir die Erstellung des
Volumengitters schlielich verwendete Block abgebildet, der 65 - 65 = 4225 Gitterpunkte enthélt.

Abbildung 5.3: Approximierte Kugeloberfliche nach Anwendung des ,W*“-Profils bis Level 5: Links die
gesamte, aus sechs Blocken bestehende Oberfléache, rechts nur der fiir die Erstellung des Volumengitters
verwendete, vorher nach Abb. 5.2 vergroferte Block mit 4225 Gitterpunkten.

Aus dem Oberflachengitter des Kugelblocks kann mit Hilfe eines kleinen C+-+-Programms
auf einfache Weise ein Volumengitter generiert werden. Hierbei sind vier wesentliche Schritte

erforderlich:

1. Einlesen des Oberflachengitters: Die 65-65 Gitterpunkte werden eingelesen und in der dreidi-
mensionalen Variable grid vom selbst definierten Typ vektor3d (&hnlich zu CVector3d,

s. Kap. 3.1) an der Stelle grid[i] [j][0] mit i und j jeweils von 0 bis 64 gespeichert.

2. Generierung einer Hyperboloidoberfliche: Die Gleichung fiir ein zweischaliges Hyperboloid

lautet
2 2 2 2 2 2
z r—T z Tr—T
bg/ + - N ( . Hyp) - 1 N b;J + : _ ( : Hyp) +1= 07 (51)
Hyp  CHyp CHyp Hyp  CHyp THyp

wobei der Parameter xf,, die Ausdehnung der Hyperboloidoberfliche in z-Richtung vor-
gibt. Die a-Achse ist in Abbildung 5.2, 5.3 und 5.4 die horizontale Achse. Uber zpyp
wird also auch der Abstand zwischen Kugel- und Hyperboloidoberfliche angepasst. Die
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5 Anwendung zur Strémungssimulation

auf dem Hyperboloid liegenden Gitterpunkte werden jeweils iiber den Schnitt der Gerade
durch den Ursprung und den entsprechenden Gitterpunkt auf der Kugeloberflache mit dem
Hyperboloid ermittelt, so dass die quadratische Gleichung

at> +bt+¢c=0 (5.2)

mit

y2 Z2 .%'2

@ = b2 +62 a2
Hyp Hyp Hyp

22X Hyp

b o= Hw (5.3)

CHyp

2
x
H
c = 1-— 2yp
a
Hyp

zu l6sen ist. ¢ ergibt sich aus den beiden Losungen ¢; und ¢ zu t = ¢, falls t; > 0 gilt,
sonst zu t = ty. Die auf diese Weise berechneten Gitterpunkte (txgrid[i] [§]1[0].x,
txgrid[1]1[J]1[0].y, t*grid[i]1[J]1[0].z) auf der Hyperboloidoberfliche werden in

s I B

Abbildung 5.4: Fiir die Simulation erstelltes Volumengitter mit 278850 Gitterpunkten: In der Mitte ist
die Kugeloberfliche aus Abb. 5.3 zu erkennen.
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5 Anwendung zur Strémungssimulation

grid[i] [J]11[65] gespeichert. i und j liegen hierbei wiederum zwischen 0 und 64.

3. Ausfiillen des Volumens zwischen Kugel- und Hyperboloidoberfliche mit Gitterpunkten:
Das Volumen wird hier mit Hilfe einer Stretching-Funktion ausgefiillt. Diese sorgt dafiir,
dass das Gitter zur Kugeloberfliche hin immer feiner wird, um den Verdichtungsstofs und
das dahinter liegende Unterschallgebiet gut auflésen zu kénnen. Das Stretching ist nur fiir
eine nicht-adaptiv ausgefiithrte Simulation notwendig. grid[i] [j] [k] wird mit i und j
wie gehabt zwischen 0 und 64 und k zwischen 1 und 64 gesetzt zu (1-s) *x0 + s*x1,
wobei x0 dem jeweiligen Gitterpunkt grid[i] [j][0] auf der Kugeloberfliche und x1
dem jeweiligen Gitterpunkt grid[i][3][65] auf der Hyperboloidoberfliche entspricht.
s wird berechnet iiber k/65 * (m_stretch + k/65% (1-m_stretch)) mit dem auf

0.02 gesetzten Parameter m_stretch.

4. Ausgabe der Volumengittergeometrie in eine Datei im Tecplot-Format: Das ausgegebene
Volumengitter mit 65 - 65 - 66 = 278850 Gitterpunkten ist in Abbildung 5.4 dargestellt.

5.3 Durchfithrung der Simulation mit QUADFLOW

Die Simulation wurde mit dem Stromungsloser QUADFLOW (s. [15]) durchgefiihrt, der an dieser
Stelle kurz beschrieben werden soll. QUADFLOW ist ein Loser fiir grof angelegte Simulationen
kompressibler Strémungen und Stromungs-Struktur-Wechselwirkungen. Die zugrundeliegenden
Gleichungen sind die instationdren Navier-Stokes-Gleichungen. Unter Vernachlassigung von Vo-
lumenkréften konnen damit die Erhaltungsgleichungen fiir jedes Kontrollvolumen 2 mit der
Berandung 0f) und dem nach aufien zeigenden, auf dem Oberflachenelement 95 C 052 liegenden

Normalenvektor n in Integralform formuliert werden als

f%dV—i— $ pvndS = 0 (Masse)
Q o0
d(pv
i (gt Jdv + $(pvov—7)ndS = 0 (Impuls) (5.4)
Q o0
i 6(p§;“t)dV + § (petorv —vr +q)ndS = 0. (Energie)
Q a0
Hierbei bezeichnet 7 = —plI + 7% den Spannungstensor, der den viskosen Spannungstensor 7"

enthélt. q ist der Warmestromvektor, p die Dichte, v der Geschwindigkeitsvektor des Fluids und
etot = €+ % ]v\Q die spezifische Gesamtenergie. Das Symbol o steht fiir das dyadische Produkt.
Die unbekannten Grofen in den drei Gleichungen sind p, v, der statische Druck p, e und die
Temperatur 7', die im Fourier’schen Gesetz fiir den Warmestrom q auftritt. Zur Schliefung des
Systems sind zusétzlich zwei Zustandsgleichungen nétig, z.B. fiir den Fall eines idealen Gases die
Gleichungen p = pRT mit der spezifischen Gaskonstante R und e = ¢, T mit der spezifischen

isochoren Warmekapazitat ¢, = %’1 /p bei konstantem spezifischem Volumen %.
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5 Anwendung zur Strémungssimulation

Da singuldre Phanomene wie z.B. Diskontinuitéten zumindest lokal hoch aufgelost werden miis-
sen, wiirden Diskretisierungen auf uniformen Gittern oft eine viel zu grofse Anzahl von Gitter-
punkten erfordern, die besonders bei dreidimensionalen, instationdren Problemen die Ressourcen
heutiger Computersysteme in Bezug auf Speicherplatz und Rechenzeit bei weitem {iibersteigen
wiirden. Aus diesem Grund verwendet QUADFLOW das Konzept der Gitteradaption, um die
jeweilige Problemgrofie der diskreten Formulierungen in jedem Zustand so klein wie moglich zu
halten. Das zentrale Ziel bei der Gitteradaption ist die Realisierung adaptiv generierter Diskreti-
sierungen, die in der Lage sind, die physikalisch relevanten Phanomene bei groftmoglicher Redu-
zierung der Kosten (Rechenzeit, Speicherplatz) aufzulésen. Hierfiir verwendet QUADFLOW den
Ansatz der h-Adaption, bei der lokal Gitterpunkte hinzugefiigt werden, ohne dass sie an anderer
Stelle entfernt werden miissten. Diese Technik funktioniert in QUADFLOW nur bei Verwendung
eines B-Spline-Gitters, wie es mit GNAGG erstellt werden kann.

Die Diskretisierung der zugrundeliegenden Navier-Stokes-Gleichungen (5.4) erfolgt, nachdem
diese dimensionslos gemacht worden sind, durch eine zellzentrierte Finite-Volumen-Methode von
zweiter Ordnung in Raum und Zeit.

Der iibliche Ablauf bei der Durchfithrung einer Simulation mit QUADFLOW kann dem Fluss-
diagramm in Abbildung 5.5 entnommen werden. Dieses Diagramm ist in ausfiihrlicherer Form
in [16] zu finden. Dort und in [15] kénnen weitergehende Details zu QUADFLOW nachgelesen
werden.

Die Simulation wurde schlieflich von Christian Windisch durchgefiihrt, in dessen Arbeit (s.
[17]) weitere Beispiele zu finden sind. Da kein B-Spline-Gitter zur Verfiigung stand, wurde die
Simulation nicht-adaptiv mit dem Gitter aus Abbildung 5.4 durchgefiihrt. Die Parameter der

Dateninput (u.a. Gitterimport)

I
v

—> Gittergenerierung

l

numerische Stromungslésung
liber Finite-Volumen-Methode

|

Gitteradaption

:

v

Datenoutput

Abbildung 5.5: Flussdiagramm fiir den Ablauf einer Simulation mit QUADFLOW
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5 Anwendung zur Strémungssimulation

Anstromung lauteten

M, = 11.0 (5.5)
kg

Poo = 0.0016ﬁ (5.6)

T = 196K. (5.7)

Da es sich um eine reibungsfreie Idealgasstromung handelte, reduzierten sich die Navier-Stokes-
Gleichungen (5.4) zu den Eulergleichungen, in denen die Temperatur 7" nicht auftritt und fir die
daher zur Schliefsung nur eine Zustandsgleichung benétigt wird. Als Randbedingungen wurden die
Kugel mit dem Radius R = 1 als feste Wand, die Einstromseite als supersonischer Einstromrand
und die Ausstromseite als supersonischer Ausstromrand festgelegt. Die Simulation wurde solange
durchgefiihrt, bis sich ein Dichteresiduum kleiner als 10~3 ergab, was nach 2850 Iterationen der

Fall war.

5.4 Auswertung der Simulation

Abbildung 5.6 zeigt einen Schnitt durch das Gitter bei z = 0. Man erkennt den vor der Kugel-
oberflache ausgebildeten Verdichtungsstofs, hinter dem die Dichte von ps, = 0.0016% nahezu
sprunghaft auf einen hoheren Wert ansteigt. An der Dichteverteilung erkennt man auch die
Symmetrie der Losung, die bei einer Kugel bei horizontaler Anstrémung gegeben sein muss.

Untersucht werden soll zunéchst der Stokabstand nach Billig (s. [18]), gegeben iiber

2 = 0.143 exp <?W2§:l> . (5.8)
Diese Gleichung stellt eine empirische Formel dar, die aus Experimenten mit niedriger Tempe-
ratur und fir Idealgas mit dem Isentropenexponenten v = 1.4 hergeleitet wurde. Fir % erhalt
man mit My, = 11.0 einen Wert von ungefdhr 0.147. Dieser Stofsabstand ist in Abbildung 5.7,
die den Dichteverlauf auf der Symmetrielinie y = 0 darstellt, eingetragen. Es ergibt sich eine gute
Ubereinstimmung mit dem Stokabstand der Simulation, der anhand des steilen Dichteanstiegs

zu erkennen ist. In dieser Abbildung ist zusétzlich die Stofintensitat (s. z.B. [14])

P2 (MG

oo (7= 1)MZ +2 59

eingezeichnet, die nur fiir den senkrechten Verdichtungsstoff gilt und sich mit M., = 11.0 und
v = 1.4 zu ca. 5.762 berechnet. Sie liefert ebenfalls eine gute Ubereinstimmung mit den Simulati-
onsergebnissen. Wahlt man fiir % den ersten Wert des Plateaus nach dem starken Dichteanstieg
(in der Abbildung mit x markiert), der bei 5.973 liegt, so ergibt sich zur vorberechneten Stofin-

tensitit eine Abweichung von ungefihr 3.7%.
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5 Anwendung zur Strémungssimulation

plp,[-]

0

Abbildung 5.6: Konturplot fiir die Dichte p, Schnitt bei z = 0

T /—-)(———
- Dichte p
B StoRabstand A/ R nach Billig
B StoRintensitat p, / p,
B |
I T T | I ]
-1.3 -1.2 -1.1 -1
x/R[]

Abbildung 5.7: Verlauf der auf die Anstromdichte p,, bezogenen Dichte p auf der Symmetrielinie
y = 0: Es ergibt sich eine gute Entsprechung der vorberechneten Werte fiir die Stofintensitédt und den

StoRabstand.
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5 Anwendung zur Strémungssimulation

o

05

~ N WhOO~®WO =

0.5

Abbildung 5.8: Konturplot fiir die Mach-Zahl M, Schnitt bei z = 0

Abbildung 5.8 zeigt abschlieffend einen Schnitt bei z = 0 zur Darstellung der Mach-Zahl.
Erneut stellt sich eine symmetrische Lésung ein. Gut sichtbar ist zudem das hinter dem Verdich-
tungsstofs liegende Unterschallgebiet (dunkelblau).

Insgesamt lésst sich feststellen, dass trotz der nicht-adaptiv durchgefiithrten Rechnung zufrie-
denstellende Ergebnisse resultieren. Fiir weitere, detailliertere Ergebnisse sei an dieser Stelle

erneut auf [17] verwiesen.
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6 Zusammenfassung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit war die Weiterentwicklung eines C++-Programms von Dr.
K.-H. Brakhage (s. [4]), so dass dieses eingelesene Oberflachengittergeometrien nicht nur nach
Catmull-Clark-Regeln unterteilen, sondern auch vorgegebene Oberflaichen approximieren kann.
Hierfiir wurde zunéchst die notwendige Theorie aufgezeigt (s. Kap. 2), angefangen beim Ste-
tigkeitsbegriff, der entscheidend fiir die Glattheit der angendherten Oberflachen ist. Im darauf
folgenden Abschnitt wurden wichtige Begriffe aus dem Bereich der Subdivison gekldrt. Da das
Catmull-Clark-Schema wie viele andere Subdivisiontechniken auch auf B-Splines basiert, wurden
danach grundlegende Details wie die Konstruktion und die Verfeinerbarkeit von B-Splines und
die Subdivision von B-Spline-Kurven aufgezeigt. Der Ubergang zu B-Spline-Flichen iiber einen
Tensorproduktansatz wurde kurz skizziert. Es folgte die Beschreibung der Subdivision-Regeln
und der Figenschaften des Catmull-Clark-Schemas sowie die Darstellung von drei Beispielen fiir
die Subdivision von Objekten aus dem Gebiet der Aeronautik. Zum Abschluss des Theorieteils
wurden die fiir die Approximation gegebener Oberflichen benétigte Limitpunktberechnung und
die Losung des linearen Ausgleichsproblems, das sich aus der Approximationsaufgabe ergibt, mit
Hilfe der CGLS-Methode beschrieben.

Zu Beginn der Implementierung (s. Kap. 3) wurde das vorhandene Datenmodell verdndert:
Vorher wurden Gitter bei der Durchfithrung eines Subdivision-Schrittes iiberschrieben, d.h., es
konnte immer nur ein Gitter zur gleichen Zeit existieren. Nach der Implementierung einer Gitter-
Liste mit Hilfe der Standard Template Library von C++ jedoch waren es beliebig viele Gitter.
Hierdurch ergab sich die Moglichkeit, Subdivision-Schritte riickgéngig zu machen und die Gitter
auf groberen Unterteilungsstufen wieder darstellen und nachtrégliche Modifikationen vornehmen
zu konnen. Auferdem konnte der Code vereinfacht werden, da Variablen, die zuvor vor dem
Uberschreiben eines Gitters zur Zwischenspeicherung von Werten benétigt wurden, jetzt weg-
fallen konnten. Die vorher fiir die Vertices, Edges und Faces eines Gitters verwendeten Arrays
wurden durch Vektoren ersetzt, die ebenfalls aus der Standard Template Library stammen und
wie bei der Liste Zugriffe durch einfache Funktionen wie push_back (-) oder pop_back ()
ermoglichen.

Durch die in der Folge implementierte linksdrehende Orientierung der Nachbarschaftsinfor-
mationen bei Vertices und Faces konnte gewéahrleistet werden, dass bei jeder Berechnung eines
Limitpunkts die beteiligten Vertices in der korrekten Reihenfolge ausgewéhlt werden kénnen. Die
Limitpunktberechnung selbst machte dann den Grofiteil der Implementierungsarbeit aus. Neben

dem in der Theorie vorgestellten Fall eines im Inneren des Gitters liegenden Faces ohne tagged
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6 Zusammenfassung

Edges mussten weitere Moglichkeiten beriicksichtigt werden, z.B. Limitpunkte in Randfaces oder
in inneren Faces mit einem oder zwei tagged Edges. Vor allem durch innere tagged Edges erga-
ben sich viele mogliche Fallunterscheidungen, die auch zur Notwendigkeit einer Vereinfachung bei
der Implementierung fiihrten: Limitpunkte in Faces mit einem oder zwei inneren tagged Edges
werden so berechnet wie Limitpunkte in den entsprechenden Randfaces, auch wenn die inneren
tagged Edges nicht zwingend eine geschlossene Kurve bilden. Der hierbei entstehende Fehler
ist in der Regel klein und kann iiber eine Funktion innerhalb des Programms auch tiberpriift
werden. Zur Einddmmung der vielen Fallunterscheidungen wurden des Weiteren einige wenige
Einschrankungen fiir die Limitpunktberechung vorgeschrieben, die zunéchst die Durchfiithrung
eines Subdivision-Schrittes erfordern, wozu der Benutzer des Programms in jedem der Félle auch
aufgefordert wird. So ist z.B. in einem Face, das genau einen Randvertex enthilt, fiir die anderen
drei Vertices jeweils nur die Valenz N = 4 erlaubt.

Um gegebene Oberflachen tiber die Losung des linearen Ausgleichsproblems ||AV — S|l —
min approximieren zu konnen, wurde das Aufstellen der Matrizen A und ihrer Transponierten
AT die die Koeffizienten der Limitpunktberechnung enthalten, innerhalb der Funktion fiir die
Limitpunktberechnung realisiert. Da es sich um diinnbesetzte Matrizen handelt, wurde jeweils
im Vorhinein die bendtigte Anzahl an Eintrdgen in jeder Zeile ermittelt, um fiir die Zeilen,
die als Vektoren angelegt wurden, nur den tatséchlich bendtigten Speicherplatz reservieren zu
miissen. Auferdem kann auf diese Weise die Dauer einer Berechnung wie der Multiplikation
einer der Matrizen mit einem Vektor deutlich verkiirzt werden. Die Limitpunkte sind schlieflich
fiir die Berechnung der Surfacepunkte im Vektor S erforderlich: Die Surfacepunkte werden hier
berechnet, indem die Limitpunkte jeweils iiber eine Gerade mit dem Ursprung verbunden und
diese Geraden mit der gegebenen Oberfliche geschnitten werden. Implementiert wurde dies fiir ein
Ellipsoid. Mit A, AT, den Vertices V und den Surfacepunkten S kann die Approximationsaufgabe
iiber die CGLS-Methode gelost werden. Diese wurde als Template-Funktion implementiert und
kann sowohl mit Vektoren, deren Elemente double-Variablen entsprechen, als auch mit Vektoren,
deren Elemente die dreidimensionalen Vertices vom Typ CVertex sind, umgehen.

Um ein mit Hilfe des in dieser Arbeit entwickelten Programms erstelltes Gitter mit dem B-
Spline-Gittergenera-tor GNAGG einlesen zu kénnen, wurde eine Funktion zur sortierten Ausgabe
der Gittergeometrie implementiert. Hierbei werden die Koordinaten der aktuellen Limitpunkte
blockweise in eine Datei geschrieben. Zu welchem Block ein Limitpunkt gehort, richtet sich nach
dem Face im ersten reinen Vierecksgitter, aus dem er hervorgegangen ist.

In Kapitel 4 wurden verschiedene Vorgehensweisen bei der Anwendung des entwickelten Pro-
gramms demonstriert. Es ergab sich, dass das ,W'-~Anwendungsprofil, bei dem Limitpunktberech-
nung und Approximation nach jeder Subdivision durchgefiihrt werden, dem ,V“-Profil, bei dem
diese beiden Schritte nur am Ende nach sdmtlichen Unterteilungen Anwendung finden, in der
Regel aufgrund der signifikant verringerten Anzahl an CGLS-Iterationen auf den feinen, zeitin-
tensiven Unterteilungsstufen vorzuziehen ist, auch wenn sich eine deutlich hohere Gesamtzahl an

Iterationen ergibt.
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6 Zusammenfassung

Mit Hilfe der abschliefenden Stromungssimulation (s. Kap. 5) sollte die praktische Anwendbar-
keit eines mit dem in dieser Arbeit entwickelten Programm erstellten Oberflichengitters anhand
einer Stromungssimulation gezeigt werden. Wichtig war hierbei vor allem der Schritt der Erwei-
terung des Oberflichengitters zu einem Volumengitter. Bei der Simulation der Uberschallanstro-
mung einer Kugel konnte schlieflich gezeigt werden, dass trotz der nicht-adaptiv durchgefiihrten
Berechnung zufriedenstellende Ergebnisse erreicht werden konnten: Der Verdichtungsstof stellte
sich wie erwartet ein, die Losung war symmetrisch und die Stofintensitét p% oder der Stofsab-

stand % zeigten im Vergleich zu den vorberechneten Werten akzeptable Abweichungen.

Ausblick

Untersucht wurde bisher die generelle Anwendbarkeit von Flachenapproximationen und der Git-
tergenerierung mittels Catmull-Clark-Methoden unter Einsatz globaler Iterationsverfahren (hier
CGLS). Als non-rectangular Beispiel wurde, wie bei der Stromungssimulation zu erkennen erfolg-
reich, eine Kugel gewéahlt.

Bei Anwendungen sind die Fldchen meist als getrimmte Spline-Flachen gegeben, d.h. als Fla-
chen, die iiber Trimmkurven zurechtgeschnitten sind. Ein Ziel fiir die Weiterentwicklung der
implementierten Methoden ist die Projektion auf solche Fliachen, statt ausschlieklich eine Kugel
bzw. ein Ellipsoid approximieren zu koénnen.

Es kann auch vorkommen, dass Dreiecksnetze gegeben sind. Fiir diesen Fall sind zwei verschie-

dene Vorgehensweisen fiir eine Implementierung interessant:
e Projektion auf Dreiecke bzw. auf durch Dreiecke lokal gegebene Fléachen

e Projektion der Dreiecksvertices auf eine Catmull-Clark-Flache: Die Eintrdge der hierfir
benoétigten Ausgleichsmatrix konnten in diesem Fall wie in [11] beschrieben berechnet wer-

den.

Fiir die beschriebenen Flachen sollte es aufferdem ermoglicht werden, wie z.B. bei der Fliigel-
Rumpf-Konfiguration aus Abbildung 2.12 durch die Modifikation der Regeln scharfe oder abge-
rundete Kanten zu erzwingen. Bei Dreiecksnetzen wére es wiinschenswert, wenn solche Kanten

automatisch erkannt werden konnten (sogenannte ,Feature detection®).
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