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12 Punkte

Aufgabenstellung

Gegeben seien xg, r1 € R und eine stetige Funktion f : [xg, 1] — R mit genau einer Nullstelle, so dass f(z)
und f(z1) verschiedene Vorzeichen haben. Schreiben Sie ein Programm, das die Nullstelle mit Hilfe der vier
im folgenden Text beschriebenen Methoden berechnet.

Iterative Verfahren, Ordnung und Effizienzindex

Die nachfolgenden Verfahren sind sogenannte iterative Verfahren, die aus einer oder mehreren Naherungs-
16sungen jeweils eine neue — hoffentlich bessere — Né#herung berechnen. Mehrfache Anwendung (Iteration)
dieser Verfahren liefert dann eine beliebig gute Naherung. Die Ordnung p eines Verfahrens gibt an, wie sich
der Fehler err; := |x; — Z| zwischen der exakten Losung Z und der Naherungslosung z; pro Verfahrensschritt
entwickelt: err;1; < c¢-err! mit einer Konstante ¢ > 0. Der Effizienzindex (nach Traub [3]) beriicksichtigt
dariiber hinaus, wie grofs der Aufwand fiir einen solchen Schritt ist, indem angegeben wird, wie sich der
Fehler pro Funktionsauswertung entwickelt. Der Effizienzindex ist daher ¢ = p*/*, wobei k die Anzahl der
Funktionsauswertungen pro Verfahrensschritt ist. In dem zu schreibenden Programm werden die Geschwin-
digkeitsunterschiede von Verfahren mit unterschiedlichem Index deutlich.

Einschlusserhaltende Verfahren

Ausgehend von den zwei Startwerten g und x; und den zugehorigen Funktionswerten f; := f(x;) sollen x;
(1 =2,3,...) so bestimmt werden, dass die jeweils letzten beiden Iterierten die Nullstelle einschliefen, dass
also die zugehorigen Funktionswerte unterschiedliche Vorzeichen haben. Dazu wird zu je zwei Iterierten x;_1
und z; die Gerade durch die Punkte (z;_1, fi—1) und (a;, f;) gelegt. Der Schnittpunkt dieser Geraden mit
der z—Achse sei x;41. Er liegt zwischen z;_1 und x;, weil f;_; und f; unterschiedliche Vorzeichen haben. Ist
fix1 = f(xiy1) = 0, so hat man die Nullstelle gefunden und kann die Iteration abbrechen. Dieses Verfahren
ist das Sekantenverfahren, welches aber nicht unbedingt die Nullstelle einschliefst, da nicht garantiert ist, dass
fi und f;+1 verschiedene Vorzeichen haben. Daher modifizieren wir es wie folgt: Liefern x; und x;11 keinen
Einschluss, so iiberschreiben wir die Werte x; und f; durch z;—; und ~+; f;—1 mit dem Parameter v; > 0. So
wird erzwungen, dass x; und z;11 einen Einschluss liefern. Der Parameter ~; beeinflusst, wo der Schnittpunkt
der Geraden mit der x—Achse im néchsten Schritt liegt, und hat erheblichen Einfluss auf den Effizienzindex.
Je nach Wahl von ~; unterscheiden wir die folgenden vier Verfahren:



e Regula Falsi, 7; = 1 (teilweise auch Primitivform der Regula Falsi genannt):
Dies ist das einfachste der hier verwendeten Verfahren, hat aber den Nachteil, dass man (vgl. Skizze)
fast immer auf einer Seite mit einem z—Wert ,héngen bleibt“ und sich nur der andere x—Wert der
Losung annéhert. Dies ist fiir den relativ schlechten Effizienzindex ¢ = 1 verantwortlich.

Das ,Hangenbleiben“ bei einem z—Wert resultiert aus der Tatsache, dass der Schnitt mit der Geraden in allen
weiteren Schritten nie zwischen der Nullstelle und diesem z—Wert liegt. Dies soll nun durch Verkleinerung
des Betrags des zugehorigen Funktionswerts f(x) erreicht werden, weil so der Schnittpunkt der Geraden mit
der z—Achse in Richtung von z verlagert wird.

e Illinois—Verfahren, v; = %:
Dieser einfache Trick erhéht den Effizienzindex des Verfahrens auf ¢ = v/3 ~ 1.442, was eine erhebliche
Verbesserung darstellt.

Eine weitere Verbesserung lésst sich erreichen, indem man ~; in Abhéngigkeit von den bisher errechneten
Werten wahlt:

e Pegasus—Verfahren [2], i = & +];ii+1:
Der Parameter ~; ist dabei so gewahlt, dass -2 = Li gilt. Hier ist der Effizienzindex bereits auf ¢ ~

1=y~ fia
1.642 gestiegen. Damit haben wir die Effizienz des Sekantenverfahrens (¢ = H—Q‘/g ~ 1.618 — der goldene
Schnitt ldsst griifsen) bereits iibertroffen, ohne den Einschluss (im Gegensatz zum Sekantenverfahren)

verlieren zu konnen.

e Anderson—Bjorck—Verfahren [I]:
Hier liegt folgende Idee zugrunde: Liefern x; und x;4; keinen Einschluss, so wird vom Punkt x;41 ein
Newton—Schritt mit der durch (x;_1, fi—1), (2, fi) und (241, fi+1) gegebenen Parabel durchgefiihrt,
um z;49 zu erhalten. Das Verbliiffende ist nun, dass sich dieser Schritt in unsere obige Terminologie
einpassen ldsst. Wertet man nédmlich die beim Newton—Schritt verwendete Tangente an der Stelle x;_1

aus, so erhalt man das Ergebnis
fit1 >
1-— fi—1.
( fi )7
fit1

Waéhlt man also v, = 1— 7, 80 entspricht die Gerade durch die Punkte (241, fi+1) und (-1, fi—1)
genau der Tangente. Der Newton—Schritt wird auf diese Weise gewissermafien automatisch bei der
néchsten Iteration durchgefiihrt. Sollte ; < 0 sein, so wird als Notschritt ein Illinois—Schritt gemacht,
also v; = 0.5 gesetzt. Das so entstehende Verfahren hat den Effizienzindex ¢ ~ 1.710 bzw. ¢ ~ 1.682,
je nach Ablauf der Iteration.

Abbruchbedingung, Funktionsauswertungen

Die Iteration soll beendet werden, wenn |f(z;11)| < eps und (aufier bei der Regula Falsi) |z;+1 — x;| < eps
erfiillt sind. Auch wenn Sie die Nullstelle treffen, also bei f(z;11) = 0, soll die Iteration beendet werden.
Die Funktion f sollte an jeder Stelle hochstens einmal aufgerufen werden, um keine unnétige Rechenzeit zu
verschwenden. Um aufserdem nicht iiberfliissigen Speicher zu belegen, sollten Sie Thr Programm so anlegen,
dass Sie keine Felder (Arrays) benotigen.

Schnittstellen

Die Startwerte, die Funktion f etc. werden Ihrem Programm durch unit2.h und unit2.o zur Verfiigung
gestellt, ebenso Unterprogramme zur grafischen Aufbereitung und Kontrolle der errechneten Werte. Im ein-
zelnen enthélt die Header—Datei unit2.h folgende Schnittstellen:

extern const int AnzahlBeispiele;

extern double eps;



enum { RegFalsi, Illinois, Pegasus, AndBjrk };

double f ( double x );

Die Aufzéhlung enum dient lediglich dazu, den Verfahren Namen zu geben. Das Programm gestaltet sich er-
heblich iibersichtlicher, wenn das Verfahren Pegasus statt des Verfahrens 2 aufgerufen wird. Die Konstante
AnzahlBeispiele, die Variable eps und die Funktion f erkldren sich selbst. Daneben gibt es noch drei Funk-
tionen, die fiir die Auswahl des Beispiels sowie die Beurteilung und gegebenenfalls die grafische Aufarbeitung
der Ergebnisse sorgen:

void Start ( int Bsp, double &x0, double &x1, bool Grafik=true, int Pause=300 );

Uber diese Funktion teilen Sie der Praktikumsumgebung zunichst mit, welches Beispiel Bsp Sie rechnen
wollen. In den Variablen x0 und x1 werden Ihnen dann die Startwerte fiir die Iteration iibergeben. Bei
Grafik=true erhalten Sie im weiteren Verlauf noch eine grafische Ausgabe der Ergebnisse, mit Grafik=false
koénnen Sie diese abschalten. Mit dem Parameter Pause geben Sie die Zeit in Millisekunden an, die zwischen
zwei grafischen Ausgaben gewartet wird. Wenn Sie die Funktion mit nur drei Parametern aufrufen, werden
automatisch Grafik=true und Pause=300 gesetzt (Default-Werte). Die Funktion

void Ausgabe ( int Verfahren, double xi, double fi, double xiPlusl, double fiPlusl );

muss nach Start und nach jeder Iteration aufgerufen werden, um die Zwischenergebnisse zu iiberpriifen und
die Grafik zu aktualisieren. Mit dem Parameter Verfahren geben Sie an, welches der vier obigen Verfahren
eingesetzt wird (statt der Namen konnen Sie alternativ auch die Werte 0 bis 3 verwenden). Am Ende des
Programms iiberpriift

void Ergebnis ( int Verfahren, double x );

die Néherung fiir die berechnete Nullstelle und schliefit, falls notig, die Grafikausgabe ab.

Hinweise zum Programmablauf

Schreiben Sie Thr Programm in die Datei meina2.cpp. Schreiben Sie das Programm so, dass es den Benutzer
zunachst nach der Nummer des zu rechnenden Beispiels fragt. Geben Sie ihm an dieser Stelle die Moglichkeit,
das Programm durch Eingabe einer 0 zu beenden. Nachdem Sie Start aufgerufen haben, fragen Sie den
Benutzer, welches Verfahren er verwenden méchte. Anschliefsend berechnen Sie dann mit dem angegebenen
Verfahren die Nullstelle. Nachdem das Ergebnis {iberpriift worden ist, kehren Sie zur ersten Eingabe zuriick.
Versuchen Sie, Thr Programm moglichst robust gegen fehlerhafte Eingaben zu machen.

Hinweise zum Compilieren und Linken

Hier gelten die gleichen Voraussetzungen wie bei Aufgabe 3 aus dem reguldren Ubungsbetrieb.
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