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1 Einfiihrung

Diese Ausarbeitung beruht auf Kapitel 3, Abschnitte 1 und 2 aus dem Buch, A wavelet tour of
signal processing [11] von Stéphane Mallat.

1.1 Einleitung

Der Schwerpunkt dieser Ausarbeitung wird auf der fiir die digitale Signalverarbeitung sehr wichtige
Abtasttheorie beruhen. Diese Theorie fasst mehrere Verfahren, sowie die dazugehorigen notwendi-
gen bzw. hinreichenden Bedingungen zusammen, ein Signal aus einer Folge von gemessenen Werten,
den sogenannten Abtastungen, exakt, also ohne Informationsverlust, zu rekonstruieren. Daran an-
schlieBend wird gezeigt, was passiert, wenn einige dieser notwendigen Bedingungen verletzt werden.
Dies fiihrt zum sogenannten Aliasing (Begriffserkldrung siche unten). Zum Abschluss wird dann
noch eine kurze Einfithrung in diskrete zeitinvariante Filter gegeben, die eine wichtige Grundlage
fiir Algorithmen der Signalverarbeitung darstellen. Wichtige Begriffe und Formeln sind im Anhang
nochmals kurz zusammengefasst.

1.2 Signalverarbeitung, digitale und analoge Signale

Die Signalverbeitung ist ein Teilgebiet der Systemtheorie und kennzeichnet sich vor allem dadurch,
dass sie sehr anwendungsbasiert ist. Der Schwerpunkt liegt, wie der Name schon vermuten lésst, auf
moglichen Bearbeitungsweisen von Signalen sowie deren Charakteristiken. Signale, beispielsweise
Radiowellen oder Laserstrahlen, dienen dem Informationsaustausch zwischen einem Sender und ei-
nem Empfinger. Somit gehoren sowohl die Informationsgewinnung und -iibertragung als auch deren
exakte Rekonstruktion zu den Schwerpunkten der Fragestellungen in der Signalverarbeitung. [7]
Verallgemeinert versteht man unter einem Signal, z.B. in der Nachrichten- oder Messtechnik eine
verénderliche, messbare elektrische Spannung, die man als Zeitfunktion interpretiert. Weiter ver-
allgemeinert lassen sich auch andere beliebige physikalische Groflen, die sich zeitlich oder raumlich
veriandern und sich in eine messbare elektrische Spannung als Zeitfunktion umformen lassen, zur
Informationsiibermittlung nutzen (vergleiche auch [8]). Beispiele hierfiir kénnen somit neben den
o.g. Laserstrahlen Geréusche, Vibrationen oder auch Helligkeitsschwankungen sein. Ganz allgemein
gesprochen ist ein Signal also eine Darstellung von Informationen und lésst sich beispielsweise durch
den Werteverlauf einer physikalischen Grofle tiber der Zeit kennzeichnen. Modelliert kann man sich
dies als kontinuierliche Abbildung vorstellen, die jedem Zeitpunkt einen reellen Wert zuweist. Diese
Abbildungen kann man natiirlich auch auf hoherdimensionalen Rdumen definieren, was nétig wird,
wenn man auch noch rdumliche oder andere Aspekte mit einbeziehen moéchte. Dies ist zum Beispiel
bei der digitalen Bildverarbeitung der Fall. Die Funktion bzw. das Signal wére hier die Abbildung,
die jedem Bildpunkt (x,y) seine zugehorige Farbe zuweist. Dies ist (theoretisch) mit keinem merk-
lich hoheren Aufwand verbunden, da dieselben Prinzipien wie auch im eindimensionalen anwendbar
sind. Samtliche Theorien lassen sich bequem erweitern und iibertragen.

Bei Signalen gibt es mehrere verschiedene, mogliche Klassifikationen. Eine der h&ufigsten und ge-
brauchlichsten stellt zunéchst eine grobe Unterteilung in analoge und digitale Signale dar.

Ein Analogsignal kennzeichnet sich dadurch, dass es sowohl in der Zeit, als auch in der Amplitude
kontinuierlich ist. Es ist somit sehr hiufig in der Realitiit anzutreffen. Ublicherweise werden die
Informationen durch wechselnde elektrische Spannung und Frequenz iibermittelt. Der Vorteil des
Analogsignals besteht darin, dass auch sehr kleine Abweichungen gemessen werden konnen. Weniger
gut hingegen ist, dass Fehler solcher Art nicht wieder riickgdngig zu machen sind. Dies stellt einen
gravierenden Nachteil dar, da in der Praxis kein System storungsfrei ist. [3]

Eine Alternative hierfiir bietet (erwartungsgeméf) das Digitalsignal an, das sowohl zeit- also auch
wertdiskret ist. Dies geschieht dadurch, dass man zunéchst alle Informationen codiert und anschlie-
Bend die so erhaltene Ziffernfolge iibermittelt. Das eben erwihnte Problem von Fehlern bei der
Ubertragung kann nun bis zu einem gewissen Grade vermieden werden, da die Codierungstheorie
die Moglichkeit bietet, falsch iibermittelte Bits entweder auszusortieren oder zu korrigieren. Erst



wenn diese Storungen zu stark sind, bricht dieses Verfahren zusammen, es ist noch nicht mal mehr
eine ungefihre Wiedergabe moglich. [5]

Ausgelost durch die digitale Revolution der 50er Jahre, hat die Nutzung digitaler Signale sehr stark
zugenommen. So haben mittlerweile digitale Algorithmen die meisten traditionellen analogen Tech-
niken ersetzt. Beispiele hierfiir sind das Fernsehen, die Sprachverarbeitung, Tonaufnahmen und alle
Arten der Informationsweiterverarbeitung. Auch wenn analoge Berechnungen oftmals schneller sind
als vergleichbare digitale Algorithmen, werden diese vor allem immer dann durch letztere ersetzt,
wenn die Rechenzeit fiir Anwendungen nicht allzu hoch ist, da digitale Algorithmen genauer und
flexibler sind.

2 Abtasten analoger Signale

Egal ob ob es sich um Tonaufzeichnungen oder Bilder handelt, erhdlt man die meisten Signale als
Diskretisierung analoger Signale. Die einfachste M&glichkeit ein analoges Signal zu diskretisieren,
und somit die einfachste Mo6glichkeit ein analoges Ausgangssignal in ein Digitalsignal umzuwandeln,
ist, das analoge Signal in festen Zeitintervallen 7" zu messen. Die zugehorige Frequenz 1/T wird auch
als Samplingfrequenz oder Abtastrate bezeichnet. Man erhélt Aussagen iiber diskrete Messpunk-
te, widhrend ein genaueres Verhalten innerhalb dieser Intervalle nicht erfasst werden kann. Die so
erhaltenen Werte f(nT') kénnen nun als Interpolationswerte genutzt werden, um f(¢) zu rekon-
struieren. Bedingungen zur exakten Rekonstruktion liefert das im néchsten Abschnitt vorgestellte
Abtasttheorem von Shannon und Whittaker.

2.1 Das Whittaker-Abtast-Theorem

Ein diskretes Signal kann als Summe von Dirac-Pulsen dargestellt werden. Dazu legt man zuerst
ein Zeitintervall T' mit T' € R fest. Anschliefend wird jedem abgetasteten Wert f(nT') mit n € Z
ein Dirac-Puls f(nT)d(t —nT') mit Zentrum ¢ = nT" zugeordnet. Ein gleichméfliges Abtasten von f
entspricht demnach der gewichteten Dirac-Summe

“+oo
faty=")_ f@T)5(t —nT). (1)

Eine Visualisierung davon vermittelt Abbildung 1.
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(a) Analoges Signal. (b) Aquidistantes Abtasten des analogen
Signals.

Abbildung 1: Veranschaulichung der Dirac-Summe.

Die Fourier-Transformation von §(t — nT’) ist nach Definition des Dirac-Pulses

=2

~ +OO
nr(w) = / d(t — nT) exp(—iwt)dt = exp(—inTw),

—0o0

sodass man als Fourier-Transformation von f; die Fourier-Reihe

R 400 F© +o00
falw) = 3 Z f(nT)o(t — nT) exp(—iwt) dt = Z f(nT) exp(—inTw)



erhélt.

Um nun verstehen zu konnen, wie f(¢) aus den verschiedenen Abtastwerten f(n7') und somit f aus
fa zuriickgewonnen werden kann, werden die dazugehorigen Fourier-Transformationen f und fy in
Beziehung zueinander gesetzt. Details liefert der folgende Satz.

Satz 1. Die Fourier-Transformation der Funktion fg, die man erhdlt, wenn man die Funktion f
im Zeitraster T abtastet, ist

+oo
fuw) = 2 Y o 2T &)
k=—00

Auch hier soll eine Abbildung zunichst den Sachverhalt verdeutlichen, bevor obiges Resultat be-
wiesen wird (siche Abbildung 2).
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(a) Fourier-Transformation eines Signals (b) Aquidistantes Abtasten des analogen
f- Signals fithrt zur Periodisierung der dazu-

gehorigen Fourier-Transformation.

Abbildung 2: Veranschaulichung der Fourier-Transformation der Dirac-Summe.

Beweis. Da 6(t —nT') auBerhalb von t = nT gleich Null ist, gilt
f(nT)o(t —nT) = f(t)o(t — nT).

Somit ldsst sich (1) als Multiplikation mit einem Dirac-Kamm, einer Summe aus translaierten Dirac-
Pulsen, umschreiben:

+oo
t) > 8(t—nT) = f(t)e(t).
n=—oo
Berechnet man davon nun die Fourier-Transformation, erhélt man unter Ausnutzung der multipli-
kativen Eigenschaft (b)

fulw) = o (Fxe)(@). )

Die Poisson-Formel (12) beweist nun, dass

+oo0 10
tw) = / > 8(t — nT) exp(—iwt) dt

—0o0

e o <X 2%k @
= n:Z_OO exp(—inTw) (2 % k_z_ O(w — Tﬂ)
gilt. R
Da auflerdem (f *0)(w—¢&) = f+oo d(w—§&—s)ds = f(w—&), ergibt sich nun die gewiinschte
Gleichung (2), mdem man (4) in (3) emsetzt:
- 1 - 1o 2 R %kr. 1 R o 2%r
fa(w) = %(f*c)(w) = %f* Tk—zooé(w - T) Tk—zoof(w - T)'



Satz 1 beweist nun also, dass das Abtasten von f an verschiedenen Punkten T" dquivalent dazu ist, die
Fourier-Transformation mit 27 /7" zu periodisieren, indem alle ihre Translationen um f(w —27k/T)
aufsummiert werden. Aus dieser Tatsache folgt das sogenannte Abtast-Theorem, das erstmals 1935
von Whittaker bewiesen und 1949 von Shannon fiir Anwendungen in der Kommunikationstheorie
wiederentdeckt wurde.

Bevor dieses Theorem jedoch vorgestellt und bewiesen wird, sei zunéchst noch ein Hilfssatz auf-
gefiihrt, in dem die Fourier-Transformation einer fiir das Abtasttheorem wichtigen Funktion berech-

net wird.
Hilfssatz 1. Die Fourier-Transformation von

sin(nt/T')

hp (t) = TI‘t/T

ist hy = T1_/1x/7) (charakteristische Funktion).

Beweis.
~ Foo
T (w) = / hop (1) exp(—iwt) dt
—0o0
o0 sin(wt /T
= / sin(rt/T) exp(—iwt) dt
oo Wt/T
0 : doo -
sin(7t/T) , / sin(7t/T) ,
= —_— —iwt) dt —_— —iwt) dt.
/OO Tt /T exp(—iwt) dt + ; T exp(—iwt)
Nun substituiert man im ersten Integral s = —t und erhilt — ffoo % exp(iws) ds, also insge-

samt (nach erneuter Umbennung von s in ¢ und unter Beriicksichtigung von cos(z) = %(exp(ix) +
exp(—iz))): )
~ > sin(nt/T)
h =2 —_— t) dt.
7(w) /0 /T cos(wt)
Unter Benutzung des Additionstheorems sin(a) + sin(3) = QSin(a—;rﬁ) cos(“57) mit a = (F + w)t
und § = (7 — w)t ldsst sich das Integral zu

o~

() /+°° En((F + W) + sin((F — ) de
w) = ——(sin((= +w in((= —w

T o wt/T T T
vereinfachen. Nun gilt weiterhin (vergleiche [9]), dass

/*Oo sin(,u:c)dx _ 5, falls p >0,
0 x -5, falls p <O0.

Fiir das Integral folgt nun somit insgesamt:

~ T/2+T/2=T, falls|w| <7,
hT(w) =
T/2—-T/2=0, sonst.
Dies beweist die obige Behauptung. O

Satz 2. (SHANNON, WHITTAKER) Fulls der Trdiger von f im Intervall (—=m/T,7/T) enthalten ist,
dann gilt

+oo
f&)=">Y_ f(T)hp(t—nT) (5)
mat (ot /T
bl = S0t/



Bevor nun der Satz bewiesen wird, sei zunéchst noch eine etwas andere Interpretation des Satzes
gegeben, wie sie in der Literatur hiufig zu finden ist. Mit den Bezeichnungen f; = 1/T fiir die
Abtastfrequenz und fp,qz bzw. wpey fiir die maximal auftretende (Kreis-)Frequenz im Signal, ergibt
sich aus der Voraussetzung des Satzes, dass |wmaz| < 7/7T gelten muss. Nutzt man nun aus, dass
Wimaz = 27 fmaz gilt, erhdlt man |27 fi,42| < 7fs und somit 2 | faz| < fs. Dies bedeutet also, dass die
Abtastfrequenz mindestens zweimal so grofl wie die maximale Frequenz des Signals gewéahlt werden
muss, um ein Signal aus seinen Abtastungen exakt zu rekonstruieren. Die halbe Abtastfrequenz wird
auch als Nyquist-Frequenz bezeichnet. Genau genommen muss anstelle von f,,, die Bandbreite
stehen, die durch den Bereich zwischen niedrigster und héchster im Signal vorkommenden Frequenz
definiert ist. Nur in Basisbandsignalen ist die Bandbreite mit f,,q, identisch; Basisbandsignale sind
Signale mit niederfrequenten Anteilen in der Ndhe von 0 Hz.

Beweis. Falls n # 0 ist, sind die Tréiger von f(w — 2n7/T) und f(w) disjunkt, da f(w) = 0 fur
lw| > m/T (siehe Abbildung 2). Die bereits bewiesene Gleichung (2), die Aquivalenz zwischen
Abtasten eines Signals und 27 /T — Periodisierung ihrer Fourier Transformation, besagt nun, dass

. = k i
fuw) =3 3 Flo- B0 =T gy < 7, ()
k=—o0

denn wenn f auf das Intervall (—=m/T,7/T) eingeschriankt wird, liefert die Summe aufgrund der
Uberlappungsfreiheit der Triger nur einen Beitrag fiir k = 0.

Die Fourier-Transformation von hp ist laut Hilfssatz ET = T1|_z/7x/1)- Da laut Voraussetzung
der Triiger von f im Intervall (—m/T,7/T) enthalten ist, folgt aus (6) direkt f(w) = ET(w)ﬁl(w).
Hieraus ergibt sich

+oo +oo
Faltungssatz
FO TEI bk f)(8) = hex Y f(T)O(t —nT) = Y f(nT)hp(t —nT),
n=-—00 n=—o0o
da (hy x0)(t —nT) = hp(t — nT) und somit folgt die Behauptung. O

Das Abtast-Theorem setzt voraus, dass der Triiger von f im Intervall (—m/T,m/T) enthalten ist.
Dies garantiert, dass f zwischen zwei aufeinanderfolgenden abgetasteten Werten keine allzu starken
Variationen aufweist, da die Frequenz durch ein kleines Intervall begrenzt ist und somit durch eine
glatte Interpolation exakt wiederhergestellt werden kann.

In einem spéter folgenden Abschnitt wird zudem gezeigt, dass man auch andere Glattheitsbedingun-
gen verlangen kann, um f aus den einzelnen Abtastungen zu rekonstruieren. Zur Veranschaulichung
dienen die folgenden Bilder (Abbildung 3); sie zeigen die einzelnen Schritte des Abtastens und Wie-
derherstellens eines Signals aus den abgetasteten Werten, sowohl in Abhéngigkeit der Zeit, als auch
der Frequenz.

2.2 Aliasing

Aufgrund von Rechenzeit oder Speichereinschrinkungen des Computers kann das Abtast-Intervall T
nicht beliebig klein gewahlt werden. Daher ist der Trager von f ist im Allgemeinen nicht im Intervall
(—m/T,7w/T) enthalten und die Interpolationsformel (5) nicht anwendbar, um f zu rekonstruieren.
Im Folgenden werden deshalb der daraus entstehende Fehler und eine Prozedur, um diesen zu
verringern, analysiert.

Satz 1 beweist nun die folgende Gleichung

~ 1 &R 2%
faw) =2 Y flo-=5).
k=—00

Nun wird angenommen, dass der Tréiger von f auch auferhalb von (— /T, 7/T) liegt und der Tréiger

~

von f(w — %T”) das Intervall (—= /T, 7/T) fiir einige k # 0 schneidet, wie auch Abbildung 4 zeigt.
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Abbildung 3: (a),(b): Signal f und seine Fourier-Transformation f mit Frequenzbeschrinkung.
(c),(d): Ein &quidistantes Abtasten von f macht seine Fourier-Transformation periodisch. (e),(f):
Idealer Tiefpass-Filter. (g),(h): Das Filtern von (c),(d) mit (e),(f) stellt f exakt wieder her.

Das Uberlappen hochfrequenter Komponenten iiber einem niedrigfrequenten Intervall wird auch als
Aliasing bezeichnet und entsteht immer dann, wenn die Voraussetzung des Abtasttheorems verletzt
wird, das heifit, wenn im Signal Frequenzanteile vorkommen, die hoher als die Nyquist-Frequenz
sind. Wird dieses Abtasttheorem verletzt, entstehen Analysefehler. Signalfrequenzen, die grofler oder
gleich sind als die Nyquist-Frequenz, werden als niedrigere Frequenzen interpretiert. Die héheren
Frequenzen geben sich sozusagen als eine andere (niedrigere) aus, was diesem Effekt den Namen
Aliasing eingebracht hat. Es schleichen sich also Alias-Frequenzen ein, die man nicht von dem echten
Signal unterscheiden kann. Ein Synonym fiir diesen Alias-Effekt ist die spektrale Uberlappung und
auch in Abbildung 4 dargestellt.

In Gegenwart dieses Aliasings, ist das interpolierte Signal

+oo
(hrx fa)(t) = ) f(nT)hr(t —nT)

n=—oo
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mit einem Trager, der grofler ist, als vom
Abtasttheorem gefordert.

(b) Aquidistantes Abtasten des analogen
Signals fithrt zur Periodisierung der dazu-
gehdrigen Fourier-Transformation. Da sich

die Triager von f(w — 2kn/T) fiir einige k
iiberschneiden, fiithrt dies fiir einige Fre-
quenzen zur Addition der dazugehérigen
Werte.

Abbildung 4: Signal mit gréflerem Frequenzbereich.

und hat die Fourier-Transformation

P fa) )Y - 2T, (7)

k*—oo

= de(w)l[fﬂ’/T,rr/T]( ) = L —r/7m/m) (W

welche iiber dem Intervall (—7 /T, 7/T) komplett verschieden von f(w) sein kann. Selbst das Signal
(hr * f4)(t) muss noch nicht einmal eine gute Approximation von f sein, wie Abbildung 5 zeigt.

Zum besseren Verstindnis des Aliasings dienen nun die folgenden drei Beispiele:

Beispiel 1. Wenn man ein Audiosignal in guter Qualitit digitalisieren will, sollten simtliche Fre-
quenzen bis zur Horgrenze von etwa fmae = 16 kHz erhalten bleiben. Dazu bendtigt man nach dem
Abtasttheorem eine Abtastfrequenz von mindestens fs = 2fmaee = 32kHz. Nun ist es allerdings so,
dass im urspringlichen Signal noch Anteile oberhalb der Horgrenze vorhanden sein kionnen. Dort
storen sie nicht, nach der Abtastung aber sehr wohl, da bei einer Abtastfrequenz von 32kHz bei-
spielsweise aus einem Signalanteil mit 25kHz einer mit 7TkHz wiirde (Aliasing). Also baut man
einen Filter (z.B. Tiefpass) ein, welcher Signale ab der halben Abtastfrequenz ausreichend unter-
driickt. Da man diesen nicht beliebig steilflankig bauen kann, wiirde es Teile des Nutzsignals bereits
dimpfen (siehe Abbildung 6). Deswegen legt man die Abtastfrequenz noch ein Stiick hoher. Fir das
Audiosignal kommen dann z.B. 44,1kHz in Frage. [1]

FEine formalere Behandlung dieses Beispiels findet sich weiter unten in Beispiel 3.

Beispiel 2. Ein kontinuierliches Ausgangssignal (rote Linie)(siehe Abbildung 7) wird mit einer un-
geeigneten Abtastfrequenz, die kleiner als vom Abtasttheorem gefordert ist, diskretisiert. Aus den er-
haltenen Messwerten (Kreise) entsteht durch Interpolation ein verfilschtes Signal mit viel zu grofier
Periode (grime Linie). [2]

Beispiel 3. Betrachtet wird die hochfrequente Oszillation

exp(iwot) + exp(—iwot)
2

f(t) = cos(wpt) =

mit wy € R.
Die Fourier-Transformation davon ist

f(w)

“+oo
/ cos(wot) exp(—iwt) dt

+oo 1 .
= / (exp(i(wo — w)t) + exp(—i(wo + w)t)) dt

=m(0(w — wp) + d(w + wp)),



f(w f(t)

I
<>
—
Q
D

f 4@
1l M -
[P =
(d)
1hT(t)
Tt w F—y ° i t
_% T —3IT ~-T T'\/I 3T
(e) ()
S w M /\ N\ t
T T 2R

(8) (h)

Abbildung 5: (a),(b): Signal f und seine Fourier-Transformation 7. (c),(d): Aliasing, das durch
das Uberlappen von f(w — 2kn/T) fiir verschiedene k zustande kommt, eingezeichnet als gestri-
chelte Linien. (e),(f): Idealer Tiefpass-Filter. (g),(h): Das Filtern von (c),(d) mit (e),(f) stellt ein
niedrigfrequentes Signal her, das sich von f jedoch unterscheidet.

wobei die letzte Gleichheit aus Lemma 4 (siehe Anhang) folgt.
Falls nun 7 /T < wo < 27/T, also supp(f(w)) & (—n/T,w/T), erhdilt man mit (7)

~ -~

+o00
hr (W) fa) = 1_mjmm(@) D Flw — 2k /T)

k=—00
+oo
2k 2k
= Wl[fw/T,w/T](w) Z ((5(&) —wo — T) + 5(&) + wop — T))
k=—00

2 2
=7(0(w — T +wp) + d(w + T wo),

da der erste Summand der Summe nur fir w = wy + 2’%” einen Wert annimmt und auflerdem

aufgrund der charakteristischen Funktion w € [—m /T, 7/T] gelten muss. Damit folgt fir k, dass es
aus dem Intervall [—% — “’20—T i %] sein muss und unter Bertcksichtigung der Grenzen von wy

k € (=3/2,0) gelten muss. Aufgrund der Ganzzahligkeit von k nimmt der erste Summand also nur
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(a) Idealer Tiefpass-Filter. (b) Filter, wie er in der Praxis realisierbar
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wird der Frequenzbereich des Filters ver-
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Abbildung 6: Filter.
fiir k = —1 einen Wert ungleich null an; analog erhdlt man fiir den zweiten Summanden, dass k = 1

gelten muss.
Daraus folgt (inverse Fourier-Transformation)

oo T T
(fax hr)(t) = ;ﬁ/_ (6w — 27 wo) + 8w + 27 — wp) expliot) dw
= S (i — wo)t) +exp(~i( o — wo)t)
= cos((%r — wo)t).

Folglich ist das Aliasing dafiir verantwortlich, dass die hohe Frequenz wg zu der niedrigeren Fre-

12 13 14 15

Abbildung 7: Der Alias-Effekt.
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quenz 27 /T — wy € [—7/T,n/T] verringert wird, vergleiche hier Beispiel 1 und Abbildung 8. Das
gleiche Falten der Frequenzen kann man auch in einem Film beobachten, indem ein sich schnell
bewegendes Objekt mit zu wenigen Bildern pro Sekunde abgetastet wird. Ein Rad, welches sich in
der Wirklichkeit schnell dreht, scheint sich im Film viel langsamer bzw. riickwirts zu drehen.

e

ow = Wmax — WO
-—
> W

Abbildung 8: Die hohe Frequenz wy wird zu der niedrigeren Frequenz wpmar — wo € [—Wmaz, Wmaz)
verringert.

Behebung von Aliasing Um nun das Abtasttheorem von Shannon und Whittaker doch anwen-
den zu konnen, wird f durch dasjenige Signal f approximiert, welches am néchsten an f liegt und
dessen Fourier-Transformation zudem einen Trager hat, der im Intervall (—n/T,7/T) liegt. Die
Plancherel-Formel (14) beweist unter dem Ziel der Bestapproximation, dass

=7 = [ Foff a2 L [ Fey - Feo| s
1 2 1 ~ ~ |2
= |w|>ﬁ/T‘f(w)’ dotor [ ()= Jw)] d.

Dieser Abstand wird minimal, wenn das zweite Integral null wird, da das erste Integral ein fester
Wert ist, das heifit, wenn gilt

~
~ ~

f= ]/(.\l[fﬂ/TJr/T} (w) = ThT(W)f(W)- (8)

sin(wt/T)
wt/T

des Satzes von Shannon und Whittaker gezeigt wurde. Gleichung (8) entspricht somit ]7: % f*hp.
Das Filtern von f mit hy vermeidet das Aliasing dadurch, dass alle Frequenzen grofler als 7/T
unterdriickt werden (Anti-Aliasing-Filter). Frequenzen, die mit dem abgetasteten Signal nicht mehr

Die zweite Gleichheit ergibt sich aus hr = T/ fiir hr(t) =

, wie schon im Beweis

dargestellt werden kdnnen, sollten ndmlich auch vorher nicht vorhanden sein. Da der Tréger von f
im Intervall (—7/T,7/T) liegt, ist nun das Abtast-Theorem anwendbar, das heifit f(t) lasst sich aus
den abgetasteten Werten f(n7') rekonstruieren. Diese Vorgehensweise findet zum Beispiel Anwen-
dung bei einem Analog-Digitalen-Wandler, der sich aus einem (Tiefpass-)Filter zusammensetzt, der
den gesamten Frequenzbereich auf das Intervall (—m /T, 7/T') beschrénkt, gefolgt von einem einheit-
lichen Abtasten des Intervalls mit Schrittweite T, denn die Filterung muss vor der Digitalisierung
geschehen, da eine nachtréigliche Korrektur von Alias-Effekten nicht mehr moglich ist. Dies liegt
daran, dass der Fehler schon beim Abtasten ensteht und folglich auch dort behoben werden muss.
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Uberabtastung Das Gegenteil vom eben diskutierten Aliasing stellt die Uberabtastung dar.
Dabei wird ein Signal mit einer wesentlich héheren Abtastfrequenz, als vom Shannon-Whittaker-
Abtasttheorem gefordert, abgetastet. Notwendig fiir eine fehler- und verlustfreie Rekonstruktion
des Signals wire laut dem Abtasttheorem nur eine Abtastrate, die etwas iiber dem Doppelten der
héchsten vorkommenden Signalfrequenz liegt. Dieses Theorem setzt jedoch ideale Antialias- und
Rekonstruktionsfilter voraus, wie sie in der Praxis nur sehr schwer zu realisieren sind. Dazu brauch-
te man némlich Filter mit einer sehr hohen Flankensteilheit und einer sehr hohen Dampfung, wie
sie vor allem mit analoger Technik nicht sinnvoll méglich sind. Als Beispiel hierfiir miisste bei einem
CD-Player das Filter zwischen 20 kHz und 22,05 kHz um ca. 100 dB fallen (siehe auch Beispiel 1).
Einen Ausweg dafiir bietet nun die Uberabtastung, bei der die Filterung vom analogen in den
digitalen Bereich verschoben wird. Der Hauptteil der Filterung erfolgt dann mit einem Digitalfilter,
sodass am Ausgang nur noch ein einfaches analoges Filter notwendig ist. Nachteile entstehen dadurch
keine, da dieses Verfahren beim Auslesen und nicht beim Schreiben von Daten Anwendung findet,
sodass weder groflere Datenmengen verarbeitet werden miissen, noch der Speicherplatzverbrauch
steigt. [4]

2.3 Generelle Abtast-Theoreme

Das Abtast-Theorem gibt eine hinreichende Bedingung, um ein Signal aus den Abtastungen ex-
akt zu rekonstruieren. Fiir andere Interpolationsschemen kénnen jedoch auch andere hinreichende
Bedingungen ermittelt werden. Um diese neue Sichtweise zu erkldren, wird das Whittaker-Abtast-
Theorem in etwas anderer, abstrakterer Weise interpretiert, nédmlich als Zerlegung eines Signals in
einer orthogonalen Basis. Dazu dient der folgende Satz.

Satz 3. Falls hr(t) = sin(nt/T)/(wt/T), dann ist {hr(t —nT)}, o, eine orthogonale Basis des
Raumes Ur derjenigen Funktionen, deren Fourier-Transformation einen Trdger haben, der im In-
tervall [—m /T, 7/T] liegt. Falls f € Ur, dann gilt

1

F0T) = £ (8). (2~ nT) 0

Beweis. Da ﬁT =T1_ 7 /1) &ilt, beweist die Parseval-Formel (13) unter Ausnutzung der Eigen-
schaften (c) und (e), dass fiir n € Z und p € Z

+oo
(et = nT) (e = pT)) = [ hale = nT)hale — pD)
(13) 1

+Oo/\ -
5 / hr(w —nT)hp(w — pT) dw
7r

—0o0

()e) 1 [T , ~ o~
=5 exp(—inTw)hy(w)hr(pT — w) dw
™ —00
(@ 1 [ N s
=5 exp(—inTw)hy(w) exp(ipTw)hr(—w) dw
T J -
1 [t _, .
=5 T°1_r/7n/7) (W) exp(—i(n — p)Tw) dw
— 00

T
. T2 w/ Lemma 1

= — exp(—i(n —p)Tw)dw =" Td[n — p|
2m —7/T

gilt. Dies beweist, dass {hr(t — nT')}, ., ein Orthogonalsystem ist. Desweiteren ist hr(t—nT") € Ur,
da die folgende Identitét gilt

/f\LT(t —nT) = exp(fmTw)ﬁT(w) = exp(—inTw)T1_r/7x/7)
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gilt und diese Fourier-Transformation klarerweise einen Tréger im Intervall [—n /T, 7/T] hat. Glei-
chung (5) aus dem Satz von Shannon und Whittaker beweist nun, dass jedes beliebige f € Up
als

+oo
f&)="%_ fT)hr(t—nT)
n=-—oo

geschrieben werden kann, das heifit als Linearkombination der {h(t —nT')}, ;. Da dieses System
zusétzlich auch noch linear unabhéingig ist, bildet es somit eine orthogonale Basis von Ur (siehe
auch Lemma 2).

Auch (9) wird mit Hilfe der Parseval-Formel (13) und den Eigenschaften (¢) und (e) der Fourier-
Transformation bewiesen, denn es gilt

GO hrlt—nTy) = [ FehrG—nT)dt @ - / " F) (@ —nT) do

—00

—

e -~ ~

@ L [ Flw)hr(~w +nT) dw € % /+OO F@)hr (w) exp(inTw) dw.

27 J_

~

—00

Da der Trager von flaut Voraussetzung im Intervall [—m /T, w/T] liegt und hr =T /7777 I8t
folgt unter Ausnutzung der inversen Fourier-Transformation

~

w/T
(f(t),hp(t —nT)) = 21;/ p f(w)exp(inTw)dw = T'f(nT)

und somit die Behauptung. d

Satz 3 zeigt, dass die Interpolationsformel (5) auch als Zerlegung von f € Up in einer orthogonalen
Basis von Ur interpretiert werden kann:

00 +o00
f(t) = Z f(nT)hp(t —nT) = % Z (f(w), hp(u —nT)) hp(t —nT),

wobei u die Variable des Skalarproduktes ist. Falls f ¢ Up, das heifit, wenn der Tréiger von f
nicht im Intervall [—7 /T, 7/T] enthalten ist, berechnet man zur Behebung des Aliasings diejenige

Funktion f € Ur, die den Abstand Hf— f‘

minimiert, also die Bestapproximation von f in Up.

Der Projektionssatz aus der Einfithrung beweist, dass f gerade die orthogonale Projektion P, f
von f in Ur ist, wie auch durch Abbildung 9 veranschaulicht wird.

/ Po. f /
Ur /
/// Ur /

Abbildung 9: Py, f ist die beste Approximation von f in Ur. Dies bedeutet somit, dass f — Py, f
der kiirzeste Vektor von f zu Ur ist, der orthogonal zu Ur ist. [12]

13



Das Shannon-Whittaker-Abtast-Theorem kann also verallgemeinert werden, indem man andere
Réaume Ur definiert, sodass jedes beliebige f € Ur durch eine Interpolation an seinen abgetasteten
Werten { f(nT)}, e, wieder ermittelt werden kann. Ein Signal f ¢ Uz wird durch seine orthogonale
Projektion ]?: Py, f auf Ur approximiert, welche durch ein einheitliches Abtasten an den Werten

{]?(nT) } charakterisiert ist.
ne”L

Block-Abtaster Als Variante des eben eingefiihrten allgemeinen Konzepts werden nun die Block-
Abtaster vorgestellt. Ein Block-Abtaster approximiert ein Signal mit stiickweise konstanten Funktio-
nen. Der Approximationsraum Ur wird hierbei als Menge aller Funktionen, die fiir beliebiges n € Z
auf dem Intervall [nT, (n+1)T') konstant sind, gew#hlt. Sei hy = 1o 7). Die Familie {hr(t — nT)},, o7
ist eine orthogonale Basis fiir den Raum Ur, denn wegen hp(t—nT') = LT, (nr1)T) (t) gilt mit n € Z
und p € Z

(hr(t —nT),hp(t — pT)) = /

—0o0

+oo +o0

hT(t — nT)hT(t — pT) dt = / 1[nT,(n+1)T) (t)l[pT,(p—f—l)T) (t) dt.

— 0o
Dieses Integral nimmt nur dann einen Wert ungleich Null an, wenn n = p ist. Jedes beliebige f € Ur
kann nun als
+o00
> fnT)hr(t —nT)
n=—oo

geschrieben werden. Falls f ¢ Up, dann gilt nach der Linearen Algebra
(f.e
UTf Z n2 €n,
0 llenll
falls {e, },,cn eine orthogonale Basis von Ur ist, das heifit die orthogonale Projektion einer beliebige

Funktion f auf Ur kann mit einer Zerlegung in eine orthogonale Basis von Ur berechnet werden.
Da in unserem Fall

o [T 5 oo 2
(e =) = [ (e =D de= [ oyt nn)f at
400 (n+1)T
= / Lt (nt1y) (8) dt = /T dt=T
gilt, folgt
+oo
(f(u), hr(u —nT))
Py, f = hr(t — nT)
! n—zzoo ”hT(t_nT)H2
— Z ), hp(u — nT)) hp(t — nT).

Sei hp(t) = hp(—t). Dann gilt, wiederum unter Ausnutzung von hp(t — nT) = Lyr (ny1y7) (£)

+oo +o0

SOz (T dt = / F (L oy (£)

— o0

(f (), hp(u — nT)) = /

—0Q0

(n+1)T +00 _ _
:/ f(t)dt:/ FORP(T = 8)dt = (f % Bp)(nT — ¢).

T —00

Approximationsrdume Der Raum Urp sollte so gewihlt werden, dass die orthogonale Projek-
tion Py, f eine moglichst genaue Approximation an f fiir eine gegebene Klasse von Signalen lie-
fert. Die Whittaker-Interpolation approximiert ein Signal, indem sie die entsprechende Fourier-
Transformation auf ein niedrigfrequentes Intervall beschréinkt. Dies ist besonders dann sehr effektiv,
wenn man glatte Signale hat, deren Fourier-Transformationen hauptséchlich niedrige Frequenzen
enthalten. Sie ist auBerdem sehr gut fiir Tonaufzeichnungen geeignet, die sich gut durch niedrigfre-
quente Oberschwingungen approximieren lassen, wie auch in Beispiel 1 angedeutet wurde.
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3 Diskrete zeitinvariante Filter

3.1 Impulsantwort und Ubertragungsfunktion

Klassische diskrete Signalverarbeitungsalgorithmen basieren meistens auf zeitinvarianten linearen
Operatoren, wobei sich die Zeitinvarianz auf Translationen auf dem abgetasteten Raster beschrankt.
Um die Notation zu vereinfachen, wird ein genormtes Abtastintervall mit 7' = 1 gewéhlt und f[n]
bezeichne die abgetasteten Werte.

Definition 1. Fin linearer diskreter Operator L heifst zeitinvariant, falls eine Fingabe f[n], die
um p € 7 zeitversetzt ist, fy[n] = fin — p|, eine Ausgabe produziert, die auch um p zeitversetzt ist,
das heif§it es gilt

Lfpln] = Lfn —pl.

Impulsantwort Das diskrete Dirac d[n] ist definiert als

1, fallsn =0,
d[n] =
0, fallsn #0.

Ein beliebiges Signal f[n] kann somit in eine Summe von verschobenen Diracs zerlegt werden:

+00
> flpléln —p]

p=—00

Sei Ld[n] = hin] die diskrete Impulsantwort, also die theoretische Reaktion eines linearen, zeitinva-
rianten Systems auf einen d-Impuls. Aufgrund der Lineraritéit und der Zeitinvarianz gilt dann

Z fIpILé[n — p] = Z f[p) = (f*h)[n]. (10)
p=—00 p=—00
Damit ist der Filter, der im Folgenden den linearen zeitinvarianten Operator darstellt, schon vollstandig
festgelegt. Einen diskreten linearen zeitinvarianten Filter berechnet man somit durch eine diskrete
Faltung und umgekehrt kann auch die Faltung durch Anwendung eines Filters auf ein Signal be-
rechnet werden. Wenn h[n] einen endlichen Tréiger hat, kann die Summe in (10) mit einer endlichen
Anzahl von Operationen berechnet werden. Diese nennt man dann Endliche-Impuls-Antwort-Filter.

Kausalitdt und Stabilitét
Definition 2. Einen diskreten Filter L nennt man kausal, wenn Lf[n] nur von den Werten f[p]
fiir p < n abhdngt.

Alle physikalisch realisierbaren Systeme sind demnach kausal. Die Faltungsformel (10) impliziert,
dass h[n] =0, falls n < 0, da h[n — p] = 0 fiir p > n sein muss.
Zur Veranschaulichung der eben eingefiihrten Begriffe, dienen die Abbildungen 10 bis 13.

Definition 3. Finen diskreten Filter L nennt man stabil, wenn ein beschrinktes Fingabesignal
f[n] auch ein beschrinktes Ausgabesignal Lf[n] produziert.

Da
ILf[n H<sup|f ] Z R[] = [ f1l00 1Pllpe s

k=—o00

ist es hinreichend, dass >_/°° __|h[k]| < oo, das heifit, dass h € [}(Z) ist. AuBerdem kann man be-
weisen, dass diese hinreichende Bedingung auch notwendig ist (sieche Lemma 3). Die Impulsantwort
h ist somit stabil, wenn h € [1(Z), denn es gilt

25 [n — p)

p=—00

|Lé[n] < sup|5 Z |h[E]| = ||h]| -

k=—o00
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Abbildung 10: §-Impuls und Impulsantwort A (hier kontinuierlich dargestellt). [8]
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Abbildung 11: Gleiche zeitliche Verschiebung ¢ am Eingang und Ausgang. [8]
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Abbildung 12: Uberlagerung verschobener, gewichteter §-Impulse vor Anwendung des linearen, zei-

tinvarianten Filters fithrt zur Addition ebenso verschobener und gewichteter Impulsantworten am
Ausgang. [8]
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Abbildung 13: Kausalitéit: Lf[n] darf nur von den Werten f[n] abhingen, die zum Zeitpunkt n
schon bekannt sind.

Ubertragungsfunktion Bei der Anwendung eines Filters veriindert sich im Allgemeinen der
Funktionsverlauf des Signals. Es stellt sich nun die Frage, ob es ein spezielles Signal gibt, welches
sich nach Anwendung eines Filters nicht verzerrt.

Die Anwort darauf gibt die Fourier-Transformation, die eine wichtige Rolle spielt, wenn man diskrete
zeitinvariante Operatoren genauer analysieren will, da die diskreten sinusfoérmige Wellen e, [n] =
exp(iwn), n € Z, gerade deren Eigenvektoren sind, denn

+o0

Lexp(iwn) = Ley,[n] = Z exp(iwp)h[n — p]
“+00 p_oo —+00
= S expliw(n — p)hlp] = expliwn) 3 hlp]exp(—iwp).

Dies ist eine Eigenwertgleichung, an der man die Eigenwerte direkt ablesen kann. Sie sind die
Fourier-Reihe

“+o0o
h(w) = > hlp]exp(—iwp).

Diese wird auch Ubertragungsfunktion des Filters genannt.
Zum Abschluss folgt nun noch ein Beispiel, um vorangegangene Begriffe und Definitionen zu ver-
deutlichen.

Beispiel 4. Die uniforme diskrete Mittelwertbildung

1 n+N
Ll = gy ey 3 I

ist ein zeitinvarianter diskreter Filter mit Impulsantwort
N ——
T ON F 1NN

Die Ubertragungsfunktion ist

+N

~ 1 , 1 sin(N+1/2)w
hw) = grg 2. exp(-inw) = gy sin(w/2)

n=-—

Beweis. Zunichst zur Zeitinvarianz: Angenommen, die Eingabe ist zeitversetzt, das heifit fx[n] =
f[n — k]. Dann gilt fiir die Ausgabe

1 n+N 1 n+N
Lfkn] = ON - 1p:;ka[P] =oN T 1P§Nﬁp— k]
1 n—k+N
= 5N T 1p:§_me] = Lf[n — k).
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Desweitern erhalt man fiir die Filterfunktion

n+N

1 1

Nun wird noch die Ubertragungsfunktion berechnet. Es gilt
~ T 1 1 +N
h(w) = n:ZOO ml[_Mmexp(—znw) = SN 1 _Z_: exp(—inw).

Diese Summe berechnet sich wie folgt (vergleiche [6]):
Die geometrische Reihe liefert, dass

k k+1
n L=t
Ear =q—
1—r

n=0

gilt. Insbesondere erhélt man mit der Substitution [ = n + N die folgende Identitét

+N +2N 1— T2N+1
E ———— E P R —
1—r
n=—N =0

Multipliziert man nun sowohl den Zihler, als auch den Nenner mit /2 erhilt man

p—N-1/21 _ ,2N+1  —N-1/2 _ . N+1/2

r—1/2 1—¢r r—1/2 _ p1/2

Fiir den Fall r = exp(—iw) ergibt sich somit unter Ausnutzung der komplexen Darstellung von sin
die gewiinschte Gleichheit

+N ) .
ol —inw) — PN +1/2)iw) — exp(=(N +1/2)iw)
n—Z—:N Pl ) exp(iw/2) — exp(—iw/2)

_ 2isin(w(N + %)) _ sin(w(N + %))

2isin(%) sin( %)

Insgesamt erhilt man also fiir die Ubertragungsfunktion

~ 1 sin(w(N + 1))
Mw) = 2N +1 sin(%) ;
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4 Anhang

Im Anhang sind einige wichtige Formeln und Begriffe zusammengestellt, die im Laufe des Vortrags
benoétigt werden. Diese werden jedoch nur zum Teil bewiesen.

Skalarprodukte und Normen im Hilbertraum L?(R) Das Skalarprodukt im Hilbertraum
L?(R) fiir zwei Funktionen f € L*(R) und g € L?(R) ist definiert als
+oo

(f.g9) = f(t)g(t) dt

wobei g(t) die komplex konjugierte Funktion von g(t) bezeichnet. Die dadurch induzierte Norm im
L?(R) ist

(1B = ()2 = ( / TR oV,

Speziell definiert man fiir zwei Funktionen f € L?([—7,7]) und g € L?([~m,n]), deren Triiger auf
das Intervall [—7, 7] beschrinkt ist, das Skalarprodukt als

1 [t

(f.9) =5 f (t)g(t) dt

Lemma 1. Die Familie von Funktionen {exp(—ikt)}keZ bildet ein Orthonormalsystem von L*([—n, 7)),
das heifit es gilt

(exp(—ikt),exp(—ilt)) = o[k —]. (11)
Beweis. Unter Beriicksichtigung von exp*(—ilt) = exp(ilt) und der Eulerschen Formel exp(iz) =

cos(z) + isin(x) gilt fiir k # [ die Identitét

I I
(exp(—ikt), exp(—ilt)) = 2/ exp(—ikt) exp*(—ilt) dt = o exp(i(l — k)t) dt
™ J)_n T™J—x

1
= — l—k)t)|IT =0.
= T =0T
Fir k£ = [ nimmt das Skalarprodukt den Wert eins an, sodass die Behauptung folgt. O

Korollar 1. (Po1sSON-FORMEL) Im Sinne von Distributionen gilt die Gleichung

“+oo

c(w) = Z exp(—inTw) Z 5w—2k—7r (12)

n=-—00 kf—oo

wobes

+oo
> 5t —n).

n=—oo

Beweis. Die Fourier-Transformation ¢ ist 27/T-periodisch. Um die Poisson-Formel zu beweisen,
reicht es deshalb zu zeigen, dass die Einschrankung von ¢ auf [—7 /T, /T gleich 27 /T § ist. Dabei
wird die Formel im Sinne der Distributionsgleichheit bewiesen, indem man zeigt, dass fiir eine
belicbige Testfunktion ®(w) mit einem Tréger in [—7 /T, 7/T] die folgende Identitét gilt

+oo N

~ ~ _ 2m
A,q>>= li Tw)d(w)dw = * 3
<c v [ Z exp(—inTw)®(w) =T 0

~—

Nutzt man aus, dass wie in Beispiel 4 bewiesen,

+N 1
, sin(w(N + 3)T)
exp(—mnTw) =
2, P = T
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gilt, erhédlt man

~ o2 (/T sin(w(N + DT) Tw/2 ~
<a<1>>: lim 7r/ sV + 5)T) % B(w) dw.
— W sin(%?)

Definiere

&’(w)ST(é) falls |w| < 7/T,
0, falls |w| > w/T

und es sei ¥(t) die inverse Fourier-Transformation von ¥(w). Die Fourier-Transformation von f(t) =
1[_q,q)(t) ist 2w ! sin(aw), denn fiir w # 0 gilt

~ +00 +a
flw)= / 1[_q,q)(t) exp(—iwt) dt = / cos(—wt) + isin(—wt) dt

= %(sin(wt) + cos(—wt))| 7% = é(sin(aw) + cos(—aw) — sin(—aw) — cos(aw))
_ 2 sin(aw)‘

Mit der Parseval-Formel folgt dann

</c\,</15> = lim I /+OO sin(w(N + %)T)\/I\l(w)dw

N—+oo T J_ TW
on  [+(N+1/2)T
= i — U(t)dt
NiToo T / ( )

Wenn N nun gegen +oo lduft, konvergiert das Integral gegen \/I}(O) = CTJ(O) und es folgt die Behaup-
tung. [

Die nun folgenden Identitéiten beweisen, dass Skalarprodukte und Normen im L?(R) bei der Fourier-
Transformation bis auf einen Faktor von 27 erhalten bleiben. Die erste Gleichung wird dabei auch
Parseval-Gleichung genannt, die zweite Gleichung auch Plancherel-Gleichung.

Korollar 2. Fir f, h € L'(R) N L?(R) gilt

+oo 7 1 +oo S
| rwntiar= 5 [ febe)de. (13)
Im Falle der Gleichheit h = f folgt
+00 too |
[ iera= g [ )] a (14

Beweis. Definiere g = fxh mit h(t) = h(—t). Dann gilt mit dem Faltungssatz und unter Beriicksich-

tigung, dass die Fourier-Transformation von f(t) gerade f ( w) ist, die Beziehung g(w) = f(w)ﬁ(w)
Wendet man nun die inverse Fourier-Transformation auf g(0) an, ergibt sich die Behauptung, denn

400 _ +o0 _ _
| rorma= [ pwho-ode= <o)

—00 —0o0
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Eigenschaften der Fourier-Transformation Die folgende Tabelle fasst einige wichtige Eigen-
schaften der Fourier-Transformation zusammen, die in der Ausarbeitung benotigt werden.

FEigenscha ft Funktion | Fourier — T'ransformation
() W)
(a) Faltung (f1 % f2)(t) fi(w) fa(w)
(b) Multiplikation fi1(t) fa(t) 1/(2m)(f1 Jig)(w)
(c) Translation flt —u) exp(:iuw) (w)
(d) | Komplex Konjugierte Fi0) f=w)
(e) | Hermitsche Symmetrie | f(t) € R Fl—w) = f(w)

Lemma 2. Sei S = {e;} firi=1,...,n mit n € Z ein Orthogonalsystem des Raumes Ur und jedes
u € Ur lasse sich als
u = Z U; €4

el

schreiben. Dann ist das System S linear unabhdngig, also eine Basis fiir Ur.

Beweis. Laut Voraussetzung bildet S ein Erzeugendensystem von Ur. Insbesondere kann also Null
geschrieben werden als
0= Zuiei fiir u; € R geeignet.
i€l
Aufgrund der Orthogonalitét gilt, dass (e;, e;) = 0 fiir ¢ # j ist. Nutzt man nun die Linearitét des
Skalarproduktes aus, so erhélt man fiir ein beliebiges j € I die Identitét

0=1(0,¢;) <Zuzez,ej> :Zui (ei,ej) = uj(ej,ej) .

i€l i€l

Da (ej, e;) # 0 ist, folgt u; = 0. Da j € I beliebig gewihlt war, folgt somit u; = 0 fir alle j € I. Die
Null kann somit nur auf triviale Weise linear kombiniert werden, woraus die lineare Unabhéngigkeit
von S folgt. O

Lemma 3. Die notwendige Bedingung dafiir, dass ein disktreter Filter L stabil ist, ist h € I1(Z).

Beweis. Angenommen, h ¢ [1(Z), dann definiere ein beschriinktes Signal f, sodass ||Lfl,.c =
|| f * h||jc = 0c0. Wenn h ¢ [1(Z), bedeutet dies, dass >, |h[n]| bestimmt divergent ist, das heift
zu beliebigem Z > 0 existiert eine Indexmenge I C Z, |I| < oo, mit ) ;. |h[i]| > Z. Definiere nun
fel®(Z) als

sign(h|i]), falls —n €1,
- { o
0, sonst.

Damit folgt nun

Lf[0) = (h* f2)[0] = Y hlilfz[—i] = > |nlil| > 2,

€L i€l

im Widerspruch zu || Lf||;c < 00 Vf € 1%, also im Widerspruch zur fiir die Stabilitdt notwendigen
Beschrianktheit des Ausgangssignals. O
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Dirac-Delta-Distribution Dirac-Pulse sind immer dann geeignet, wenn man von Funktionen,
die auf der reellen Achse definiert sind, zu diskreten Folgen iibergehen will. Dies geschieht dadurch,
dass sich der Trager eines Dirac-Pulses auf ¢ = 0 beschrénkt, sodass ein Dirac-Puls einer stetigen
Funktion ¢ gerade ihren Wert an der Stelle t = 0 zuordnet. Die Notation dafiir sieht wie folgt aus:

+o0
| swewat = o)
Fiir die Fourier-Transformation von § erhilt man somit

d(w) = / 0(t) exp(—iwt) dt = exp(0) = 1,

—0o0

das heiflt, sie ordnet jeder beliebigen Schwingung exp(—iwt) ihren Wert fiir ¢ = 0 zu. Ein Dirac-Puls
ist jedoch keine Funktion, da es fiir ¢ # 0 stets 0 ist, obwohl das ’Integral’ den Wert 1 hat. Die
Integralschreibweise hat hierbei eher symbolischen Charakter [11], da es die gleichen Eigenschaften
wie ein gewohnliches Integral hat, wie zum Beispiel die M6glichkeiten zu substituieren oder partiell
zu integrieren. Auch Translationen sind méglich. So hat das um 7 verschobene Dirac 6, (t) = 6(t—7)
ein Zentrum, welches sich bei 7 konzentriert, das heif3t

—+00 —+00

S()8(t — u) dt = / S()8(u — t) dt = (u).

—0o0 — 00

Dies bedeutet also insbesondere, dass (¢ *d)(u) = ¢(u) bzw. (¢p*d,)(u) = ¢(u — 7) gilt. Die Summe
+o0
cty= > d&t—nT)
wird auch als Dirac-Kamm bezeichnet und vor allem fiir das Abtasten analoger Signale benutzt.

Lemma 4. Die Delta-Distribution kann dargestellt werden als

5z) = — / " eap(ika)da.

—00

Diese Konvergenz im schwachen Sinne kann man kurz, im Sinne der temperierten Distributionen,
als 6 = 1 schreiben.

Beweis. Siehe [10]. O

Literatur

[1] Artikel zum Thema Aliasing. http://www.mikrocontroller.net/topic/86375.

[2] Wikipediaartikel zum Thema Alias-Effekt. http://de.wikipedia.org/wiki/Alias-Effekt.

[3] Wikipediaartikel zum Thema Analogsignal. http://de.wikipedia.org/wiki/Analogsignal.

[4] Wikipediaartikel zum Thema Uberabtastung. http://de.wikipedia.org/wiki/Oversampling.
[5] Wikipediaartikel zum Thema Digitalsignal. http://de.wikipedia.org/wiki/Digitalsignal.

[6] Wikipediaartikel zum Thema Dirichlet-Kern. http://de.wikipedia.org/wiki/Dirichlet-Kern.

[7] Wikipediaartikel zum Thema Signalverarbeitung. http://de.wikipedia.org/wiki/Signalverarbeitung.

[8] Wolfgang Bachmann. Signalanalyse, Grundlagen und mathematische Verfahren. Vieweg, Wies-
baden, 1992.

22



[9]

[10]

[11]

[12]

Ingo Fischer, Wolfgang und Lieb. Funktionentheorie: Komplexe Analysis in einer Verdnderli-
chen. Vieweg, Wiesbaden, 2005.

Claude Gasquet and Patrick Witomski. Fourier Analysis and Applications. Filtering, Numerical
Computation, Wavelets, volume 30 of Texts in Applied Mathematics. Springer, Heidelberg,
1998.

Stéphane Mallat. A Wawvelet Tour of Signal Processing. Academic Press, New York, second
edition, 1999.

Martin J. Mohlenkamp and Maria Cristina Pereyra. Wauvelets, Their Friends, and What They
Can Do for You. EMS Series of Lectures in Mathematics. European Mathematical Society
Publishing House, Ziirich, 2008.

23



