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Einfiihrendes Beispiel

Der Dirac-Impuls §(t — u) besitzt einen Tréager, der auf einen Punkt im
Zeitbereich beschrankt ist. Seine Fourier-Transformation ist gegeben durch

—

5(t — u) = exp(—iwu)d(w)
= exp(—iwu) [ 0(t) exp(—iwt)dt
/

[ 8(t) exp(—iwt)dt=1
R 5
= exp(—iwu).

Die Energie der Fourier-Transformation des Dirac-Impulses, gegeben durch

exp(—iuw), ist jedoch gleichmé&Big iiber alle Frequenzen verteilt, also nicht
beschrankt.
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Definitionen

Definition (1/2)

Es sei f € L?(R) ein Signal. Das zeitliche Zentrum t ist dann gegeben
durch

7/
u = t|f(t)|?dt,
iz
wahrend ddas Zentrum beziiglich der Frequenz £ eines Signals durch

1 2
= — f(w)|>dw.
£ = 5o R/ wlP() Pl

gegeben ist.
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Definitionen

Definition (2/2)

Die Streuung um diese Zentren sind gegeben durch die Varianzen

1
- /t—u I£(£) Pt
R

und

— 1 _ #\27 2
Op = 271_HfH2 HZ(W 5) ‘f(w)’ dw'

N
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Die Heisenbergsche Unscharferelation

Satz: Heisenbergsche Unscharferelation

Die Varianzen beziiglich Zeit und Frequenz einer Funktion f € L?(R)
erfiillen die Ungleichung

Gleichheit gilt, wenn es

f(t) = aexplict — b(t — u)?].

gibt, mit a€ C, t,u, € € Rund b e R,.
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Beweis der Heisenbergschen Unscharferelation (1/6)

Beweis:
Sei Ef € S(R) mit u=¢ =0.

2 2 u=£=0 1 / 2 1 212(,,)|2
ot = ()| dt m—— / |f (w)|“dt
' [IF11? 2| F1?
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Beweis der Heisenbergschen Unscharferelation (1/6)

Beweis:
Sei Ef € S(R) mit u=¢ =0.

2 2 u=E=0 1 / 2 1 212 )12
oiog, = ()| dt m—— / |f (w)|“dt
' [IF11? 2| F1?

- W/|tf(t)|2dt/|w?(w)]2dw
R R
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Beweis der Heisenbergschen Unscharferelation (1/6)

Beweis:
Sei Ef € S(R) mit u=¢ =0.

2 2 u=E=0 1 / 2 1 212 )12
0202 " 2| F(t) Pt~ / 17 (w)|2dt
' 17112 2| £][>
= —— [ |tf(t)|?dt f(w)?d
27r||fH4/| () de [ 1o (w)Pd
R R

lil=1 1 2 / 20012
27erH4/|t (O)°dt | |iwf(w)|“dw
R R
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Beweis der Heisenbergschen Unscharferelation (1/6)

Beweis:
Sei Ef € S(R) mit u=¢ =0.

—f— 1 1 ~
o202 =D /t IF ()Pt — / W2|F(W)[2dt
' 11112 27| f||2
- W/|tf(t)|2dt/|wf(w)]2dw
R R
= ! F(1)2dt | |iwF(w)]Pd
= W [tf(t)|°dt [ |iwf(w)|“dw
R R

nchere 1
Plancherel W/|tf(t)y2dt/|f’(t)|2dt
R R
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Beweis der Heisenbergschen Unscharferelation (2/6)

1
o202 _ W/!tf(t)|2dt/|f’(t)|2dt
R R
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Beweis der Heisenbergschen Unscharferelation (2/6)

1
2 2 _ 2 / 2
o202 - “fH4/]tf(t)| dtR/lf(t)| ot

R

Cauchy—Schwarzsche Ungl. 1 - 2
> [/|tf(t)f’(t)\dt}
R

- 111
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Beweis der Heisenbergschen Unscharferelation (2/6)

1
o202 _ W/!tf(t)|2dt/|f’(t)|2dt
R R
Cauchy—Schwarzsche Ungl. . 2
T [ el
R
|2|>| Re(z)|>— Re(z) I
e W[/—Re(tf(t)f’(t))dt]
R
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Beweis der Heisenbergschen Unscharferelation (2/6)

m“/munm/v'ﬁm

2 2
w

Cauchy—Schwarzsche Ungl.
>

||| Re(z)[=— Re(2)
>
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2
||f1||4 / Re(tf(t)f'(t ))dr]
R
2
H&4/_;W””U+ﬂﬂM0wq
R
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Beweis der Heisenbergschen Unscharferelation (2/6)

2 2
w

Cauchy—Schwarzsche Ungl.
>

||| Re(z)[=— Re(2)
>

‘f"4/]tf(t)| dt/lf’ (t) Pt

R
1 / E
(LR 2
R
4Hf|l4 [
R

F(£)F
Hfll“/ (e (”‘“}

2
H:||4/ Re(tf(t)f'(t ))dt]

25. November 2008
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Beweis der Heisenbergschen Unschérferelation (3/6)

Durch partielle Intergration erhalt man

1
2 2 2
oros > ——|—t|f(t)]

400 2
_oo+R/|f(t)|2dt] .

Sabrina Pfeiffer () Unschirferelation und gefensterte FT 25. November 2008 10 / 38



Beweis der Heisenbergschen Unschérferelation (3/6)

Durch partielle Intergration erhalt man

2 2
lopyey

w > 4||f-||4|:_|(t)

+oco 2
2 —|—/|f(t)|2dt] .
oo )

Da f € S(R) ist, nimmt der erste Term den Wert Null an. Somit gilt:

1
2o > 2 = -,
7i0 2 4Hf||“ U ) ‘“] 4

Damit ist die Heisenbergsche Unschirferelation fiir alle f € S(R) bewiesen.
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Beweis der Heisenbergschen Unschérferelation (4/6)

Da S(R) dicht in L?(RR) liegt, kann man jede Funktion f € L2(R) in der

L?-Norm durch eine Folge von Funktion (?,,) N € S(R) approximieren.
ne
Fiir jedes f gilt

f = lim f,.

n—oo
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Beweis der Heisenbergschen Unschérferelation (4/6)

Da S(R) dicht in L?(RR) liegt, kann man jede Funktion f € L2(R) in der

L?-Norm durch eine Folge von Funktion (?,,) N € S(R) approximieren.
ne

Fiir jedes f gilt

f = lim f,.

n—oo

Es bleibt zu zeigen fiir welche f € L2(R) die untere Schranke der
Ungleichung angenommen wird.
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Beweis der Heisenbergschen Unschérferelation (4/6)

Da S(R) dicht in L?(RR) liegt, kann man jede Funktion f € L2(R) in der

L?-Norm durch eine Folge von Funktion (?,,) N € S(R) approximieren.
ne

Fiir jedes f gilt

f = lim f,.

n—oo
Es bleibt zu zeigen fiir welche f € L2(R) die untere Schranke der

Ungleichung angenommen wird.
In der ersten Ungleichung

2
e [ e [17)Pa = ”,}”[ / rrf(r)f'(mdr]
R R R

gilt nach Cauchy-Schwarz Gleichheit, falls tf(t) und f’(t) linear abhingig
sind.
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Beweis der Heisenbergschen Unschérferelation (5/6)

Dies fiihrt zu der Differentialgleichung
f'(t) = —2btf(t), mit beC,
mit der Losungsschar (a € C)
f(t) = aexp(—bt?).

Da f(t) € L2(R) liegen muss, gilt Re(b) > 0.
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Beweis der Heisenbergschen Unschérferelation (5/6)

Dies fiihrt zu der Differentialgleichung
f'(t) = —2btf(t), mit beC,
mit der Losungsschar (a € C)
f(t) = aexp(—bt?).

Da f(t) € L?(R) liegen muss, gilt Re(b) > 0. Zur zweiten Ungleichung:
Gesucht sind die Bedingungen an f, damit

HFOFO] = —5 [FOF) + F()F0)

gilt.
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Beweis der Heisenbergschen Unschérferelation (5/6)

Dies fiihrt zu der Differentialgleichung
f'(t) = —2btf(t), mit beC,
mit der Losungsschar (a € C)
f(t) = aexp(—bt?).

Da f(t) € L?(R) liegen muss, gilt Re(b) > 0. Zur zweiten Ungleichung:
Gesucht sind die Bedingungen an f, damit

HFOFO] = —5 [FOF) + F()F0)
gilt. Dazu werden tf(t) und f'(t) eingesetzt. Es ergibt sich:

[t (6)f/(1)] = t?[al*| exp(—bt?)[ 2[b]

=:/
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Beweis der Heisenbergschen Unschérferelation (6/6)

und

L (F0F® + FOR®) = £l ep(-be)22Re(b).

=/

= 2|b| = 2Re(b).

Dies ist nur fiir b € R erfiillt.
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Beweis der Heisenbergschen Unschérferelation (6/6)

und

L (F0F® + FOR®) = £l ep(-be)22Re(b).

=/

= 2|b| = 2Re(b).
Dies ist nur fiir b € R erfiillt.

Falls die Zentren von f und f nicht verschwinden, muss noch eine
Verschiebung von f um u und £ durchgefiihrt werden.

Damit gilt die Gleichheit der Heisenbergschen Ungleichung fiir

F(£) MM g explict — b(t — u)?)].

Sabrina Pfeiffer () Unschérferelation und gefensterte FT 25. November 2008

13/ 38



Kompakte Trager

Satz iiber Funktionen mit kompakten Tragern

Falls eine Funktion f(t) # 0 einen kompakten Trager besitzt, dann kann
ihre Fourier-Transformation rA‘(w) auf einem nichttrivialen Intervall nicht
Null sein. Umgekehrt gilt ebenso, falls ?(w) einen kompakten Trager

besitzt, dann kann f(t) auf einem nichttrivialen Intervall nicht Null sein.
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Kompakte Trager

Satz iiber Funktionen mit kompakten Tragern

Falls eine Funktion f(t) # 0 einen kompakten Trager besitzt, dann kann
ihre Fourier-Transformation rA‘(w) auf einem nichttrivialen Intervall nicht
Null sein. Umgekehrt gilt ebenso, falls ?(w) einen kompakten Trager

besitzt, dann kann f(t) auf einem nichttrivialen Intervall nicht Null sein.

Beweis:
Sei f € S(R). Es wird nur die erste Behauptung gezeigt, da die erste unter
Verwendung der Fourier-Transformation sofort folgt.
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Kompakte Trager

Satz iiber Funktionen mit kompakten Tragern

Falls eine Funktion f(t) # 0 einen kompakten Trager besitzt, dann kann
ihre Fourier-Transformation rA‘(w) auf einem nichttrivialen Intervall nicht
Null sein. Umgekehrt gilt ebenso, falls ?(w) einen kompakten Trager

besitzt, dann kann f(t) auf einem nichttrivialen Intervall nicht Null sein.

Beweis:

Sei f € S(R). Es wird nur die erste Behauptung gezeigt, da die erste unter
Verwendung der Fourier-Transformation sofort folgt.

f besitze einen kompakten Triger der in [—b, b] enthalten sei. Damit gilt

b
f(t) = % / f(w) exp(iwt)dw.
—b
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Beweis zum Satz iiber Funktionen mit kompakten Tragern

Falls f(t) = O fiir alle t € [c, d], erhdlt man durch n-faches Differenzieren
nach t unter dem Integral an der Stelle tg = (¢ + d)/2

b

0= () = % / P(w) expliwto) (i) dow.
b
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Beweis zum Satz iiber Funktionen mit kompakten Tragern

Falls f(t) = O fiir alle t € [c, d], erhdlt man durch n-faches Differenzieren
nach t unter dem Integral an der Stelle tg = (¢ + d)/2

b
0= () = % / P(w) expliwto) (i) dow.

—b

Weiterhin gilt aber auch

b
f(t) = 2;/ ) exp(iwt)d
—b
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Beweis zum Satz iiber Funktionen mit kompakten Tragern

Falls f(t) = O fiir alle t € [c, d], erhdlt man durch n-faches Differenzieren
nach t unter dem Integral an der Stelle tg = (¢ + d)/2

b

1 A
0=Ft) = 5 / P(w) expliwto) (i) dw.
T
~b
Weiterhin gilt aber auch
. b
f(t) = 27T/f(cu)exp(/wt)dw
—b
. b
= 2/?(w) expliw(t — ty)] exp(iwtp)dw
s
—b

Sabrina Pfeiffer () Unschirferelation und gefensterte FT 25. November 2008 15 / 38



Beweis zum Satz iiber Funktionen mit kompakten Tragern

b oo \n - n
= ;T/?(w)z_:o(wl)[(;!m)]exp(iwto)dw
—b n=
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Beweis zum Satz iiber Funktionen mit kompakten Tragern

b
1 )l
= 27T_/b f(w)nz:zomexp(/wto)dw
1 "
= 5 (t_,;())/?(w)(iw)"exp(iwto)dw
n=0 b
~ ~ ~
= 0.

Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass f(t) # 0 ist.
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Beweis zum Satz iiber Funktionen mit kompakten Tragern

1 )l
= 27T_/b f(w)nz:zomexp(/wto)dw
1 "
= 5 (t;fo)/?(w)(iw)"exp(iwto)dw
n=0 b
N ~- _
= 0.

Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass f(t) # 0 ist.

Wie im Beweis zur Heisenbergschen Unscharferelation wurde die Aussage
auch hier zuerst fiir f € S(R) gezeigt. Wie aber bereits gesehen folgt
daraus bereits die Giiltigkeit der Aussage fiir f € L2(R).
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Zeit-Frequenz-Atome

o Zeit-Frequenz-Atome sind Funktionen, die beziiglich Zeit und
Frequenz gut lokalisiert sind.
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Zeit-Frequenz-Atome

o Zeit-Frequenz-Atome sind Funktionen, die beziiglich Zeit und
Frequenz gut lokalisiert sind.

o Sei {®,},cr C L2(R) eine Familie von Zeit-Frequenz-Atomen. Jedes
Atom sei normiert mit ||®,| = 1.

Sabrina Pfeiffer () Unschirferelation und gefensterte FT 25. November 2008 18 / 38



Zeit-Frequenz-Atome

o Zeit-Frequenz-Atome sind Funktionen, die beziiglich Zeit und
Frequenz gut lokalisiert sind.

o Sei {®,},cr C L2(R) eine Familie von Zeit-Frequenz-Atomen. Jedes
Atom sei normiert mit ||®,| = 1.

Definition: Lineare Zeit-Frequenz-Transformation

Eine lineare Zeit-Frequenz-Transformation fiir Funktionen f € L2(R) wird
definiert durch

Ti(y) = / F(6)0,(D)dt = (F, b,).
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Heisenberg-Boxen

Der durch Tf(~y) erreichte Ausschnitt an Informationen kann visuell durch
sogenannte Heisenberg-Boxen veranschaulicht werden. Dazu wird die
Definition fiir die gewahlten Zeit-Frequenz-Atome angepasst.
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Heisenberg-Boxen

Der durch Tf(~y) erreichte Ausschnitt an Informationen kann visuell durch
sogenannte Heisenberg-Boxen veranschaulicht werden. Dazu wird die
Definition fiir die gewahlten Zeit-Frequenz-Atome angepasst.

Definition (1/2)

Wegen der Normierung ||®,|| = 1 kann |®.|2 als Wahrscheinlichkeits-
Verteilung interpretiert werden, die zentriert ist bei

u, = /t|¢7(t)|2dt.

R

hat. Die GroBe des Streubereichs um u, beziiglich der Zeit wird durch
folgende Varianz bemessen

20) = [t w)o (o)

R
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Heisenberg-Boxen

Definition (2/2)

Mit der Plancherel-Formel folgt auBerdem
[ 18, @)kdo = 2nlo?
R

woraus dann die Definition des Zentrums beziiglich der Frequenz von ¢,
folgt

1 ~
& = o [ i)
R

Analog ist auch hier die Streubreite beziiglich der Frequenz um £, gegeben
durch

1 A
7 = o [(w &Iy w)
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Heisenberg-Boxen

Ow

+ v
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Gefensterte Fourier-Transformation

Sei g(t) = g(—t) ein reelles und symmetrisches Zeit-Frequenz-Atom.
Diese, auch Fenster genannte Funktion, wird um u verschoben und

beziiglich der Frequenz £ moduliert. Die entstehenden Funktionen sind
normiert und haben die Form

gue(t) = g(t— u)exp(it).
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Gefensterte Fourier-Transformation

Sei g(t) = g(—t) ein reelles und symmetrisches Zeit-Frequenz-Atom.
Diese, auch Fenster genannte Funktion, wird um u verschoben und

beziiglich der Frequenz £ moduliert. Die entstehenden Funktionen sind
normiert und haben die Form

gue(t) = g(t— u)exp(it).

Definition: Gefensterte Fourier-Transformation

Die gefensterte Fourier-Transformation fiir Funktionen f € L?(R) ist
gegeben durch

SF(16) = (frgue) = / F(£)g(t — u) exp(—ict)dt.
R
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Gefensterte Fourier-Transformation

Sei g(t) = g(—t) ein reelles und symmetrisches Zeit-Frequenz-Atom.
Diese, auch Fenster genannte Funktion, wird um u verschoben und

beziiglich der Frequenz £ moduliert. Die entstehenden Funktionen sind
normiert und haben die Form

gue(t) = g(t— u)exp(it).

Definition: Gefensterte Fourier-Transformation

Die gefensterte Fourier-Transformation fiir Funktionen f € L?(R) ist
gegeben durch

SF(16) = (frgue) = / F(£)g(t — u) exp(—ict)dt.
R

Die obige Transformation ist auch als Short-Time-Fourier-Transformation
bekannt.
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Gefensterte Fourier-Transformation

Da es sich bei den gewahlten Fensterfunktionen g, ¢(t) = g(t — u) exp(i{t)
um symmetrische Funktionen handelt, liegt ihr Mittelpunkt bei u, wobei
die Zeitausdehnung von g, ¢(t) nicht von u und £ abhiangt, daher gilt

2 = /(t—u)2|gu,§(t)|2dt - / 2|g(t)2dt.

R R
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Gefensterte Fourier-Transformation

Da es sich bei den gewahlten Fensterfunktionen g, ¢(t) = g(t — u) exp(i{t)
um symmetrische Funktionen handelt, liegt ihr Mittelpunkt bei u, wobei
die Zeitausdehnung von g, ¢(t) nicht von u und £ abhiangt, daher gilt

2 = /(t—u)2|gu7§(t)|2dt - / 2|g(t)2dt.
R

R

Analog gilt diese Translationsinvarianz in (u, ) auch fiir die
Fourier-Transformierte g von g, denn auch sie ist symmetrisch und reell.
Man erhalt

1 1
2 _ PV IPN _ 2(5
0y = oo /(w £)°|8ue(w)|dw 27T/w 18(w)|dw.
R R
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Heisenberg-Boxen

o it T,
|§u,§(w)| E
-t "‘!‘ I Ow E ‘gu,'y (t)|
19ue(t)
u li/ t

Wenn die Zeit-Frequenz-Indizes (u, £) iiber R? variieren, iiberdecken die
Heisenberg-Boxen der Fensterfunktionen die ganze Zeit-Frequenz-Ebene.
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Heisenberg-Boxen

Man kann davon ausgehen, dass man das Signal f(t) vollstandig aus seiner
gefensterten Fourier-Transformation Sf(u, ) zuriickgewinnen kann. Dies
zeigt der folgende Satz ebenso wie den Erhalt der Gesamtenergie.
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Heisenberg-Boxen

Man kann davon ausgehen, dass man das Signal f(t) vollstandig aus seiner
gefensterten Fourier-Transformation Sf(u, ) zuriickgewinnen kann. Dies

zeigt der folgende Satz ebenso wie den Erhalt der Gesamtenergie.

Satz: Rekonstruktionsformel der gefensterten FT
Fiir f € L?(R) gilt

1 .
(1) = o R/ R/ SF(u, €)g(t — u) exp(ict)dedu

und

/|f(t)|2dt _ %

R

B

/ |SF(u, €)[Pdédu.
R
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Beweis der Rekonstruktionsformel (1/6)

Beweis Angenommen, f € S(R). Zu Anfang wird die

Fourier-Transformation von f¢(u) = Sf(u, ) berechnet, wozu jedoch
zunichst einige Umformungen erforderlich sind:

fe(u) = 5f(u, )
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Beweis der Rekonstruktionsformel (1/6)

Beweis Angenommen, f € S(R). Zu Anfang wird die

Fourier-Transformation von f¢(u) = Sf(u, ) berechnet, wozu jedoch
zunichst einige Umformungen erforderlich sind:

fe(u) = 5f(u, )

= /f(t)g(t— u) exp(—i&t)dt

R
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Beweis der Rekonstruktionsformel (1/6)

Beweis Angenommen, f € S(R). Zu Anfang wird die

Fourier-Transformation von f¢(u) = Sf(u, ) berechnet, wozu jedoch
zunichst einige Umformungen erforderlich sind:

fe(u) = 5f(u, )

= /f(t)g(t— u) exp(—i&t)dt

R

/ f(t)g(t — u) exp(—i&t) exp(—iu) exp(ifu)dt

R

R
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Beweis der Rekonstruktionsformel (1/6)

Beweis Angenommen, f € S(R). Zu Anfang wird die
Fourier-Transformation von f¢(u) = Sf(u, ) berechnet, wozu jedoch
zunichst einige Umformungen erforderlich sind:

fe(u) = Sf(u,§)
= /f(t)g(t — u)exp(—i&t)dt

R

1 /f(t)g(t — u) exp(—i&t) exp(—iu) exp(ifu)dt
R

— ep(-ic) [ f(2)e(t - u)expli(u— )t

R
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Beweis der Rekonstruktionsformel (1/6)

Beweis Angenommen, f € S(R). Zu Anfang wird die
Fourier-Transformation von f¢(u) = Sf(u, ) berechnet, wozu jedoch
zunichst einige Umformungen erforderlich sind:

fe(u) = Sf(u,§)
= /f(t)g(t — u)exp(—i&t)dt

R
= /f(t)g(t — u) exp(—i&t) exp(—iu) exp(ifu)dt
R
— ep(-ic) [ f(2)e(t - u)expli(u— )t
R
8 ST o(—i€u) / F(£)g(u — t) exp(ic(u — £))dt
R
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Beweis der Rekonstruktionsformel (1/6)

Beweis Angenommen, f € S(R). Zu Anfang wird die
Fourier-Transformation von f¢(u) = Sf(u, ) berechnet, wozu jedoch
zunichst einige Umformungen erforderlich sind:

fe(u) = Sf(u,§)
= /f(t)g(t — u)exp(—i&t)dt

R

/ f(t)g(t — u) exp(—i&t) exp(—iu) exp(ifu)dt

R

— ep(-ic) [ f(2)e(t - u)expli(u— )t

R
expl(—i€u) / F(1)g(u — t)explic(u — t))dt
R

= exp(—ifu)[f x ge](u).
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Beweis der Rekonstruktionsformel (2/6)

Mit dieser Gleichheit kann nun die Fourier-Transformation von f¢(u)
berechnet werden und es ergibt sich:

hw) = SO OW) = / SF(u, €) exp(—iuw)du

R
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Beweis der Rekonstruktionsformel (2/6)

Mit dieser Gleichheit kann nun die Fourier-Transformation von f¢(u)
berechnet werden und es ergibt sich:

fi(w) = SF( ()

/ Sf(u, &) exp(—iuw)du

R

= /exp(—iu(w+€))[f(u)*gf(u)]du

R
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Beweis der Rekonstruktionsformel (2/6)

Mit dieser Gleichheit kann nun die Fourier-Transformation von f¢(u)
berechnet werden und es ergibt sich:

fi(w) = SF( ()

/ Sf(u, &) exp(—iuw)du

R
= /exp(—iu(w+€))[f(u)*gf(u)]du
R
Modulation [@](w—i—f)
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Beweis der Rekonstruktionsformel (2/6)

Mit dieser Gleichheit kann nun die Fourier-Transformation von f¢(u)
berechnet werden und es ergibt sich:

F(w) = SF(E)(w) / SF(u, €) exp(—iuw)du

R
= /exp(—iu(w+€))[f(u)*gf(u)]du
R
Modulation [@](w + f)
PEE o+ O(w+)
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Beweis der Rekonstruktionsformel (2/6)

Mit dieser Gleichheit kann nun die Fourier-Transformation von f¢(u)
berechnet werden und es ergibt sich:

F(w) = SF(E)(w) / SF(u, €) exp(—iuw)du

R

= /exp(—iu(w+€))[f(u)*gf(u)]du

R
[+ gel(w + €)

Flw+ )ge(w+¢€)
= Fw+9eWw).

Modulation

Fa Iﬂmg

Sabrina Pfeiffer () Unschirferelation und gefensterte FT 25. November 2008 27 / 38



Beweis der Rekonstruktionsformel (2/6)

Mit dieser Gleichheit kann nun die Fourier-Transformation von f¢(u)
berechnet werden und es ergibt sich:

F(w) = SF(E)(w) / SF(u, €) exp(—iuw)du

R

= /exp(—iu(w+£))[f(u)*gf(u)]du

R

[F * gel(w + €)
f(w +6)8e(w +€)
= Hw+9sw)

Nun wird noch die Fourier-Transformation von g(u — t) benétigt, welche
gegeben ist durch

Modulation

Fa Iﬂmg

glu—1t) = g(w)exp(—itw).
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Beweis der Rekonstruktionsformel (3/6)

Wendet man nun die Plancherel-Gleichung beziiglich u auf die rechte Seite

der Gleichung (1) an und setzt dann die vorbereiteten Umformungen ein,
erhalt man:

% / (exp(igt) / Sf(u,f)g(t—u)du) d¢
R R
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Beweis der Rekonstruktionsformel (3/6)

Wendet man nun die Plancherel-Gleichung beziiglich u auf die rechte Seite
der Gleichung (1) an und setzt dann die vorbereiteten Umformungen ein

erhalt man:
;r/(exp(iﬁt)/Sf(u,f)g(t— u)du)d§
R R

= o [ (eotin - / Fo -+ B ()T) oxp(— ) ) d
R
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Beweis der Rekonstruktionsformel (3/6)

Wendet man nun die Plancherel-Gleichung beziiglich u auf die rechte Seite

der Gleichung (1) an und setzt dann die vorbereiteten Umformungen ein,
erhalt man:

% / (exp(igt) / Sf(u,f)g(t—u)du) d¢
R R

= o [ (ewtict)yr [ o+ OpE e tade ) ae
R R

= 217T/<exp(i§t)2::T/?(w+§)|§(w)|2exp(itw)dw>d§
R R
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Beweis der Rekonstruktionsformel (3/6)

Wendet man nun die Plancherel-Gleichung beziiglich u auf die rechte Seite

der Gleichung (1) an und setzt dann die vorbereiteten Umformungen ein,
erhalt man:

% / (exp(igt) / Sf(u,f)g(t—u)du) d¢
R R

Flw+8)Egw)g(w) exp(—itw)dw) d¢

P +5)|g<w)|2exp(ftw)dw> de
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Beweis der Rekonstruktionsformel (4/6)

Da f € S(R), kann man den Satz von Fubini anwenden und die
Integrations-Reihenfolge vertauschen und erhilt

1 1 o . .
3 (= / Fo +€)1B(0)P oolit(e + )l ) ae
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Beweis der Rekonstruktionsformel (4/6)

Da f € S(R), kann man den Satz von Fubini anwenden und die
Integrations-Reihenfolge vertauschen und erhilt

1 1 o . .
(% R/ Flo + 9)lg(e)? explit(c + )l ) e

R
— o [P (5 [ o+ eslitte + wld ) d
R R
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Beweis der Rekonstruktionsformel (4/6)

Da f € S(R), kann man den Satz von Fubini anwenden und die
Integrations-Reihenfolge vertauschen und erhilt

1 1 o . .
(% R/ Flo + 9)lg(e)? explit(c + )l ) e

R
— o [P (5 [ o+ eslitte + wld ) d
R R
wobei

1/?(w+§)exp[it(£+w)]df = f(t)
R

aufgrund der Inversen Fourier-Transformation gilt.
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Beweis der Rekonstruktionsformel (5/6)

3 [186R (5 [ 7+ Oenlite + wlde ) d
R R

-~

:f(t)
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Beweis der Rekonstruktionsformel (5/6)

3 [186R (5 [ 7+ Oenlite + wlde ) d
R R

-~

:f(t)

— 5. [ lB@)Pr(Dd
R
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Beweis der Rekonstruktionsformel (5/6)

3 [186R (5 [ 7+ Oenlite + wlde ) d
R R
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Beweis der Rekonstruktionsformel (5/6)

3 [186R (5 [ 7+ Oenlite + wlde ) d
R R

= f(t)

Da f € S(R) ist, wird wie im Beweis der Heisenbergschen
Unscharferelation, die Dichte von [(R) in L2(R) aufgenutzt, und es folgt
die gewiinsche Behauptung fiir alle f € L?(R)

Sabrina Pfeiffer () Unschirferelation und gefensterte FT 25. November 2008 30/ 38



Beweis der Rekonstruktionsformel (6/6)

Nun zum zweiten Teil des Satzes und damit zum Beweis von (2). Da die

Fourier-Transformation von Sf(u, &) beziiglich u wie bereits gezeigt
f(w+ &)g(w) entspricht, erhilt man durch Anwendung der
Plancherel-Formel auf die rechte Seite der Gleichung (2)

;T//\Sf(u,fﬂzdudg _ /( /|f(w+§ |2dw) de.
R R
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Beweis der Rekonstruktionsformel (6/6)

Nun zum zweiten Teil des Satzes und damit zum Beweis von (2). Da die
Fourier-Transformation von Sf(u, &) beziiglich u wie bereits gezeigt

?

(w + &)g(w) entspricht, erhdlt man durch Anwendung der
Plancherel-Formel auf die rechte Seite der Gleichung (2)

;T//\Sf(u,fﬂzdudg _ /( /|f(w+§ |2dw) de.
R R

Mit dem Satz von Fubini und der Formel von Plancherel kann man zeigen
dass

1 ~
or [ 1@+ OPdE = |f1°
R
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Reproduzierender Kern

Die gefensterte Fourier-Transformation stellt ein 1-dimensionales Signal
f(t) durch ein 2-dimensionales Integral dar.
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Reproduzierender Kern

Die gefensterte Fourier-Transformation stellt ein 1-dimensionales Signal
f(t) durch ein 2-dimensionales Integral dar.

Die Energierhaltung zeigt, dass Sf(u, &) € L?(R?) gilt. Da aber Sf(u, &)
redundant ist, ist nicht jedes ® € L?(R?) die gefensterte
Fourier-Transformation eines Signals f € L2(R).
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Reproduzierender Kern

Die gefensterte Fourier-Transformation stellt ein 1-dimensionales Signal
f(t) durch ein 2-dimensionales Integral dar.

Die Energierhaltung zeigt, dass Sf(u, &) € L?(R?) gilt. Da aber Sf(u, &)
redundant ist, ist nicht jedes ® € L?(R?) die gefensterte
Fourier-Transformation eines Signals f € L2(R).

Der nichste Satz gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir
®(u, &) an, sodass sie wirklich eine gefensterte Fourier-Transformation
beschreibt.
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Reproduzierender Kern

Satz vom reproduzierenden Kern

Sei ® € L2(R?). Es existiert ein f € L?(R) so, dass ®(u, &) = Sf(u,&)
genau dann wenn es ein

O(uo, &) = %//¢(u,f)K(uO,u,§0,§)dud§
R R

gibt mit
K(uo,u,80,8) = (8ugr Buoo)
= /g(t — u)exp(ift)g(t — up) exp(i&ot)dt.
R
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Beweis des Satzes vom reproduzierenden Kern (1/4)

Beweis: Angenommen es existiert eine Funktion f so, dass
O(u,€) = SF(u,£) gilt.
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Beweis des Satzes vom reproduzierenden Kern (1/4)

Beweis: Angenommen es existiert eine Funktion f so, dass
®(u, &) = Sf(u,§) gilt. Ersetzt man nun in der gefensterten

Fourier-Transformation die Funktion f durch das Integral aus Satz 3, so
erhdlt man

SF (o, &) = / F(£)g(t — o) exp(—icot)dt

R
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Beweis des Satzes vom reproduzierenden Kern (1/4)

Beweis: Angenommen es existiert eine Funktion f so, dass
®(u, &) = Sf(u,§) gilt. Ersetzt man nun in der gefensterten

Fourier-Transformation die Funktion f durch das Integral aus Satz 3, so
erhdlt man

SF (o, &) = / F(£)g(t — o) exp(—icot)dt

R

_ / <217T / / SF(u, )g(t — u)exp(ift)dudf)g(t— 00 exp(io ) dt.

R R R

Durch Vertauschung der Integrale beziiglich v und £ mit dem von t erhalt
man
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Beweis des Satzes vom reproduzierenden Kern (2/4)

®(uo, &) = Sf(uo, o)

= /<2::T/R/Sf(u,§)g(t— u) eXp(iﬁf)dUdf)g(t— uo) exp(ifot)dt

R R
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Beweis des Satzes vom reproduzierenden Kern (2/4)

®(uo, &) = Sf(uo, o)

= /<1//Sf(u,§)g(t— u) eXp(iﬁf)dUdf)g(t— uo) exp(ifot)dt

R R

- Zi / 5.9 ( [ et - vy explict)ate - Uo)exp(ffof)dt> dud
R

R
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Beweis des Satzes vom reproduzierenden Kern (2/4)

®(uo, &) = Sf(uo, o)

— /<1//Sf(u gt —u) exp(iﬁt)dud€>g(t— uo) exp(ifot)dt

R

% (/ (t — u)exp(iét)g(t — uo) exp(ifot)dt) dud§

o | [ @0 wo,u. g, dude

[ o
I

Dies zeigt die behauptete Darstellung von Sf(u, &) = ®(u, §).
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Beweis des Satzes vom reproduzierenden Kern (3/4)

Um zu beweisen, dass ® im Bild von Sf(u,£) ist, schreiben wir f(t)
wieder als Integral wie in Satz 3.(4) und zeigen, dass dieses
®(u, &) = Sf(u, &) impliziert.
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Beweis des Satzes vom reproduzierenden Kern (3/4)

Um zu beweisen, dass ® im Bild von Sf(u,£) ist, schreiben wir f(t)
wieder als Integral wie in Satz 3.(4) und zeigen, dass dieses

®(u, &) = Sf(u, &) impliziert.

Sei

() = 5 / / (u, €)g(t — u) exp(ict)dedu.
R R
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Beweis des Satzes vom reproduzierenden Kern (3/4)

Um zu beweisen, dass ® im Bild von Sf(u,£) ist, schreiben wir f(t)
wieder als Integral wie in Satz 3.(4) und zeigen, dass dieses
®(u, &) = Sf(u, &) impliziert.

Sei
1 .
or [ [ #w.0e( - wyexplice)dect
T
R R
Nun wird die gefensterte Fourier-Transformation auf f angewendet.

5 Uo,éo /f t - UO) exp(—iﬁot)dt
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Beweis des Satzes vom reproduzierenden Kern (4/4)

Sf(uo, &o)

= /f g(t — up) exp(—i&ot)dt

_ /%//q>(u,g)g(t— u) exp(i€t)dEdug (t — ug) exp(—ikot)dt
R R R

Sabrina Pfeiffer () Unschirferelation und gefensterte FT 25. November 2008 37 /38



Beweis des Satzes vom reproduzierenden Kern (4/4)

Sf(uo, &o)

= /f g(t — up) exp(—i&ot)dt

- / // (1, €)g(t — u) explict)dedug(t — uo) exp(—iot)dt

- 21R// (.€) / t—“)exp(/ﬁt)g(f—uO)eXp(—/&)t)dt dudé¢

R <g§ u’gﬁo u0>
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Beweis des Satzes vom reproduzierenden Kern (4/4)

Sf(uo, &o)

/f (t — up) exp(—i&ot)dt

/%//d>(u,§)g(t— u)exp(iét)dédug(t — ug) exp(—i&ot)dt
R R R

/ u,§) / (t—u) exp(lft)g(t — up) exp(—iot) dt | dudg

<g§ us gﬁo u0>

&(u, &K (uo, u, o, &) dude

1
27

|-

R F—
P %

= ®(uo, o)
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Zusammenfassung

@ Heisenbergsche Unschérferelation:

B

o700 >

@ Es existiert kein Signal mit einem kompakten Trager beziiglich der
Zeit, deren Fourier-Transformierte ebenfalls einen kompakten Trager
beziiglich der Frequenz besitzt.

@ Die gefensterte Fourier-Transformation ist gegeben durch

SF(u,§) = (f,gue) = /f(t)g(t—u)exp(—i{t)dt.

R

mit der Rekonstruktionsformel

() = 5 [ [Srwoee- wewlicndca @)
R R

Sabrina Pfeiffer () Unschérferelation und gefensterte FT 25. November 2008



	Heisenbergsche Unschärferelation
	Definitionen
	Die Heisenbergsche Unschärferelation
	Kompakte Träger

	Gefensterte Fourier-Transformation
	Zeit-Frequenz-Atome
	Heisenberg-Boxen
	Gefensterte Fourier-Transformation
	Vollständigkeit und Stabilität
	Reproduzierender Kern


