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4. Ubungsblatt

Aufgabe 1

Sei A € R™" symmetrisch und mit vollem Rang, und sei 7y € R™ # 0 beliebig (wir arbeiten unter
der Annahme 7.2.1 aus dem Skript). Zeigen Sie, dass

(0 @)ro = (p(A)r0, q(A)ro)

ein Skalarprodukt im Raum P,_; der Polynome vom Grad hoéchstens n — 1 ist.

Aufgabe 2
Eine Folge orthogonaler Polynome beziiglich eines Skalarproduktes (-,-) erfiillt eine Drei-Term-
Rekursion der Form
ijrl(x) = (l'—Oéj)pj([B)—ﬁ]ij,l(fE), j:O71727"'
mit 42 =0, po(x) =1 und p_y(x) = 0.

a) Wie kann man mit Hilfe dieser Drei-Term-Rekursion die Folge {rq, Arg, ..., Arg_1} ortho-
gonalisieren?

b) Berechnen Sie die Koeffizienten aj, 57. (Hinweis: Induktion)

c) Zeigen Sie, dass BJZ > ( ist. (Hier spielt die Symmetrie von A eine wichtige Rolle.)

Aufgabe 3

Das Problem des Algorithmus’ aus Aufgabe 2 ist, dass die Normen der Vektoren beliebig grofl
(oder beliebig klein) werden koénnen.
a) Zeigen Sie, dass die Drei-Term-Rekursion
Brr1bri1 () = (x — ap)pr(w) — Brpr—1(), k=12...

orthonormale Polynome liefert. Wie kann man obige Rekursion in der Praxis durchfiithren?
(Anders gefragt, wie kann man die $; berechnen, ohne die 57 zu berechnen?)

b) Leiten Sie aus dieser Drei-Term-Rekursion den Lanczos-Algorithmus ((7.4 im Skript) her.



Aufgabe 4

In dieser Aufgabe wollen wir das (vorkonditionierte) CG-Verfahren auf ein Sattelpunktproblem

anwenden. Sei dazu
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wobei A symmetrisch positiv definit ist und B eine rechteckige Matrix mit vollem Rang ist. Ferner
seien Vorkonditionierer Q4 fiir A und Qg fiir das Schurkomplement S = BA~!B7 gegeben mit

apA < Qu < A, (2)

wobei 0 < g < 1 konstant ist.

Somit ist (A — Q) symmetrisch positiv definit und die Bilinearform

(5) (2] = A= Quesm + toam) 3)

X2 Y2

definiert ein inneres Produkt. Multipliziere nun (1)) vom links mit

Qi o
G‘(BQAX _1)

und betrachte das dquivalente System

mit
- _ leA Q;‘lBT
: : : — I 0 - : . L
a) Zeigen Sie, dass die Matrix M := 0 S beziiglich [.,.] symmetrisch positiv definit ist.
b) Zeigen Sie: K ist beziiglich [, .] symmetrisch positiv definit. Hinweis: Es gilt (ohne Beweis)
() ()] = 1) Gl on e (B)- ()]
L2 L2 L2 L2 L2 L2

mit Konstanten Ay, Ay > 0.



