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5. Ubungsblatt

Aufgabe 1

Betrachten Sie das eindimensionale Modellproblem fiir ein Zweigitterverfahren aus dem Skript
(Kapitel 2, (3)-(16)).

Den in der Problemstellung geforderten Nullranddaten wird Tribut gezollt, indem nur die Frei-
heitsgrade im Inneren beriicksichtigt werden. Bei Schrittweite h; gibt es n; = hil + 1 Gitterpunkte
von denen aber nur n; — 2 wirklich Freiheitsgrade sind. Die Steifigkeitsmatrix A; hat darum die
Dimension n; — 2 x n; — 2. Ebenso haben die Basisvektoren nur die Dimension n; — 2.

Beweisen Sie die Konvergenz der Methode. Gehen Sie dafiir wie folgt vor:

a) Beweisen Sie, dass die Basisvektoren 2 = (w”(&1), w”(&,2), - - -, W (§n,))", mit w”(z) =
2hysin(vrx) und &; = ih; paarweise orthogonal stehen und normiert sind, d.h. dass gilt:

n;—2 .
0 fiir
Z sin(pmjhy) sin(xmjh) = ¢, .. HFEX
e 3 fir p=yx
b) Fiihren Sie mit den orthogonalen Matrizen
=l ny;—1 m=1
Q= [zll,zl"l_Q,zlz,zfl_?’, ez 2 l,z 5 % e R(u=2x(m=2) (Reihenfolge!)
und
! 2 n-1—38 _mi—1—27 .1 2 Mg Mg Ru-1-2)x(m-1-2)
Qi =[y_y, 20,00 Lal T=llnaln a1 Ly )€

einen Basiswechsel der Iterationsmatrix Crg,(v) = (I — plAl__llrlAl)Sl” durch, so dass die
neue Matrix eine Blockdiagonalstruktur hat:

Crai(v) = Q' Cra,(v)Qr =

Cre ) .
n;_1+1
CTCZJ,ZI (v)



Hinweis: Es ergeben sich iiberall 2 x 2-Blocke mit Ausnahme des letzten Blocks, der hat die
Dimension 1 x 1.
Betrachten Sie hierfiir die einzelnen Matrizen

Si=Qr'SiQu A= Q7 AQu, Ay = QL AaQua, B = Q' PQuy, = Qi
und deren ,,Blockstruktur“ Als Glatter S; sei hierbei die Richardson-Iteration gewahlt mit

w = fz R A) Prolongation und Restriktion sehen wie folgt aus:
1 2 1
1 1 21
r = I c Ru-1-2)x(m~2) = 27,[ c Ru=2)x(n-1-2)

1 21
Die Steifigkeitsmatrix A; hat die Form:
2 -1

aol R R—
hi PR
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Hinweis: Die Basisvektoren z; sind Eigenvektoren von Al mit zugeh('jrigen Eigenwerten A, ; =

i 202 I/7Thl 2 l/ﬂ'hl I/7I'hl : :
5 sin®(“5%). Tip: Definieren Sie s7; = sin*(“5%) und ¢}, = cos*(“5*) und zeigen Sie dann

n
fcl)lgende (hilfreiche) Identitéten:

(1) 82 :Cilflfz/,l

(ii) S%T—l,z =1

(ili) sin®(vwh;) = 4s2 ¢,

: 4 .2 2
(IV) )\V,lfl - h_l?Sl/,lCV,l

n;—1
v L -2 n—l-v _ 1 .2 v 2 _ - s _
(v) rzf = BCA 1 T = =S und rz * =0 fiiralle fir 1 <v <myy — 1.

Beweisen Sie, dass der Spektralradius der transformierten Iterationsmatrix dem maximalen
Blockspektralradius entspricht:

p(Craa(v) = max{p(CHe, () | 1 < p <y =1}
Zeigen Sie: Der Spektralradius der Iterationsmatrix ist beschrankt durch
1 1\¥
p(Crau(v)) < max{mgx{ga —9 +(1-9¢l0se< 5} (5) } —p <1

Zur Erinnerung:
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