1 Einleitung

Ohne Aufgaben.

2 Fehleranalyse:
Kondition, Rundungsfehler, Stabilitit

Aufgabe 2.1

a) Bestimme die normalisierte Dezimaldarstellung der folgenden Dualzahlen

1101.01 10.101  110.10110

b) Bestimme die normalisierte Dualdarstellung der folgenden Dezimalzahlen

7, 1024, 875, 0.3, 0142857, 0.06, 0.1.

Aufgabe 2.2

Du hast auf einem Rechner eine einbytige Fixpunktarithmetik implementiert — 4 Bit vor dem
Komma und 4 Bit nach dem Komma. Die Eingabe ist komfortabel; man darf sogar Briiche
eingeben. Die Ausgabe erfolgt dezimal. Teste Dein Werk mit der einfachen Multiplikation von
% mit 3. Wie lautet die Antwort des Rechners? (Du darfst davon ausgehen, dafi Du korrekt
programmiert hast.) Was liefern die weiteren Tests mit £ und { sowie 5.2 und 3.57

Aufgabe 2.3

Fiir7 =1,2,... sei @ = 10° und b = @ — 1. Berechne damit (Taschenrechner, Rechner mit einfacher
und doppelter Genauigkeit) fi = a? —b* und fy = (a +b) * (a — b). Die Zwischenergebnisse sollen
dabei abgespeichert werden. Begriinde die Ergebnisse ausfiihrlich.

Aufgabe 2.4
In den meisten Formelsammlungen findet man zur Losung der (normierten) quadratischen Glei-

chung 2% + px + ¢ = 0 die Formel z1; = —2 £,/(2)2 —¢. Teste die Formel fiir p = —123
(p = —12345) sowie ¢ = 0.4 (¢ = 0.0456) mit vierstelliger Rechnung (was heifit vierstellige Rech-
nung?) und begriinde das Ergebnis.

Finde eine bessere Variante zur Losung quadratischer Gleichungen.

Aufgabe 2.5

Es sei M(b, m, () die Menge der Maschinenzahlen zur Basis b mit Mantissenlange m und [-stelligem
Exponenten. Welche Maschinenzahlen sind das ausgedriickt durch IM(b, m,r, R) Bestimme alle
positiven Zahlen von M(Z, 4,2) und markiere sie auf der Zahlengeraden.

Aufgabe 2.6
Fiihre die Berechnungen aus Aufgabe 2.2 in IM(2,3, —8,7) durch.

Aufgabe 2.7
Sei IM(b, m,[) C IR die Menge aller Gleitpunktzahlen der Form

r = i(Odldem)b *be E IR'?
= F(eb ™+ 4 b €7,

1



wobei

deyer € {0,1,...,0—1}, dy #£0fallsr #£0, [,m,be IN.

Soll eine reelle Zahl z € IR\IM im Rechner dargestellt werden, so mufl man zur nichstgelegenen

Gleitpunktzahl r = fl(x) iibergehen. Sei hier b=2, m =2, [ = 1.
a) Berechne alle Gleitpunktzahlen, die mit den obigen Parametern dargestellt werden kénnen.

b) Bestimme die "Under”— und ”Overflow”— bereiche, d.h. Schranken min, Tmax, Mit Tmin <
|7| < ¥max, V@€ M(2,2,1).

¢) Zuder Zahl 1000 soll in 3—stelliger Gleitpunktarithmetik 1000 mal die 1 hinzuaddiert werden.
Berechne dazu die folgenden Alternativen:

a = (..((1000+1)+1)+...+1)+1,
= (..(I+1)+1)+...41)+1000.

Erklére das FErgebnis.
|[fl(z) — =]

]

d) Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen fi(z), |fl(z) — x| und

Aufgabe 2.8

Sei f \/5:1;— VvVt —y?).

i) Bestimme f(%

5 10) und gib den relativen Fehler an

a) bei Rechnung in IM(10,3, —4,3),
b) bei Rechnung in IM(10,2, —4,3),

c¢) bei Rechnung mit deinem Rechner, aber mit Fingangsdaten, die nur auf 2 Stellen hinter
dem Komma genau angegeben sind.

ii) Bestimme allgemein in erster Ndherung den relativen Fehler % in Abhéngigkeit von % und
Ay
t

iii) Gib eine Formel fiir f an, die bei & ~ y ein giinstigeres Verhalten zeigt.

Aufgabe 2.9

Untersuche die Fehlerverstarkung bei der Division x/y unter der Annahme, dafi die relativen
FEingabefehler beschrankt sind durch |6, |d,] < € < 0.5.

Hinweis: Verwende die geometrische Reihe!

Aufgabe 2.10
Berechne die folgenden drei Ausdriicke fiir die angegebenen Werte von x. Welches Phanomen ist
zu beobachten? Bringe die Ausdriicke auf eine numerisch stabilere Form.

1 -2
= fii 1
a) 727 11a ir |z] <<
1—
b) ek fir @ # 0 und |2] << 1
T



¢) In(x — Va2 —1) fiir x =29.999

d) 1 —exp(z™) fiir |z| > 10

Aufgabe 2.11
7 sei ein Naherungswert fiir 7 = 2, der mit einem relativen Fehler von maximal 5% behaftet ist.

a) Schétze den relativen Fehler in f(x) = ﬁ ab?

b) Wie grof darf die relative Abweichung in @ maximal sein, damit der relative Fehler in f
maximal 1% betragt? Wie sicher ist diese Abschéatzung?

Aufgabe 2.12
Man mochte den Ausdruck

f=h= (\/5 - 1)6
mit dem Naherungswert /2 ~ 1.4 berechnen. Man kennt fiir f noch die Darstellungen
1
=5 = vy
f=f = 3=2v2)
1

[=h = G
f=/fs = 99—70V2
1

I=l = Sinve

Zeige zunachst f; = fy fire = 1,2,...,6. Welche der Darstellungen fiihrt zu dem besten Resultat?
Begriinde Deine Antwort ohne die Berechnung der einzelnen f;. Benutze dazu 1.4 < /2 < 1.42
und schitze den absoluten Fehler ab.

Aufgabe 2.13
Fiir n € IN, seien a, bzw. b, die Seitenldngen eines dem Einheitskreis ein- bzw. umschriebenen
regelméfigen 6 - 2"-Ecks. Dann gilt ja

6-2""1a, <T<6-27"1p,

Geometrische Uberlegungen fiihren auf folgende Rekursionsformeln:

2
Cl():l, b():—

V3

Al anp = JQ(lm) B1) by =

A2) = J - B2) b =
2

SAES

RER

,/771 +1+1
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a) Zeige, daf sich die verschiedenen Ausdriicke fiir a, 41 bzw. b,11 ineinander {iberfiihren lassen.

b) Berechne fiir n = 1,...,20 nach jeder dieser Formeln (so wie sie hier stehen) untere bzw.
obere Schranken fiir 7 mit einfacher Genauigkeit (single, float, real, ...). FErlautere die
Ergebnisse.

Aufgabe 2.14

Ot =
8
QL
=

Wir definieren die Folge (., )new durch y,, := Zeige:

a) (Yn)new ist eine streng monoton fallende Nullfolge.
b) yo = In(1.2)

1

¢) Ynt1 + Dy, = n——l—l

d) %12(—5V1(M”+é;(—éyi)

e) Berechne einige Folgeglieder yo, y1, ... yn.

«) durch Anwedung der durch b) und c) gegebenen Rekursion und
B3) durch Anwendung von b.) und d.).

n € IN ist jeweils so grof} zu wahlen, daf sich die berechneten Werte anders verhalten als
a.) erwarten 1aBt. Diskutiere die Ergebnisse.

Aufgabe 2.15

Gegeben sei das Problem
1

f@) =15, ~

1, z € (0,00).

a) Untersuche die Kondition des Problems.

b) Betrachte den Algorithmus

y1 = 2

y2 = 1+
1

Ys = —
Y2

ye = yz3— L

1
y1 =2, yo =1+, y3:y_7 Ya = ys — 1.
2

Ist dieser Algorithmus stabil? Gib gegebenenfalls einen geeigneteren Algorithmus an.



