Aufgabe 2.16
Man bestimme den maximalen (absoluten und relativen) Fehler in y := z,23,/z3 fiir

r1=204+0.1, 2,=30+£02, 23=104+0.1

mit Hilfe der differentiellen Fehleranalyse.
Berechne die Konditionszahlen. Welche Variable tréagt am meisten zum Fehler bei?

Aufgabe 2.17
Die Ausdriicke

= 2% —39.82° + 594.052% — 3941.0052 + 9305.051
(z —10)* + 0.2(x — 10)® + 0.05(z — 10)% — 0.005(x — 10) + 0.001
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représentieren dasselbe Polynom. Man berechne den Wert des Polynoms fiir die gerundete Zahl
x = 10.11. Berechne zunéchst die Kondition des Problems. Rechne dann so genau, dafl der
relative Fehler in @ und der Fehler durch die Berechnung dieselbe Gréfienordnung haben. Wie
sind die Ausdriicke py(2) und py(z) dazu auszuwerten? Uberpriife die Uberlegungen numerisch.
Die Koeffizienten werden nun als exakte Zahlen betrachtet. Einen wie grofien (relativen) Fehler
erhalt man in p;(10.11), wenn die Koeffizienten auf 6 signifikante Ziffern gerundet werden?

Aufgabe 2.18

Sei X ein Vektorraum iiber dem Korper IK € IR, €. Eine Abbildung || . || : X — IR heifit Norm,
falls folgende Figenschaften erfiillt sind:

L) |z =0= 2 =0; 2.) Azl =M |z]], YzxeX, XelK;

3.) e +yll <=l +lyll, VazyeX

Ist insbesondere X = IK", n € IN, so spricht man auch von einer Vektornorm.

a) Seiw € IR", w; >0, 1=1,...,n. Zeige, dal die Abbildung ||.||., : IR" — IR, definiert durch

||| := >or wilz;], € IR", eine Norm ist.

b) Stelle die Menge S :={ z : ||z||=1, = € IR*} fiir die Vektornormen

n n 1/2
|2]|oo := max fal, lzfli =Y lwl, 2]l = (Z(%)Q)
=1 n =1

..... i=1

sowie fiir ||.||,, mit w = (1,2) graphisch dar.

Aufgabe 2.19
a) Welche der folgenden Abbildungen definieren Normen im IR? ?

T = |$1|, $P—>5|$1|—|-2|$2|, Zz I—>IHELX(4|$1|,|$2|),
T T+ 29, T =\ + 22, :1;»—>\/:1;%—|—:1;§
x> 2]+ 2o, @ max([zi], [2s]).

b) Skizziere die Einheitssphiren {x € IR? : ||z|| = 1} zu den Normen in a).

¢) Welche Matrixnormen gehoren zu den letzten 3 Normen?
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Aufgabe 2.20
Sei IK entweder der Korper IR oder €. Gegeben sei die Vektornorm ||.|| auf IK" mit n € IN. Die
durch |].|| induzierte Matrixnorm ||.||az4¢ ist definiert durch

A
|| Al|prar := sup [ Az] fir A € IK™*".
rexm\(oy ]|

Der Einfachheit halber verwendet man fiir die induzierte Matrixnorm meist die gleiche Bezeich-
nung wie fiir die Vektornorm ||| - ||. Zeige:

a) Die Matrixnorm || - || ist tatsdchlich eine Norm auf dem Raum TK"™*".

b) Fiir A € IK™" und « € IK" gilt: |[|Az|] < ||A]]]]z]].

Ist A aulerdem invertierbar, dann gilt zusétzlich: meH < ||Az]|.

Fiir alle invertierbaren Matrizen A € TK"*" und = € TK" gilt: meH < |JAz|| < || Al ||=]]-
c) Fir alle A, B € TIKR"*" gilt: ||AB|| < ||A]| || B]]-

d) Fiir alle A € TIK™*" gilt: [|A|[ = sup), = |[Az|]-

e) Sei IK = IR. Fiir die durch ||.||s induzierte Matrixnorm gilt: ||A]|. = max { Zn: |aik|}.

vesy

f) Bestimme ||Al|e, ||A||l1 und ||A]|; fiir die Matrix

/4 L= —3/4

1 2\/5 1
A=| 35 5/12 ~3
—3/4 5L T/4

Aufgabe 2.21
Zeige, daB fiir alle n € IN, A € TR™" gilt:

a.) [[All2 < /AL 1Al

b Z=lAll < 1Al < VallAll
c.) Al < [[All2 < VallA]
d) FlAlle < 1Al < | Alloc.

Aufgabe 2.22
Es seien

6 3 1+e¢ o 1
A_<1 2) , b_< 1 ) ind b_<1).
a) Mit welchem relativen Fehler (in # — co—Norm) mufl man rechnen, wenn statt Az = b das

LGS Ax = b gelsst wird. Mache Deine Angaben ohne Az = b zu l5sen.



b) Die durch Az = b gegebenen Gleichungen werden nun wie folgt behandelt: Fiir¢ = 1,2 wird
die i—te Gleichung durch Y, |a;| geteilt. Untersuche das so entstehende Gleichungssystem
wie unter a).

c¢) Lose nun Az = b und berechne damit den relativen Fehler.

Aufgabe 2.23
Die Loésung von

0.500 0.333  0.250 1.083
0.333 0.250 0.200 |z=10.783 | istx=]1
0.250 0.200 0.167 0.617 1

Runde die rechte Seite korrekt auf 3 Dezimalen. Mit welchem Fehler in x ist nun zu rechnen?
Berechne die Losung des so entstandenen Gleichungssystems mit 3- und 4-stelliger Gleitpunkta-
rithmetik sowie méglichst genau.

Fiihre die Berechnungen auch mit ungerundeter rechter Seite durch.

Hinweis: Die Kondition obiger Matrix ist cond, /1350

Aufgabe 2.24
Gesucht wird die Losung © = (21, 79, 23)7 des linearen Gleichungssystems Az = b mit

20 =06 —-04 1.1
A = -06 1.5 0.1 ], b = 1.2
-04 01 1.3 2.3

Aufgrund von Datenfehlern (z.B. Meffehler bei der Bestimmung der Koeffizienten) stehen Thnen
jedoch nur die folgende gestorte Matrix A bzw. die gestorte rechte Seite b zur Verfiigung:

. 2.009 —0.599 —0.400 . 1.105
A = —0.600  1.497  0.098 |, b = 1.188
—-0.395  0.102  1.307 2.310

a) Bestimme die Kondition x(A) bzgl. der Fuklidischen Norm ||.||2.

Hinweis: Fiir symmetrische Matrizen A stimmt x(A) mit dem Quotienten aus dem Betrag
des grofiten und dem Betrag des kleinsten Eigenwertes tiberein. (Warum?)

b) Sei # die Losung des gestorten Systems A# = b. Schitzen Sie den relativen Fehler || —

zl|2/[|]2 ab.
Hinweis: Um HA — Al|2 abzuschatzen, verwende man, dafl |[M]|z < /n||M|. fiir alle

Matrizen

M € IR™" gilt.

c) Fiir groBe A ist die Berechnung von ||A~!|| im allgemeinen nicht mehr sinnvoll. Man
kann jedoch versuchen, die Eigenwerte von A nach oben und unten abzuschéitzen. Bei
diagonaldominanten Matrizen benutzt man dazu den folgenden Satz von Gerschgorin:

Set A = (aij)?,jzl eine belicbige Matriz. Fir 1 < i < n sei K; € € der abgeschlossene
Kreis mit Mittelpunkt a; und Radius 3,4, |ai;|. Dann liegen alle Eigenwerte von A in der
Vereinigung der Kreise K;, 1 <1 < n.

Verwende diesen Satz, um die Figenwerte der obigen Matrix A und damit ihre Kondition
abzuschéatzen.



Aufgabe 2.25
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

0.985 2.146 0.597
A_<1.478 3.175) und b_<0.888)'

Alle Werte resultieren aus Messungen und sind mit einem absoluten Fehler von maximal 0.0005
behaftet. Mit welchen Fehler (gemessen in der co-Norm) mufl man rechnen?

Aufgabe 2.26
Das lineare Gleichungssystem Az =b mit

A= (3 1'001) und der rechten Seite b = (

1.999)
6 1.997

4.003
hat die Losung = = (1 —1)".

a) Bilde zu den drei gegebenen Naherungsvektoren

_( 1.01 ) B (0.005) . _( 5 )

17\ —008) 0 2T 201 ) MY BT 23

die Residuen r;(z;) = A (; — x). Was konnte man falschlicherweise iiber die Qualitét der
x; schlieffen?

b) Mit welchen absoluten Fehler muf} in der 1-Norm (2-Norm, co-Norm) fiir = gerechnet
werden, wenn statt b der fehlerbehaftete Vektor b mit I|b — bl[1 < 0.1 (]|b—b|l2 < 0.075,
|6 — b||oo < 0.05) benutzt wird?

¢) Schétze den in x zu erwartenden Fehler (relativ und absolut) ab, wenn statt A falschlich A
und statt b der Vektor b mit

. /3.001 1 . £2.001
A‘( 6 1.997) und b_( 4 )

benutzt wird. Fiihre die Berechnungen in der 1-, 2— und co—Norm durch.

Aufgabe 2.27
Betrachte das lineare Gleichungssystem Az =b mit
11 45

A:(f ?) und der rechten Seite b:<%)7

8 9 36

sowie das System A& = b, wobei A aus A und b aus b gewonnen werden, indem die Koeffizienten
bzw. Komponenten in Dezimaldarstellung auf 3 (sowie 4) Dezimalen nach dem Komma gerundet
werden.

Schatze den relativen Fehler in 2 ab und vergleiche ihn mit dem wahren Fehler.

Aufgabe 2.28
Es seien



