a) Bestimme cond(A) fiir die 1-, 2— und co—Norm.

b) Schitze den relativen und absoluten Fehler ab, der entsteht, wenn man statt Az = b das
gestorte System Az = b mit |¢| < 0.5 1ost.

Aufgabe 2.29 (KA: 44242 Punkte)
Gegeben ist das Problem

flz) = , z € (0,00).

a.) Wie ist die Kondition des Problems 7 Ist sie gut oder schlecht (mit Begriindung!) ?
b.) Gegeben sei der Algorithmus
y1. = 1+4+=x

Y2 = —.

Ist dieser Algorithmus stabil 7 Begriinde Deine Antwort.

c.) Wenn allgemein ein Problem eine Kondition von der Gréfenordnung 10* hat und man mit
7-stelliger Gleitpunktarithmetik rechnet, auf wieviele Stellen kann das Ergebnis maximal
genau sein 7 Warum 7

Aufgabe 2.30 (KA: 8 Punkte)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

0.782  0.918 0.917
A_<0.418 0.582) und b_(0.333)‘

Alle Werte in A und b sind auf drei Stellen genau gerundet. Mit welchem relativen und welchem
absoluten Fehler (gemessen in der 1-Norm) mufl man fiir 2 rechnen?

3 Lineare Gleichungssysteme, direkte Losungsverfahren

Aufgabe 3.1
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem
4 -1 0 2 Ty 10
-2 3 2 0 ro | | 10
o 1 4 -1 z3 | | 10
2 3 =2 2 T4 10

a) Lose das Gleichungssystem mit der Cramerschen Regel.
b) Lose das Gleichungssystem mit Gaufi~Elimination.

¢) Bei Anwendung auf ein Gleichungssystem der Dimension n sind mit der Cramerschen Regel
etwa (n +1)! und mit GauB-Elimination etwa 2n*/3 Multiplikationen auszufiihren. Schétze
fiir beide Verfahren die Rechenzeit fiir die Lésung eines Gleichungssystems der Dimension
n = 20 auf einem 10 MFlop—Rechner (~10 Mio. FlieBkommaoperationen pro Sekunde).
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Aufgabe 3.2
Die Hilbertmatrix H, = (hf;)?._; ist definiert durch AZ; :=1/(i+7 —1), 7,7 = 1,...,n. Betrachte
das lineare Gleichungssystem H,z = r mit n = 4 und r = (2,2,2,2)7.

a) Die exakte Lésung z lautet: z = (8,120, —360,280)7. Berechne die Losung 7 in 4-stelliger
Gleitpunktarithmetik. Wie grof} ist der absolute Fehler ||z — #||37

b) Berechne die Kondition koo (H,) = ||Hu|lso|[H ' ||co der Hilbertmatrix fiir den Fall n = 4.

Aufgabe 3.3

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

10 1 1
A= ( 0.5 1) und b= (1.5)'
a) Lose Az = b in 3-stelliger Gleitpunktarithmetik durch Gauflelimination ohne Spaltenpivo-
tisierung.

b) Lose Az = b in 3-stelliger Gleitpunktarithmetik durch Gauflelimination mit Spaltenpivoti-
sierung.

c¢) Vergleiche die Losungen aus a) und b) mit der exakten Losung. Erklare Deine Beobachtung.

Aufgabe 3.4

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

1.2 10* 10*
A_<0.4 1.1) und b_<1.5)'

a) Lose Az = b in 3-stelliger Gleitpunktarithmetik durch Gauflelimination mit Spaltenpivoti-
sierung.

b) Lose Az = b in 3-stelliger Gleitpunktarithmetik durch Gauflelimination mit Aquilibrierung
und ohne Spaltenpivotisierung.

c) Lose Ax = b in 3-stelliger Gleitpunktarithmetik durch Gauelimination mit Aquilibrierung
und mit Spaltenpivotisierung.

d) Vergleiche die Losungen aus a), b) und c¢) mit der exakten Losung. Erklare Deine Beobach-
tung.

Aufgabe 3.5

Berechne mit 2-stelliger, 3—stelliger und 4-stelleiger dezimaler Gleitpunktarithmetik sowie mit
Taschenrechnergenauigkeit jeweils mit und ohne Spaltenpivotisierung die Losung des Gleichungs-
systems Az =0b mit der Matrix

0.1 9 —1 —99
A= 5 —=0.5 0.01 und der rechten Seite b = 10
4 -1 0.01 —50
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Interpretiere die Ergebnisse. Fiihre die Berechnungen auch mit der rechten Seite
V=(1 1 1)
durch.

Aufgabe 3.6

Berechne mit 3—stelliger, 4—stelliger dezimaler Gleitpunktarithmetik sowie mit Taschenrechnerge-
nauigkeit jeweils mit Spaltenpivotisierung die Losung des Gleichungssystems Az = b mit der
Matrix

12 543 =96 2
A=16 =05 0.01 und der rechten Seite b= | 1
5 -2 0.01 3

Fiihre die Berechnungen nun mit Skalierung durch. Interpretiere die Ergebnisse.

Aufgabe 3.7
Um die Schwéchen der Gauflelimination mit Spaltenpivotisierung aufzuzeigen, betrachten wir das
lineare Gleichungssystem Az = b mit

2.1 2512 —2516 —6.5
A=1-13 88 —7.6 und b= 5.3
0.9 —6.2 4.6 —2.9

a) Lose Az = b in b-stelliger Gleitpunktarithmetik mit Hilfe der Gaulelimination mit Spalten-
pivotisierung. Gib die Faktoren L und R an. Vergleiche die gestorte Losung mit der exakten
Losung @ = (=5, —1,—1)T. Wodurch entstehen die groBen Abweichungen?

b) Skaliere das Gleichungssystem mit Hilfe einer Aquilibrierung (d.h. DAz = Db, mit || DA|. =
1), und berechne die Losung des skalierten Systems mit Hilfe der Gaulelimination mit Spal-
tenpivotisierung in 5-stelliger Gleitpunktarithmetik.

c¢) Eine andere Pivotisierungsstrategie ist die sogenannte relative Spaltenpivotisierung. Dabei
wird die Skalierung nicht explizit durchgefiihrt, sondern implizit als Hilfsmittel zur Bestim-
mung des Pivotelementes verwendet. Unter den in Frage kommenden Elementen bestimmt
man dabei dasjenige zum Pivotelement, fiir welches der Quotient aus Element und Zeilen-
summe am grofiten ist. Vergleiche das Ergebnis mit den iibrigen!

Aufgabe 3.8

Zur Erinnerung: Bei der Bestimmung von Az = b entstehen wéhrend der Berechnung fast immer
Rundungsfehler. Diese Fehler kann man iterativ vermindern. Dazu wird der Residuenvektor
r =b— Axz meist doppelt genau berechnet. Der Algorithmus sieht folgendermaflen aus.

1) Berechne I R = A (numerische L R-Zerlegung .

2) Bestimme zq (etwa aus L Rxo = b).

)
)
3) Berechne r, = b— Az doppelt genau.
4) Berechne xpyq aus L R(2pq1 — x5) = 7
)

5) zurlick zu 3).
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Die Loésung von

111 107 1
111
s z 3 T = 168 1st x = 1
O 187 1
7 8 9 504

Runde die Koeffizientenmatrix korrekt auf 5 Dezimalen und die rechte Seite so, dafi die Loésung
unverandert bleibt. Verwende nun den obigen Algorithmus mit 5- bzw. beim Residuum 10-stelliger
Rechnung und fiihre zwei Nachiterationsschritte aus.

Aufgabe 3.9

Bei der Losung des linearen Systems Az = b mit endlicher Gleitpunktarithmetik ergeben sich
bekanntlich Fehler. Fiir die Losung & gilt i.a. r(&) := A% — b # 0. Beachtet man, daf} gilt
r(i)= A —b= A% — Az = A(Z — z) =: AAZ, so kann man die Losung i verbessern, indem man
das lineare System AAZ = r(3) 16st und @ = ¥ — AZ bildet. Diesen Prozefl der Nachiteration kann
man solange wiederholen, bis die Lésung genau genug ist, d.h. bis das in doppelter Genauigkeit
berechnete Residuum r eine Toleranz unterschreitet. Gegeben sei

1 -1 0 1
A= -1 2 | , bs=|1
0 -1 1 1

Berechne die Losung mit 3—stelliger Gleitpunktarithmetik. Bestimme das Residuum in 6-stelliger
Gleitpunktarithmetik. Verbessere nun & mit einem Nachiterationsschritt.

Aufgabe 3.10

Die LR-Zerlegung zur Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b ist im allgemeinen mit
Rundungsfehlern behaftet und liefert dann Matrizen L, R, deren Produkt LR = A+ F nur
bis auf eine Fehlermatrix F' mit A iibereinstimmt. Entsprechend ist auch die durch Vorwéarts-
und Riickwirtseinsetzen definierte Losung 2(®) von LRz(® = b nur eine Niherungslosung fiir die
exakte Losung z. Diese kann oft durch sogenannte Nachiteration verbessert werden, d.h., durch
eine Iteration der Form

e® = Y L (LR) ™Y (b — Az(1)), k=1,23,....

Die Korrektur 6 := (LR)~"(b — Az*~1) gewinnt man durch Vorwirts/Riickwértseinsetzen als
Losung des Gleichungssystems LRS®) = b — Az*=1). Da bei der Berechnung des Residuums b —
Ax®*=1 starke Ausléschung auftritt, ist eine Nachiteration nur dann sinnvoll, wenn das Residuum
in doppelter Genauigkeit berechnet wird. Betrachte als Beispiel das lineare Gleichungssystem

I =1 0 T 1
-1 2.06 -1 T = 1
0 -1 1 T3 1

Bestimme die (Naherungs-)Losung () dieses Gleichungssystems in 3-stelliger Gleitpunktaritmetik.
Berechne anschlieflend das Residuum in 6-stelliger Gleitpunktaritmetik, und verbessere dann die
Néherungslosung (%) mit einem Nachiterationsschritt in 3-stelliger Gleitpunktaritmetik.

12



Aufgabe 3.11

a) Welche der folgenden Matrizen besitzen eine LR-Zerlegung und welche lassen sich nach
geeigneter Zeilenvertauschung (Pivotisierung) L R—zerlegen?

11 1 11 1
Bi=111 31, B,=|1 1 3
2 3 2 11 2

Gib gegebenenfalls die Permutationsmatrix an.

b) Bestimme mit Hilfe der in a) gewonnenen L R—Zerlegungen die Determinante, den Rang und,
falls die Matrizen regular sind, auch die Inverse.

Aufgabe 3.12

Es seien
2 3 -2 -1 2 1
8 T =7 —6 . 1
A= 6 16 -2 13 und b= 91 sowie  c= |
-10 0 1 12 3 1
a) Bestimme die Losung von Az = b mit GauBlelimination.
b) Bestimme die Losung von Az = ¢ mit Gauflelimination.
c¢) Berechne die Determinante von A.
d) Bestimme die . R—Zerlegung von A.
e) Berechne nochmals die Determinante von A.
f) Lose nun Az =b und Az =c¢ mit der L R—Zerlegung von A.
Fiithre obige Berechnungen mit
-1 4 3 =2 2 2 4 2
1 -2 -1 3 1 3 10
A= 9 0 -4 —13 bzw. A= 3 1 92 ] durch.
0 8 6 3 1 4 2 3
Aufgabe 3.13
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A = b mit
o 3 1 3
A=11 g 0| undb=]4
0 1 ~ 1

a) Bestimme die [ R—Zerlegung von A.
b) Wie hangt die Losung von o, 3, v und § ab?

c¢) Berechne die Determinante von A.
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Aufgabe 3.14
Die nichtsingulare Matrix A € IR™*" besitze folgende Blockzerlegung:

A A
A=
( Ayt Ap ) ’
mit A;; € IR™*™ invertierbar, Ay € [Rmx(”_m)7 Agy € [R(n—m)xm7 A,y € IR(=m)x(n=m)

Die Matrix
S =(A/An) = Ay — A21A1_11A12

bezeichnet man als das Schur-Komplement von Ay; beziiglich A.

a) Bestimme eine Block—I R—Zerlegung von A.

b) Zeige, daB die Inverse von A folgende Block—Darstellung hat:

A1 — AL+ AT ARST Ay A | AT ApST!
] —S_1A21A1_11 ‘ S_l

c) Sei b= (Z;) mit by € IR™, by € IR"™™. Gib einen Algorithmus zur Berechnung der Losung

x = (2), xy € IR™, x5 € IR"™™, von Az = b an ohne die Inversen von A und Ay; explizit

7zu verwenden.

Aufgabe 3.15
Bestimme alle reellen Werte von a, fiir die die Matrix

positiv definit ist.

Aufgabe 3.16
Bestimme die L-D-LTZerlegung der Matrix

O O =
S D e =
— = 0 ©
e — O O

Fiir welche Werte von « ist A positiv definit?

Aufgabe 3.17
Bestimme die L-D-LT — Zerlegung fiir die die Matrix

14



Fiithre die Berechnung auch fiir

53 7 29 15
7 10.8 10.5 20
2.9 105 36.5 10
15 20 10 61

B =

durch.

Aufgabe 3.18
Gegeben seien folgende symmetrische Matrizen:

2 -1 0 =2 4 =2 4 -6

-1 3 =2 4 -2 2 =2 5

A= 0 -2 —4 =3 |’ B= 4 =2 13 —-18
-2 4 -3 5 -6 5 —18 33

a) Untersuche, welche der Matrizen positiv definit ist/sind.
b) Berechne die [ D LT-Zerlegung fiir B.

c) Seib=(2,-1,—1, 1)T. Lose Bx = b mit Hilfe der Zerlegung B = L D L7,

Aufgabe 3.19
Gegeben sei eine invertierbare Matrix A € IR™" und m Vektoren bV, ... (™) € IR".
Zur Losung von m linearen Gleichungssystemen

Az =0 =1

m

9o ey 9

bieten sich die beiden folgenden Moglichkeiten an:

a) Mit Hilfe der LR-Zerlegung von A bestimmt man zunéchst die Inverse A~" und berechnet
anschlieBend 2() = A='6) fiir i = 1,..., m.

b) Mit Hilfe der LR-Zerlegung von A bestimmt man 2, i = 1,...,m, aus den Vektoren b()
durch Vorwarts— und Riickwértseinsetzen.

Schéatze fiir beide Methoden den Rechenaufwand und interpretiere das Ergebnis.

Aufgabe 3.20

Matrizen mit einer grolen Anzahl von Null-Eintrdgen nennt man schwach besetzte Matrizen.
Wird ein Teil dieser Null-Eintrage wahrend der LLR-Zerlegung mit von Null verschiedenen Wer-
ten tliberschrieben, so spricht man von Fill-in. Da der Fill-in die Anzahl der zu eliminierenden
Eintrage erhoht, lohnt es sich im allgemeinen, den Fill-in durch geeignete Zeilen- und Spaltenver-
tauschungen so gering wie méglich zu halten. Betrachte als Beispiel das lineare Gleichungssystem

6 -1 —1 —1 —1 —1 1 1
-1 2 0 0 0 0 s 1
-1 0 2 0 0 0 v | |1
-1 0 0 2 0 0 | |1
-1 0 0 0 2 0 s 1
-1 0 0 0 0 2 76 1
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Bestimme die Losung dieses Gleichungssystems mit Gauf-Elimination und versuche dabei, den
Fill-in zu minimieren.

Aufgabe 3.21
Es seien n € IN,aq,...,a,,b1,...,b,,¢1,...,¢,-1 € IR und

by o 0 ... 0

ay by Ca ... 0
A=

0 An_1 bu_y  cpy

0 0 ay b,

Formuliere die L R Zerlegung fiir A sowie Vorwirts- und Riickwértseinsetzen zur Losung von

Az =d.

Aufgabe 3.22
Fine Matrix der Gestalt

do by 0 ... 0

ey dy by :
A=10 " = 0

. b

0 0 ¢ d,

heifit ,, Tridiagonalmatrix®.

a) Bestimme die L R—Zerlegung von A, und gib einen effizienten Algorithmus zur Losung eines
tridiagonalen Gleichungssytems an. Wie grof} ist der Aufwand des Verfahrens? Ist dieser
Algorithmus immer durchfithrbar? Begriindung!

b) Lose mit dem Verfahren aus a) das lineare Gleichungssystem Az = b mit

2 -1 0 0 0 1
~1 2 -1 0 0 1
A= 0 -1 2 -1 0o |, b=]|1
0o 0 -1 2 -1 1
0o 0 0 -1 2 1

Aufgabe 3.23

a.) Esseien a,b € IR mit a < b, o, 3,7 : [a;b] — IR stetige Funktionen und y,, y, € IR. Gesucht
ist eine C*-Funktion y : [a;b] — IR, die die lineare Randwertaufgabe

y'(x) + az)y'(x) + Blx)y(z) +y(x) =0,  yla) =ya, y(b) =y

16st. Um diese Gleichung naherungsweise zu losen, teilen wir das Intervall [a,b] in N (€ IN)
gleiche Teile und setzen
b—a

h:
N 9

;i =a+1h
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fiiralles € {0,..., N}. Ferner sei y; die zu bestimmende Naherung fiir y (2;). Wir bestimmen
Yi, indem wir in der zu 1ésenden Gleichung die folgenden Né&herungen einsetzen:

oy Vil Yica wio oy Vit = 2yi +yia
Y (1’2) ~ 2% ) ) (1’2) ~ 2
fire =1,..., N —1. Dadurch erhalten wir ein System von N — 1 Gleichungen fiir die N + 1
Unbekannten yg,...,yn. Wie lauten diese Gleichungen?

b.) In dem in a.) bestimmten Gleichungssystem sind yo und yny bereits bekannt. Nutze diese
bekannten Werte aus, um das System auf ein lineares System von N — 1 Gleichungen in
N — 1 Unbekannten zu reduzieren und gib dieses Gleichungssystem (Matrix, Unbekannte
und rechte Seite) an!

c.) Es sei nun
1 1
V(@) —ylx) =0, y(=1)=y(1)= 1 (e+1).
Bestimme Néaherungen fiir y mit N = 4,8, 16, ....

Aufgabe 3.24 (KA: 542 Punkte)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

1. 104 1 1
A:<5'10_1 _5‘10_2) und b:(Q).

a.) Lose Az = b in 2-stelliger Gleitpunktarithmetik mit GauBelimination mit Spaltenpivotisie-
rung.

b.) Wann ist Spaltenpivotisierung erforderlich ?

Aufgabe 3.25 (KA: 9 Punkte)
Fiir welche Parameterwerte a, b, ¢ besitzt das Gleichungssytem

1 b 2 Ty 4

2 2b6+3 4+4a xg | = 13

3 3b4+6 7T4+2a+b T3 24 + ¢

a) keine Losung
b) genau eine Losung
¢) mehr als eine Losung ?

Benutze die Gauss-Elimination, und gib die Losung im Fall b) explizit an.

Aufgabe 3.26 (KA: 443414241 Punkte)
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit
0.6 2.8 —0.7 5.0
A = 1.2 24 06 |, b =1 3.6
—0.4 0.0 0.1 0.4
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a) Berechne die LR-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung, d.h. PA = LR, wobei P eine
geeignete Permutationsmatrix ist. Gib I und R explizit an.

b) Lose das Gleichungssystem Az = b mit Hilfe der unter a) berechneten LR-Zerlegung.
c) Ist die Matrix A invertierbar? Begriindung !

d) Berechne die Kondition x von A bzgl. der oo-Norm.
(Hinweis: Es gilt |47 & 2.604.)

e) Betrachte nun das gestorte Gleichungssystem Az = b. Wie grob darf der relative Fehler
|6 = b]|oo /]]b]| 00 hOchstens sein, damit der relative Fehler ||@ — &||oo /|| ||co nicht groBer als 5%
ist 7

Aufgabe 3.27 (KA: 12 Punkte)
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

A_(O.llll 0.1429) 1 b_<0.1194)
~\0.1429 0.1847) "™ —10.1540 /) °

Alle Werte resultieren aus Messungen und sind mit einem absoluten Fehler von maximal 0.00025
behaftet. Mit welchen Fehler (gemessen in der 1-Norm) miilt Du bei der Losung a des Gleichungs-
systems rechnen? Bestimme die [-R Zerlegung von A (4-stellige Rechnung) und verwende diese
zur Losung des obigen Gleichungssystems. Fithre anschlielend einen Nachiterationsschritt aus.

Aufgabe 3.28 (KA: 11 Punkte)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

23000 2000
A_<1.5 1 ) und b_<1.17)'

a) Bestimme cond,(A).

b) Lose Az = b in 3-stelliger Gleitpunktarithmetik durch Gauflelimination mit Spaltenpivoti-
sierung.

c) Lose Az = b in 3-stelliger Gleitpunktarithmetik durch Gauflelimination mit Skalierung und
mit Spaltenpivotisierung.

d) Welchen Effekt hat die Skalierung, welchen die Pivotisierung?

Aufgabe 3.29 (KA: 11 Punkte)
Gegeben sei die Matrix A mit

16} 0 af3 0
0 a—2 0 ala —2)
A= aﬁ 0 Ozzﬁ—l—l 0

0 ala—2) 0 aa—2) + 8

(a—2)?

a) Fiir welche Werte von o und 3 is A positiv definit.

b

Berechne die Determinante von A.

¢) Fira=1,3=2und b= (6,-3,7,—7)T berechne man die Lésung von Az = b.

)
)
)
d) Welche Vorteile hat die L-D-LT-Zerlegung gegeniiber der L-R-Zerlegung?
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