Aus theoretischen Uberlegungen geht hervor, daB diese MeBdaten einer Funktion

y(t)=at+b cos (%t)

geniigen. Bestimme die Parameter ¢ und b optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate. For-
muliere dazu das entsprechende Ausgleichsproblem ||[Az — f|] — min und lose dieses mittels
Givens-Rotationen (4-stellige Rechnung). Gib die Funktion y(¢) und das Residuum explizit an.
ACHTUNG: Das Losen mittels Normalgleichungen gibt keine Punkte.

Aufgabe 4.15 (KA: 141141 Punkte)

Gegeben seien die Mefiwerte

o 1 2
10 1 2/V3
filt 2 3

einer GréBe f(t). Aufgrund theoretischer Uberlegungen geniigt diese der Darstellung
ft) =at? +5.
a.) Wie ist die least-squares-Losung definiert?

b.) Bestimme die least-squares-Losung mit Hilfe der Q R-Zerlegung. Benutze Givens-Rotationen.
Gehe dabei nicht zu den Normalengleichungen iiber.

c.) Wie grof} ist der Betrag des Residuums?

Aufgabe 4.16 (KA: 24842 Punkte)
Gegeben sind die Punkte

Diese Punkte (z;,v:), i = 1,2, 3, sollen gemaf theoretischen Uberlegungen auf der Kurve

91
2 —_
ax —|—[3y-55

liegen. Die Parameter o, 3 € IR sollen optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadratmethode
bestimmt werden.

a.) Wie lautet ein gleichwertiges lineares Ausgleichsproblem?

b.) Bestimme eine least-squares-Losung mit QR-Zerlegung mittels Householder-Transformationen.
Gehe dabei nicht zu den Normalengleichungen iiber.
(Hinweise: Rechne weitestgehend mit Briichen! Fiihre nur einen Householder-Schritt durch!)

c.) Warum verandert sich die Kondition einer quadratischen und invertierbaren Systemmatrix
in der 2-Norm bei Multiplikation mit Householder-Matrizen nicht ?
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5 Iterative Losung von Gleichungssystemen

Aufgabe 5.1

Bestimme fiir das Intervall [0,1.5] die Nullstelle(n) von f(x) = tan(ax — 0.5) mittels Bisektion,
Fixpunktverfahren, Newton—Verfahren und Sekantenverfahren bis auf einen absoluten Fehler von
0.01.

Priife beim Fixpunktverfahren die Voraussetzungen nach und fiithre a-priori und a-posteriori
Abschatzungen durch.

Aufgabe 5.2

Bestimme die Nullstelle(n) von f(z) = e™* — a mittels Bisektion, Fixpunktverfahren, Newton—
Verfahren und Sekantenverfahren bis auf einen absoluten Fehler von 0.01. Priife beim Fixpunkt-
verfahren die Voraussetzungen nach und fithre a-priori und a-posteriori Abschatzungen durch.
Fiithre obige Berechnungen auch mit folgenden Funktionen durch:

a) f(x)= e 0.2 — a,
b) f(z)=In(x+2) — x.
Aufgabe 5.3

Die Funktion f(x) = 0.5 — 0.25¢€” besitzt im Intervall [0.5,1] genau eine Nullstelle, die iterativ
bestimmt werden soll.

a) Bestimme die Iterationsfunktion ®; des Newton—Verfahrens sowie eine weitere Iterations-
funktion ®,, so daf} gilt: © = ®(x) ist Losung des obigen Nullstellenproblems.
Hinweis: (zur Konstruktion von ®3) f(z) =0 & f(z)+ 2 = =.

b) Zeige mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, dafl beide Iterationsverfahren fiir jeden
beliebigen Startwert z¢ € [0.5, 1] gegen die eindeutige Nullstelle von f konvergiert.

¢) Von welcher lokalen Ordnung konvergieren die Verfahren. Begriinde Deine Antwort.
Aufgabe 5.4
Bestimme eine N&herungslosung des Gleichungssystems

cosxy +tanxg —Hxg =0

sinzy — 62y +In(za+1) =0

im Bereich D = [—1,1] x [0,1]. Wieviele Iterationen sind héochstens erforderlich, um eine Genau-
igkeit (welche Norm?) von e = 0.01 zu erreichen, wenn man mit dem Startwert z(® = (0.5,0.5)7
beginnt? Fiihre analoge Berechnungen fiir

x4 x5 + x4 0
01 $1+$2—|—$3 - T2 = 0
T $2$3—|—3 T3 0

im Bereich D = [0,1] x [0,1] x [0,2] mit ¢ = 0.5 - 107¢ durch.

Aufgabe 5.5 )
In Aufgabe 3.8 wurde die Nachiteration behandelt. Uberlege dir mit Hilfe des Fixpunktverfahrens
warum und unter welchen Voraussetzungen das Verfahren konvergiert.
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Aufgabe 5.6
Gesucht ist eine Naherungslosung des nichtlinearen Gleichungssystems

In(1422) =22, =0

sinxycosxy —4rya+1 =0

im Bereich D = [0,1] x [0, ].

4 2

a) Leite eine Fixpunktiteration 2*+) = @(2®) mit 2*¥) = (x(lk), x(Qk))T,
k=0,1,... her, und zeige. daf diese den Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes
geniigt.

b) Fiihre danach, ausgehend von 2(® = (0,0)7, einen Iterationsschritt durch.

c) Wieviele Iterationsschritte sind hochstens notwendig, um eine Naherung mit der Genauigkeit
e =107% in der Maximumnorm zu gewinnen?

Aufgabe 5.7

Bestimme eine Néherungslosung des Gleichungssystems

cosxy +tanxg —Hxg =0

sinzy — 62y +In(za+1) =0

im Bereich D = [—1,1] x [0,1]. Wieviele Iterationen sind héochstens erforderlich, um eine Genau-
igkeit (welche Norm?) von e = 0.01 zu erreichen, wenn man mit dem Startwert z(® = (0.5,0.5)7
beginnt? Fiihre analoge Berechnungen fiir

? + 22+ 2l x4 0
01 $1+$2—|—$3 - T2 = 0
T $2$3—|—3 T3 0

im Bereich D = [0,1] x [0,1] x [0,2] mit ¢ = 0.5 - 107¢ durch.

Aufgabe 5.8
Gesucht sind Naherungslosungen des Gleichungssystems

522 —6zy+5y?—32 =0
922 — 16y —16 =0

Verschaffe Dir zunichst mit Hilfe einer Skizze einen Uberblick iiber die Anzahl und die Lage der
Nullstellen. Verwende fiir die Iteration sowohl das Newton— als auch das vereinfachte Newton—

Verfahren. Behandle
4:1;3—27:1;y2—|—25 =0
42?2 —3y° -1 =0

analog.

Aufgabe 5.9

Bestimme Naherungen ¥, k= 1,2, ... fiir eine bei z!

9 = (1,1)T liegende Lésung des nichtlinea-

ren Gleichungssystems
(Axt = 2Tz + 25
f(x)'_< Ag? — 323 — 1 )_0

Wende dazu
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a) das Newton—Verfahren

T(28)Az®)
k+1)

— ()

2

mit dem Startwert #(®) an. Hierbei bezeichnet J die Jacobi-Matrix zu f. Tteriere, bis

£ (") < 1073 ist.

b) das vereinfachte Newton—Verfahren an, d.h. bestimme im ersten Newton—Schritt eine L.LR—
Zerlegung von J(z(?)), und benutze diese LR-Zerlegung als Approximation von J(2*)) in den

weiteren Schritten. Gehe auch hier von dem Startwert 2(°) aus, und iteriere bis || f(2)||o0 <
1073 ist.

c¢) Vergleiche Aufwand und Genauigkeit der beiden Verfahren.

Aufgabe 5.10

Gesucht wird die Losung x eines linearen Gleichungssystems Az = b mit A € IR™*", b € IR". Die
Aufspaltung A = D — L — R mit D diagonal, L. und R strikte untere bzw. obere Dreiecksmatrizen,
fithrt je nach Klammerung [ D — (L + R) oder (D — L) — R) ] auf die Fixpunktiterationen

g = =1 4 D7 (h — Az(m—1)
T

=1,2,... Jacobi-Verfahren
pm) = plm=1) o (D—-L)y'(b—A 1,2

(m—l)) =1,2,... GauB-Seidel-Verfahren

Y

Beide Verfahren sind durchfithrbar, wenn D~! existiert, d.h., wenn alle Diagonalelemente von

A = (ai;)?,—; ungleich Null sind.

a) Zeige: Die Niaherungslosungen 2™, m = 1,2, ..., kénnen wie folgt berechnet werden:
2 = o (bi — S aga" T =T, Gijl';m_l)) ;=1 (Jacobi)
:chm) = aL (bi — Z;;ll aijxgm) — Z?:i-u aijxgm_l)) , i=1,...,n, (GauB-Seidel)

Welcher wesentliche Unterschied besteht zwischen beiden Verfahren in der Praxis 7

b) Betrachte als Beispiel den Fall

20 05 —0.3 2.1
A= 1237 —17 |, b=| 35 |.
0.2 13 25 9.9

Zeige mit dem Banachschen Fixpunktsatz, dafl beide Verfahren fiir beliebige Startvektoren
20 € IR? gegen die exakte Losung = = (1,2,3)7 konvergieren.
Hinweis: Bestimme ||[I — D™ Al|., bzw. ||[I — (D — L)™' A||0

¢) Fiihre, ausgehend vom Startvektor 2(®) = (1,1, 1)7, jeweils zwei Iterationsschritte mit dem

Jacobi- bzw. Gauf}-Seidel-Verfahren durch.

d) Was passiert, wenn man das (mehrdimensionale) Newton-Verfahren zur Loésung linearer
Gleichungssysteme einsetzt 7
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