Aufgabe 5.11
Bestimme eine Néherungslosung des Gleichungssystems

sinez+ey—9y =0
eV —cosz+T7xz =0

im Bereich D = [—1,1] x [—1,1].

a) Wieviele Iterationen sind mit dem Fixpunktverfahren hochstens erforderlich, um eine Ge-
nauigkeit (welche Norm?) von & = 0.5-1072 zu erreichen? Wie grof} ist der Fehler (hochstens)
nach der 2. Iteration?

b) Verbessere die in a) gewonnene Naherung mittels 2 Schritten des (vereinfachten) Newton—
Verfahrens.

¢) Fiihre nun einen weiteren Schritt des Fixpunktverfahrens durch und gib erneut eine a-
posteriori Fehlerabschitzung an.

Aufgabe 5.12 (KA: 8 Punkte)
Bestimme fiir das Intervall [0, 1.5] den/die Fixpunkt(e) der Funktion

F(z)=tan(z — 0.5)

bis auf einen absoluten Fehler von 0.01.

Benutze dazu das Fixpunktverfahren. Weise die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes explizit
nach. (Begriinde Deine Aussagen; ansonsten gibt es keine Punkte.) Fiihre a-priori und a-
posteriori Fehlerabschatzungen durch.

Aufgabe 5.13 (KA: 5414141 Punkte)
Gesucht ist eine Naherungslosung des nichtlinearen Gleichungssytems:
1
n = tetead
2x9 = e !

a.) Schreibe zunéchst das nichtlineare Gleichungssystem in ein Fixpunktproblem um, und zeige
mit dem Banachschen Fixpunktsatz, daff die Fixpunktiteration z*+!) = & (x(k)) fiir die

spezielle Fixpunktvorschrift ® fiir alle Startwerte z(®) € D = [0, 1] x [0, 1] konvergiert.
b.) Fiihre, ausgehend von () = (1,1)7, einen Tterationsschritt aus.

c.) Wieviele Iterationsschritte sind hochstens notwendig, um eine Ndherung mit der Genauigkeit
e =107% in der Maximumnorm zu gewinnen?

d.) Mit welcher Ordnung konvergiert die Banachsche Fixpunktiteration im allgemeinen, und
durch welches andere Verfahren wird eventuell eine héhere Konvergenzordnung realisiert?

Aufgabe 5.14 (KA: 3444242 Punkte)

Das nichtlineare Gleichungssystem
V1+zi = 22,

sin xy +cos v = 4duxg,

besitzt im Intervall D :=[—1,1] x [=1,1] genau eine Losung z* = (27, z35)7.
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a) Forme das obige Gleichungssystem durch geeignete Skalierung in eine dquivalente Fixpunkt-
gleichung um. Gib die entsprechende Funktion &, deren Fixpunkt x* ist, explizit an, und
bestimme die Jacobi-Matrix von ®.

b) Verifiziere fiir das Fixpunktproblem in a) die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunkt-
satzes.

¢) Fiithre ausgehend vom Startvektor z(® = (0,0)7 zwei Iterationsschritte mit dem obigen

Verfahren durch.

Achtung: Berechne die trigonometrischen Funktionen in Bogenmaf!

d) Schéitze mit Hilfe der in b) bestimmten Lipschitz-Konstanten den Fehler

Hl’(z) — 2%|| s nach zwei Iterationsschritten ab.

Aufgabe 5.15 (KA: 64+4+1+42 Punkte)
Man betrachte die Funktion
fla)=em e =2
= 5
Sie hat im Interval D := [0, 2] genau eine Nullstelle z* = In2, die man iterativ bestimmen will,
Dazu seien die beiden Iterationsvorschriften
Trr1 = o(xg), k=0,1,2,... mit () :=a — éezl’ + %el’ + é
Trr1 = do(zr), k=0,1,2,... mit  gy(z) :=ax+ e’ —e " -2
gegeben.

a.) Sind die Iterationsvorschriften ¢ und ¢, in D kontraktiv 7 Gib gegebenenfalls die Lipschitz-
konstanten an.

b.) Zeige, daBl ¢; im Intervall D = [0, 2] selbstabbildend ist.

"5
(Hinweis: Zur Nullstellenbestimmung benutze die Transformation z = ¢”.)

c.) Mit welcher Ordnung konvergiert das durch die Iterationsvorschrift ¢, gegebene Fixpunkt-
verfahren ?

d.) Fiihre, ausgehend von xg = 0, zwei Iterationsschritte mit @41 = ¢y (ax) durch. Warum ist

|21 — o] groBer als |zg — 24| 7

Aufgabe 5.16 (KA: 12 Punkte)
Gegeben sei die Funktion

Floy) é (e"e”¥ +1In(a+ 1))

z,y) = 2\ |-
(o (50) + (- 3)')

a) Zeige: In [0,2]* hat F genau einen Fixpunkt.

b) Wieviele Iterationen sind mit dem Fixpunktverfahren hochstens erforderlich, um eine Ge-
nauigkeit (welche Norm?) von e = 0.01 zu erreichen?

c) Stelle obige Fixpunktgleichung in ein Nullstellenproblem um und fiihre ausgehend vom Start-
wert (0,0)7 zwei Schritte mit dem vereinfachten Newtonverfahren durch.
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6 Interpolation mit Polynomen

Aufgabe 6.1

Gegeben sei die Wertetabelle
10 1 2 3
x| 0 2 4
fil-3 1 2 7

a) Bestimme mit der Interpolationsformel von Lagrange das eindeutig bestimmte Interpolati-
onspolynom 3. Grades durch die obigen Wertepaare.

b) Bestimme das Interpolationspolynom 3. Grades durch die obigen Wertepaare mittels des
zugehorigen lin. Gleichungssystems.

c¢) Interpoliere die Wertetabelle geméfl der Newton Form.

d) Wie lautet das Interpolationspolynom unter Hinzunahme des Punktes (a4, fi) = (—1,1)
(Berechnung nach a) bis ¢)) bzw. der Punkte (x4, f1) = (—=1,1) und (x5, f5) = (3,6) (Be

rechnung nach c)).

Aufgabe 6.2
Berechne das Interpolationspolynom ps(x), das den Bedingungen ps(1) = —4, pt(1) = =7, pZ(1) =
=8, ps(2) = —14, pt(2) = —8 und ps(3) = 14 geniigt.

Aufgabe 6.3

Die Funktion sinz soll im Intervall I = [0, 7] dquidistant so tabelliert werden, daf§ bei linearer
bzw. kubischer Interpolation der Interpolationsfehler fiir jedes x € I kleiner als %10_4 ist. Wie
grof} darf der Stiitzstellenabstand h dann héchstens sein und wieviele Funktionswerte miissen in

die Tabelle aufgenommen werden?

Aufgabe 6.4
Die Funktion f(2) = sinx ist als Tabelle gegeben.
x 0.0 05 1.0 1.5
sin ‘ 0.0 0.47943 0.84147 0.99750

a) Berechne einen Naherungswert fiir f(0.75) mit dem Neville-Aitken-Schema unter Benutzung
aller Tabellenwerte und gib eine Fehlerabschitzung an.

b) Berechne einen moglichst guten Naherungswert fiir f(0.25) durch eine Newton-Interpolation
vom Grad 3. Gib eine Fehlerabschétzung an.

Aufgabe 6.5

Eine Bank besitzt einen Safe, zu dessen Offnung die Kenntnis einer Kombination aus fiinf natiirlichen
Zahlen n;,1 <1 <5 benétigt wird. Bei der Bank sind 20 Kassierer angestellt. Je fiinf von ihnen
sollen in der Lage sein, gemeinsam den Safe zu &ffnen, aber eine kleinere Gruppe soll den Safe
nicht 6ffnen kénnen.

Aufgabe 6.6
Die Funktion f(z) = ™ ist als Tabelle gegeben.
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x (00 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
f(z) ] 1.0 0.96079 0.85214 0.69768 0.52729 0.36788

a) Berechne einen moglichst guten Naherungswert fiir f(0.5) mit dem Neville-Aitken-Schema
unter Benutzung von vier Tabellenwerten und gib eine Fehlerabschitzung an.

b) Berechne einen moglichst guten Naherungswert fiir f(0.1) durch eine Newton-Interpolation
vom Grad 3. Gib eine Fehlerabschétzung an.

Aufgabe 6.7 (KA: 9 Punkte)
Zur Berechnung der Funktion f(z) = cosx steht die folgende Tabelle zur Verfiigung.
x| 00 025 05 075 1.0 125 1.5
sinz | 0.0000 .2474 4794 6816 .8415 .9490 .9975
cosz | 1.000 .9689 .8776 .7317 .5403 .3153 .07074

a) Berechne einen moglichst guten Naherungswert fiir £(0.9) mit dem Neville-Aitken-Schema
unter Benutzung von vier Tabellenwerten und gib eine Fehlerabschitzung an.

b) Berechne einen moglichst guten Naherungswert fiir f(0.1) durch eine Newton-Interpolation
vom Grad 2. Gib eine Fehlerabschétzung an.

Aufgabe 6.8 (KA: 446 Punkte)
Die Funktion f(z) = 2 sin(37a) soll polynomial interpoliert werden und zwar zu den Stiitzstellen
1'0:0, $1:%, l’gzé.

a.) Berechne das Interpolationspolynom in der Newton-Darstellung, und werte es an der Stelle

- L
T = 57 aus.

b.) Gib eine Abschitzung fiir den Fehler | f(x) — P(f|zo, z1,22)(x)| im Intervall [0, 1] an, wobei

Du die Extrema von |[(@ — x¢)(2 — 21)(2 — 22)| bestimmst.
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