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Lineare Gleichungssysteme

Aufgabe 1 Fehlerabschitzungen

Das lineare Gleichungssystem Az =15 mit

(3 1.001 . _(1.999
A= <6 1.997> und der rechten Seite b = <4.003>

hat die Losung 2 = (1 —1 )7

a) Bilde zu den drei gegebenen Naherungsvektoren

L o b (0005 (5
L= =098/ » 27\ 2.01 37\ —13

die Residuen r;(z;) = A (x; —2). Was konnte man filschlicherweise iiber die Qualitat der z;
schlielen?

b) Mit welchen absoluten Fehler muf} in der 1-Norm (2-Norm, co—Norm) fiir 2 gerechnet werden, wenn
statt b der fehlerbehaftete Vektor b mit ||b — b||1 < 0.1 (||b — b||2 < 0.075, ||b — b||ec < 0.05) benutzt
wird?

¢) Schitze den in 2 zu erwartenden Fehler (relativ und absolut) ab, wenn statt A falschlich A und statt

b der Vektor b mit
- 3.001 1 - 2.001
A‘( 6 1.997) ‘mdb—< 1 )

benutzt wird. Fiithre die Berechnungen in der 1-, 2— und co—Norm durch.

Aufgabe 2 Fehlerabschatzungen

Betrachte das lineare Gleichungssystem Az =54 mit
11 45
A= < { §> und der rechten Seite b = < 36 > ,
8 9 36

sowie das System Az = I;, wobei A aus A und b aus b gewonnen werden, indem die Koeffizienten bzw.
Komponenten in Dezimaldarstellung auf 3 (sowie 4) Dezimalen nach dem Komma gerundet werden.
Schétze den relativen Fehler in z ab und vergleiche ihn mit dem wahren Fehler.

Aufgabe 3 Fehlerabschatzungen
Es selen
01 -1 e 1 -1 0
A=11 1 1 L A=111 1 und b= {3
2 1 1 2 1 1 4

a) Bestimme cond(A) fiir die 1-, 2— und co—Norm.

b) Schéitze den relativen und absoluten Fehler ab, der entsteht, wenn man statt Az = b das gestorte
System Az = b mit |¢| < 0.5 16st.
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Aufgabe 4 Kondition und Fehleranalyse von Gleichungssystemen
Gesucht wird die Losung z = (21, 22, :Ug)T des linearen Gleichungssystems Az = b mit
20 —0.6 —0.4 1.1
A = —0.6 1.5 0.1 , b = 1.2
—0.4 0.1 1.3 2.3

Aufgrund von Datenfehlern (z.B. Meffehler bei der Bestimmung der Koeffizienten) steht jedoch nur die
folgende, gestérte Matrix A bzw. die gestorte rechte Seite b zur Verfiigung:

R 2.009 —0.599 —0.400 ~ 1.105
A = —0.600 1.497  0.098 | , b = 1.188
—0.395  0.102 1.307 2.310

a) Bestimme die Kondition x(A) bzgl. der Euklidischen Norm |[.||2.
Hinweis: Fiir symmetrische Matrizen A stimmt x(A) mit dem Quotienten aus dem Betrag des
grofiten und dem Betrag des kleinsten Eigenwertes iiberein.

b) Sei # die Losung des gestorten Systems AZ = b. Schitze den relativen Fehler ||Z — z||o/||x|> ab.
Hinweis: Um ||A — A||» abzuschatzen, verwende man, daf || M]|2 < /1 ||M||c fiir alle Matrizen
M e IR gilt.

c) Fiir groBe A ist die Berechnung von |[A7!||2 im allgemeinen nicht mehr sinnvoll. Man kann jedoch
versuchen, die Eigenwerte von A nach oben und unten abzuschétzen. Bei diagonaldominanten Matrizen
benutzt man dazu den folgenden Satz von Gerschgorin:

Sei A = (a”)”_1 eine beliebige Matriz. Fiir 1 < i < n sei K; C € der abgeschlossene Kreis mit
Mittelpunkt a;; und Radius Zﬁfl |a;;|. Dann liegen alle Eigenwerte von A in der Vereinigung der

Kreise K;, 1 <i<n.
Verwende diesen Satz, um die Eigenwerte der obigen Matrix A und damit ihre Kondition abzuschitzen.

Aufgabe 5 Givens-Rotation

a) Es seien 2 und y Vektoren im TR? mit ||z||2 = ||y||]2 = 1. Gib einen numerisch stabilen Algorithmus
an, der eine orthogonale Matrix Q € TR*** ((Givens-Rotation) berechnet, die

Qr=y und Q= < —Z i >
erfiillt.
b) Gib (orthogonale) Rotationsmatrizen Q;x € TR"*™ an, fiir die gilt:
Qires = e, Qire; =e; fir j#i k.
Dabei bezeichnet e; den j-ten Einheitsvektor des IR"™.

c) Gib mit Hilfe der Givens-Rotationen einen Algorithmus zur Berechnung der QR-Zerlegung einer
Matrix A € IR™*™, m > n, an. Hierbei ist Q € TR™*™ eine orthogonale Matrix und R € TR”*”
eine obere Dreiecksmatrix.

d) Benutze den obigen Algorithmus um die Q-R-Zerlugungen der Matrizen
-1 4 3 =2

35 1 -2 -1 3
A1_<4 10) il R T

0 8§ 6 3

— W =N
U )
N DN —
L = O N

zu berechnen.



