IGPM RWTH-Aachen NumaET F13

Versténdnisfragen-Teil (32 Punkte)

Es gibt zu jeder der 8 Aufgaben vier Teilaufgaben. Diese sind mit “wahr” bzw. “falsch” zu kennzeichnen
(hinschreiben). Es miissen mindestens zwei Fragen mit wahr oder falsch gekennzeichnet werden. Sonst
wird die Aufgabe als nicht bearbeitet gewertet, also mit 0 Punkten. Das ist auch der Fall, wenn eine
Teilaufgabe falsch ist. Ansonsten gibt es fiir jede richtige Teilaufgabe 1.0 Punkte.

Beantworten Sie mindestens zwei Fragen mit wahr oder falsch!

VF-1:

1. |Je besser die Kondition eines Problems, desto stabiler sind Algorithmen zur Loésung dieses
Problems.

2.|Bei einem stabilen Algorithmus ist der Ausgabefehler in der selben Gréfienordnung wie der
Eingabefehler.

3.|Die Funktion f(z,y) = x? — y ist gut konditioniert fiir alle z,y € R mit y < 0

4.|Die Funktion f(x,y) = (2% — 1) cosy ist in der Nihe von (1, 1) gut konditioniert.

VF-2: Esseien A € R"*"™ beliebig aber regulir, b € R™ und gesucht sei die Losung z € R™ von Az = b.

1.|Sei x(A) die Konditionszahl der Matrix A. Es gilt x(A) = x(A™1).

2.|Sei 7 die Losung des gestorten Problems Az = b und k(A) die Konditionszahl der Matrix
A beziiglich || - ||. Es gilt ||Z — z|| < &(A)||b — b]|.

3.|Ist A symmetrisch positiv definit, so ist A~! symmetrisch positiv definit.

4.|Ist A eine untere Dreiecksmatrix, so ist A~! eine obere Dreiecksmatrix.

VF-3: Esseien A € R"*" beliebig aber regulér, b € R™ und gesucht sei die Losung € R" von Az = b.

1.|Es seien A € R™ "™ beliebig aber regulir, b € R™ und gesucht sei die Losung x € R™ von
Ax =b.

2.|Die Gauf-Elimination mit Pivotisierung fithrt auf eine Zerlegung PA = LR.

3.|Das Cholesky-Verfahren sollte stets mit Pivotisierung zusammen eingesetzt werden.

4.|Durch Zeilenéiquilibrierung soll die Stabilitéit der LR-Zerlegung verbessert werden

VF-4: Gesucht ist die Losung von Qx = b mit einer orthogonalen Matrix @. Die rechte Seite sei
beziiglich der 2-Norm mit einem relativen Fehler 7, < e behaftet.

1.lz=QTb.

.|Der relative Fehler in x beziiglich der 2-Norm ist kleiner oder gleich e.

2
3.|Der relative Fehler in = beziiglich der 1-Norm ist kleiner oder gleich e.
4

.|Der relative Fehler in x beziiglich der co-Norm kann gréfer als e sein.




VF-5: Es seien die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes auf der vollstéindigen Teilmenge
D C R? fiir die Funktion ® mit der Kontraktionskonstante L < 1 beziiglich der Norm ||.|| erfiillt. Sei
2o € D und zg41 = P(xg), £ =0,1,2,..., die mit der Fixpunktiteration erzeugte Folge. Dann gilt:

1. |Die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration kann grofler als 1 sein.

.|BEs existiert nur ein Fixpunkt 2* in R2.

2
3l|we — 2*]| < 22 ||wk — zk-1l], k= 1,2,..., wobei z* € D Fixpunkt von @ ist.
4

.|Sei ®(z) := Isin(z), D := [~1,1]. Dann erfiillt f die Voraussetzungen des Banachschen
Fixpunktsatzes.

VF-6: Essei F : R" — R™ mit m > n. Wir betrachten das (nichtlineare) Ausgleichsproblem: Bestimme
x* € R" so, dass |[F(z*)||2 = mingegn | F(x)|2. Dazu sei noch ¢(z) = 1/2 - F(2)T F(x).

1.|Es gilt: Vo (z*) = 0.

2.|Die Losung x* ist eindeutig.

3.|Die Gaul-Newton Methode ist immer konvergent in einer hinreichend kleinen Umgebung
eines Minimums.

4.|Beim Levenberg-Marquardt-Verfahren ergibt sich in jedem Iterationsschritt stets ein ein-
deutig losbares lineares Ausgleichsproblem.

VF-7: Sei A € R™*" und UT AV = X die Singulirwertzerlegung von A mit Singuldrwerten o > ... >
Or > 0pg1 = ...0p = 0, p=min{m, n}. Die Matrix U hat Spalten w;, i = 1,...,m, und die Matrix V
hat Spalten v;, ¢ = 1,...,n. Dann gilt:

1.|Es gilt: AV = XU.

.|Die Matrix U ist eine regulidre m x m-Matrix.

2
3.|Fiir die Pseudoinverse AT gilt ||AT || = o, L.
4

.|y ist der grofite Eigenwert von AT A.

VF-8: Es sei P(f|xzo,...,z,) das Lagrange-Interpolationspolynom zu den Daten
(o, f(x0))y- -y (T, f(xy)) mit @ = g < ... < x, = b. Es sei §, der fiihrende Koeffizient die-
ses Polynoms und [z, ..., z,] f die dividierte Differenz der Ordnung n von f.

1.|Es gilt: 6, = [0, ..., 2Zn] f.

2. |Der Fehler max,c(q.5 |P(f |20, ..., %) () — f(z)] ist minimal wenn man die Stiitzstellen x;
dquidistant wahlt.

3.|Falls die Funktion f ein Polynom vom Grad maximal n ist, dann gilt f(z) =
P(f|xo,...,z,)(x) fur alle x € R.

4.|Seien g, ..., =z, dquidistant auf [a,b] und f € C°°([a,b]) beliebig. Dann gilt fiir jedes x €
[a,b] dass limy, o0 |P(f | Zo, ..., xn)(x) — f(z)] = 0.




Numerik ET F13 NAME:

MATR:
Numerik ET F13
Aufgabe 1

(16 Punkte)
Losen Sie das nichtlineare Gleichungssystem

4g3 — 27y + 25,
= 4z? - 3% -1,
indem Sie mit Taschenrechnergenauigkeit ausgehend von der Niherung (z(?),y)T = (1,1)7 die ersten

zwei Iterierten mit dem vereinfachten Newton-Verfahren bestimmen. Berechnen Sie dabei im ersten Schritt
eine LR-Zerlegung der Jacobi-Matrix und nutzen Sie diese im 2. Schritt.



Fortsetzung Aufgabe 1 Numerik ET F13
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Aufgabe 2 (24+-34+10+3=18 Punkte)
Gegeben seien die Messwerte

t]1 2 4
£1020.706°

die zu dem Bildungsgesetz
f() = e A

gehoren.

a) Stellen Sie das zugehorige nichtlineare Ausgleichsproblem auf (Messwerte schon einsetzen!).

b) Fiir das Gau-Newton-Verfahren seien die Startwerte ag = 3, A\g = 0.5 gegeben. Wie lautet das linea-
re Ausgleichsproblem fiir den ersten Schritt? Geben Sie die auftretenden Werte in Matrizen/Vektoren
mit mindestens drei signifikanten Stellen an. (Der erste Schitt muss nicht durchgefiihrt werden).

c) Losen Sie stattdessen das lineare Ausgleichsproblem ||Ax — b||2 — min fir

0.8 0.7 0.5
A=106 0.6 und b= 1
1 2 1.4

mittels Givens-Rotationen. Geben Sie den Wert des Residuum explizit an.

d) Betrachten Sie nun eine zu b gestorte rechte Seite b mit zugehdriger Losung , d.h. Z ist Minimum
von ||AZ —b||]2 (A und b aus Teil ¢). Wie grof§ darf die relative Abweichung ||b— b||2/]|b||2 héchstens
sein, damit der relative Fehler [|Z — x[|2/[|x||2 nicht groBer als 0.05 ist? (Hinweis: xa(A) = 7).



Fortsetzung Aufgabe 2 Numerik ET F13
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Aufgabe 3 (4444-6=14 Punkte)
Die Funktion f(z) = (sin2z)? soll durch ein Polynom interpoliert werden.

z; |0 7/12 w/4
flz)[o 1/4 1

a) Bestimmen Sie zu den 3 Tabellenwerten das Interpolationspolynom in der Newton-Darstellung.

b) Wir nehmen zu den Tabellenwerten noch einen Interpolationswert fiir die Ableitung hinzu: f'(7/4) =
0. Bestimmen Sie das Interpolationspolynom zu allen 4 gegebenen Daten in der Newtondarstellung.

¢) Man fiige immer mehr Stiitzstellen in das Intervall [0, 7 /4] ein und bezeichne, wenn n+1 verschiedene
Stiitzstellen vorhanden sind, das zugehorige Interpolationspolynom mit p,,. Zeigen Sie, dass p,, fir
n — oo auf [0, 7/4] gleichmiifig gegen f konvergiert.
Hinweis: wenn n gerade ist, gilt

n—

7 14n1 2. cos(da).

F (@) = (1)l



