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Hilfsmittel:
— dokumentenechtes Schreibgerit (nicht mit Bleistift oder Rotstift schreiben)
— die vom Institut zur Klausur verteilte Formelsammlung — bitte mit Name und Matrikelnummer versehen

— ein Taschenrechner, der explizit vom Institut zugelassen wurde und auf der “Positiv—Liste” steht, die zu Klausur-
beginn auch qufliegt. ACHTUNG: Die Benutzung eines anderen Taschenrechners gilt als TAduschungsversuch!

Bearbeitungszeit: 90 Minuten

Deckblatt ausfiillen und unterschreiben

Aufgabenblitter kontrollieren: insgesamt sechs Aufgaben (Versténdnisfragen und 5 Rechenaufgaben)
Rechnen Sie, falls nicht anders angegeben, mit mindestens 4 signifikanten Ziffern

jedes Blatt mit Namen und Matrikelnummer versehen

Studenten- und Lichtbildausweis zur Kontrolle bereitlegen

keine vorzeitige Abgabe wiihrend der letzten 15 Minuten

Zum Bestehen der Klausur miissen mindestens 50% der Gesamtpunktzahl erreicht werden. Sie kénnen Thre Klausuren am
777 2016 in Raum 149 (Hauptgeb&dude) einsehen und sich (nur!) dort gegebenenfalls zur miindlichen Priifung anmelden. Eine
Einteilung zur Einsicht erfolgt zusammen mit der Bekanntgabe der Ergebnisse.

Bitte

beginnen Sie mit der Bearbeitung der Aufgabe direkt unter der Aufgabenstellung. Sollte der Platz unterhalb der

Aufgabe nicht ausreichen, so setzen Sie die Aufgabe bitte auf der rechten Seite fort. Wenn auch das noch nicht ausreicht, so
fahren Sie auf einem der hinteren Leerbldtter fort und geben dies bitte vorne mit einem Hinweis an.

Die/der Studierende erkldrt hiermit auch, dass sie/er sich aktuell gesund fiihlt. Im Falle eines Priifungsabbruchs

wegen

Krankheit gilt Folgendes: Die/der Studierende sucht unverziiglich, d. h. direkt im Anschluss an den Priifungs-

abbruch eine Arztin bzw. einen Arzt auf und ldsst sich ein Attest ausstellen, auf dem Befundtatsachen sowie
Datum und genaue Uhrzeit der Untersuchung aufgefithrt werden. Dieses Attest ist unverziiglich beim ZPA einzu-
reichen und wird von dort an den zusténdigen Priifungsausschuss weitergeleitet. Der Priifungsausschuss entscheidet
iiber die Anerkennung des Attestes. Bei Feststellung der vermeintlichen Priifungsunfihigkeit nach Beendigung der
Priifung gilt zusétzlich: Aus dem Attest muss sich ergeben, warum die/der Studierende nicht in der Lage war,
die Beeintréichtigung frither zu erkennen. Der Priifungsausschuss entscheidet ggf. unter Einbeziehung einer/eines
Vertrauensérztin/-arztes iiber die Anerkennung des Attestes.

Ich versichere mit meiner Unterschrift auch, dass ich nur den unten eingetragenen Taschenrechner benutze, der
sich zudem auf der “Positiv—Liste” befindet und dass ich keine sonstigen elektronischen Gerite wie Handy, PDA,
MP3-Player usw. bei mir habe.

Benutzter Taschenrechner (genaue Typenbezeichnung) :

Name:
Vorname:
Unterschrift:
VEr: Al: A2: A3: A4: Ab5: BP: Z :
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Verstadndnisfragen-Teil (25 Punkte)

Jeder der 5 Verstdndnisfragenblocke besteht aus 5 Verstandnisfragen. Werden alle 5 Fragen in einem Verstéindnis-
fragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 5 Punkte. Werden 4 von 5 Fragen in einem Verstéind-
nisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 3 Punkte. Werden weniger als 4 Fragen in einem
Versténdnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 0 Punkte.

Verstédndnisfragenblock 1: Gesucht ist ein Fixpunkt der Abbildung ®(z) = 2cos(5). Fiir zp € R wird die
Fixpunktiteration xy11 = ®(xx), K =0,1,2,... definiert. Beantworte alle Fragen mit wahr oder falsch.

1. |Bestimmen Sie das kleinste L € R so, dass |®(x) — ®(y)| < L|z — y| fiir alle z,y € R gilt.

.|Fiir jede Wahl von zg € R gilt |z3 — 2*| < 3|z1 — x| fiir einen Fixpunkt z* von ®.

.| Die Fixpunktiteration konvergiert fiir jede Wahl von zy € R.

2
3
4.|Es existiert genau ein z* € R mit 2* = ®(z*)
5

.|Sei © : R — R eine differenzierbare Funktion und y* ein Fixpunkt, d.h. O(y*) = y*. Gilt dann
immer |©'(y*)| < 17

Verstiandnisfragenblock 2: Eine skalare Funktion f(z) soll mittels Interpolation an verschiedenen Stiitzstel-
len im Intervall I C R durch ein Polynom p(z) approximiert werden.

1. |Ist das Interpolationspolynom vom Grad n zu den Stiitzstellen xq, ..., z,, eindeutig?

2.|Welche Dimension hat der Raum II3 der Polynome vom Grad 3 ?

3. |Berechnet das Neville-Aitken-Verfahren fiir einen bekannten Wert y den Wert p(y), ohne das Po-
lynom p(x) allgemein fiir beliebige = aufzustellen ?

4. |Stimmt es, dass die Wahl der Stiitzstellen keinen Einfluss auf den Interpolationsfehler hat?

5.[Sei p(y) das Newtonpolynom zu den Stiitzstellen {zg, z1, ..., 2, } ausgewertet an der (festen) Stelle
y und P, ,, der Wert, den das entsprechende Neville-Aitken-Schema (mit den gleichen Stiitzstellen)
liefert. Gilt dann stets p(y) = P, 7

Verstiandnisfragenblock 3:

1.|Lassen sich mittels Nachiteration auch Gleichungssysteme Az = b mit det(A) = 0 eindeutig lésen?

2.|Das Gleichungssystem Az = b soll mittels LR—Zerlegung gelost und die so bestimmte Losung
mittels 2 Nachiterationsschritten verbessert werden. Wie viele L R—Zerlegungen miissen dazu ins-
gesamt berechnet werden?

3.|Ist die Nachiteration auch fiir nicht symmetrisch positiv definite Matrizen sinnvoll?

4.|Ist das Ziel der Nachiteration die Verbesserung einer nicht exakte Losung des Gleichungssystems
Ar=>b7

5.|Lassen sich mit der Nachiteration die Matrizen L und R mit LR ~ A so verbessern, dass ||LR— Al|
kleiner wird?
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Verstandnisfragenblock 4: Es sei F' : R® — R™ mit m > n stetig differenzierbar. Wir betrachten das
(nichtlineare) Ausgleichsproblem: Bestimme z* € R™ so, dass ||F(x*)||2 = mingern [|[F(2)]|2.

1. |Hat die Systemmatrix des linearen Ausgleichsproblems beim Levenberg-Marquardt-Verfahren in
jedem Schritt stets vollen Rang?

Gilt F'(z*)TF(z*) = 07

Welche Konvergenzordnung hat die Gauf-Newton-Methode in aller Regel wenn sie konvergiert?

Kann ein lokales Minimum fiir die Gau3-Newton-Methode abstoflend sein?

GUlR

Ist ein lokales Maximum fiir die Gau-Newton-Methode immer absto3end?

Verstidndnisfragenblock 5:

1. |Ist die Auswertung der Funktion ze” fiir alle z € R gut konditioniert?

2. |Stimmt es, dass Storungen der Eingabedaten bei einem schlecht konditionierten Problem kaum ins
Gewicht fallen, da hier die durch den Algorithmus verursachten Fehler dominieren?

3.|Ist die Funktion f : (x,y) — z + y fiir alle (z,y) € R? gut konditioniert?

4. |Kann bei einem stabilen Algorithmus der relative Ausgabefehler viel grofler als der relative Einga-
befehler sein?

5.|Was ist k29,(5,3) fiir f(x,y) = 2%e™Y ?

rel
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Aufgabe 1
Es sei
3 -1 0
A= -1 3 B | e R®*3.
0 B «

1. Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LDL”. Geben Sie die Matrizen L und D explizit an.
2. Fiir welche a, 8 € R ist A positiv definit?
3. Berechnen Sie die Determinante von A. Benutzen Sie dabei die Cholesky-Zerlegung.
4. Es sei nun
1 0 0 2 00 2
L= -3 10 ]eRrR D=0 3 0|eR> ud b=| -1 | R’
0 —1 1 00 1 —4

Losen Sie das lineare Gleichungssystem LDL” 2 = b. Berechnen Sie dabei weder LD noch DL™.
6+1+1+3=11 Punkte
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Aufgabe 2

Gegeben sei das lineare Ausgleichsproblem

3 —4 7
[Az —bll2 — min, mit A:= (4 3 | € R3*Z und b:= [ 1| € R
ver 0 12 1

1. Bestimmen Sie die Losung des Ausgleichsproblems iiber die ) R-Zerlegung mit Givensrotationen.

2. Bestimmen Sie die Norm des Residuumsvektors.

8+1=9 Punkte
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Aufgabe 3
Gegeben seien die Funktionen

fl@)=¢€"—az—2,
g(x) = —10z — 7.
Gesucht ist der Schnittpunkt von f und g.

1. Angenommen, eine Routine d(h, ) zur Berechnung der Ableitung von einer beliebigen Funktion h an der Stelle
x sei gegeben. Formulieren Sie fiir das Newton-Verfahren einen Algorithmus zur Suche des Schnittpunktes,
das n Iterationen zu einem vorgegeben Startwert ausfiihrt.

2. Zeigen Sie, dass das Newton-Verfahren mit dem Startwert
o = —-1.0
im Gebiet D = [—1, 0] konvergiert.

3. Fiihren sie zwei Iterationen durch.

14+104+2=13 Punkte
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Aufgabe 4
Gegeben sei das Ausgleichsproblem
14 -8 10 1
. . 1 2 2 1
e e b
10 —-16 2 1

und von der auftretenden Matrix die Singulirwertzerlegung A = USXV7T mit

3 2 -2 1 272 0 0 5 1 o

Lo 1 -1 —4 s_| 0 V2 0 V_} o9 1

3v2 (0 -3 -3 0|’ 0 0o o}l 3\ { 5 o
3 -2 2 -1 0 0 0

Bestimmen Sie die Losung mit der kleinste 2-Norm sowie die Menge sdmtliche Losungen des Ausgleichsproblems.
11=11 Punkte
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Aufgabe 5

Betrachten Sie die Funktion

und die Stiitzstellen zg = 0, 1 = 2 und x2 = 3.

1. Bestimmen Sie das Interpolationspolynom P(f|zg,x1,x2) in Newton-Darstellung.
2. Werten Sie P(f|xo,z1,22) mit dem Horner-Schema an der Stelle =1 aus.

3. Schiitzen Sie den Interpolationsfehler max | |P(f|zo,x1,z2)(z) — f(x)| moglichst genau ab.

zE€[zo,T2

5
Hinweis: Fiir w(z) := z(z — 2)(x — 3) gilt r[nax | lw(x)| < 7
TE|To,T2

4+4-2+45=11 Punkte
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