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Verstandnisfragen-Teil

Jeder der 5 Verstandnisfragenblocke besteht aus 5 Verstédndnisfragen. Werden alle 5 Fragen in einem Versténdnis-
fragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 5 Punkte. Werden 4 von 5 Fragen in einem Versténd-
nisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 3 Punkte. Werden weniger als 4 Fragen in einem

Verstandnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 0 Punkte.

(25 Punkte)

Verstidndnisfragenblock 1: Eine skalare Funktion f(z) soll mittels Interpolation an paarweise verschiedenen
Stiitzstellen im Intervall I C R durch ein Polynom p(x) approximiert werden.

1.|Kann man zu gegebenen Stiitzstellen {xo, ..., x,} das zugehorige Interpolationspolynom durch ein ja
lineares Ausgleichsproblem festlegen?

2. |Berechnet das Neville-Aitken-Verfahren fiir einen gegebenen Wert y den Wert p(y), ohne das Po- ja
lynom p(x) allgemein fiir beliebige = aufzustellen ?

3.|Welche Dimension hat der Raum II3 der Polynome von héchstens Grad 3 7 4

4. |Stimmt es, dass die Wahl der Stiitzstellen keinen Einfluss auf den Interpolationsfehler hat? nein

5. |Ist das Interpolationspolynom vom Grad n zu den Stiitzstellen xg, ..., z,, eindeutig? ja

Verstandnisfragenblock 2: Es sei F' : R®" — R™ mit m > n stetig differenzierbar. Wir betrachten das
(nichtlineare) Ausgleichsproblem: Bestimme z* € R™ so, dass ||F'(z*)]|2 = mingern [|[F(z)||2-

1. |Welche Konvergenzordnung hat die Gauf-Newton-Methode in aller Regel wenn sie konvergiert? 1

2.|Gilt F'(2*)TF(2*) = 0? ja

3.|Hat die Systemmatrix des linearen Ausgleichsproblems beim Levenberg-Marquardt-Verfahren in ja
jedem Schritt stets vollen Rang?

4. |Ist ein lokales Maximum fiir die GauB3-Newton-Methode immer abstoflend? ja

5. |Kann ein lokales Minimum fiir die Gau-Newton-Methode abstoflend sein? ja

Verstindnisfragenblock 3:

1. |Ist die Nachiteration auch fiir nicht symmetrisch positiv definite Matrizen sinnvoll? ja

2. |Ist das Ziel der Nachiteration die Verbesserung einer nicht exakten Losung des Gleichungssystems ja
Az =b7?

3.|Lassen sich mit der Nachiteration die Matrizen L und R mit LR ~ A so verbessern, dass || LR—Al|z| nein
kleiner wird?

4.|Das Gleichungssystem Ax = b soll mittels L R—Zerlegung gelost und die so bestimmte Losung 1
mittels 2 Nachiterationsschritten verbessert werden. Wie viele L R—Zerlegungen miissen dazu ins-
gesamt berechnet werden?

5.|Lassen sich mittels Nachiteration auch Gleichungssysteme Az = b mit det(A) = 0 eindeutig 16sen?| nein
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Verstédndnisfragenblock 4: Gesucht ist ein Fixpunkt der Abbildung ®(z) = 2cos(5). Fiir zp € R wird die
Fixpunktiteration x,11 = ®(xx), kK =0,1,2,... definiert.

1.|Bestimmen Sie das kleinste L € R so, dass |®(z) — ®(y)| < L|x — y| fiir alle z,y € R gilt. 2 ~0.666. ..

2. |Es existiert genau ein z* € R mit z* = ®(z*). ja

3.|Fiir jede Wahl von zy € R gilt |3 — *| < 3|z1 — x| fiir einen Fixpunkt z* von ®. ja

4.|Sei © : R — R eine differenzierbare Funktion und y* ein Fixpunkt, d.h. O(y*) = y*. Gilt dann nein
immer |©'(y*)| < 1?

5. |Die Fixpunktiteration konvergiert fiir jede Wahl von zy € R. ja

Verstidndnisfragenblock 5:

1.|Was ist £2%,(5, 3) fiir f(z,y) = 2%e ¥ ? 3

2. |Ist die Auswertung der Funktion ze® fiir alle x € R gut konditioniert? nein

3. |Stimmt es, dass Storungen der Eingabedaten bei einem schlecht konditionierten Problem kaum ins| nein
Gewicht fallen, da hier die durch den Algorithmus verursachten Fehler dominieren?

4. |Kann bei einem stabilen Algorithmus der relative Ausgabefehler viel grofler als der relative Einga- ja
befehler sein?

5.|Ist die Funktion f : (x,y) — x + y fiir alle (z,y) € R? gut konditioniert? nein
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Aufgabe 1
Es sei
1 8 0
A= B a 1 | eR¥3.
0 1 1

1. Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LDL”. Geben Sie die Matrizen L und D explizit an.
2. Fiir welche a, 8 € R ist A positiv definit?

3. Berechnen Sie die Determinante von A. Benutzen Sie dabei die Cholesky-Zerlegung.

4

. Es sei nun
1 00 1 0 0 2
L=(1 10 ]eR®>® D=0 2 0]eR>® und b= 1 | eR3.
0 3 1 00 1 -1

Losen Sie das lineare Gleichungssystem LDLT 2 = b. Berechnen Sie dabei weder LD noch DL™.
6+1+1+3=11 Punkte

Musterlésung

1. Cholesky-Zerlegung

1.Spa1te: d11 = a1 = 1
a21
l = — =
21 dll B
a31
l: = —_— 0
31 dll

2.Spalte: d22 = 29 — lgldll = — 62

azz — I31d11l21 1 Y o
l = = d.h.
32 d22 o — BQ ( o 7& B )
1y 1
3.Spalte: d33 = ass — lgldll — l§2d22 =1-0-— (a — 62> o — ﬂQ =1- m

Somit ergibt sich dann also:

10 0 1 0 0
L=|1ly 1 0 |=| 8 1 0
Isi I3z 1 0 =5 1
dii 0 0 1 0 0
D= 0 das 0 = 0 a— 52 0
0 0 dss 0 0 1— a%ﬁfz

2. A ist genau dann positiv definit, wenn alle Diagonalelemente von D positiv sind, d.h., genau dann wenn
a—%2>0aus dys und o — 8% > 1 aus ds 3 gilt. Insgesamt also o — 5% > 1.

3. det A =det(LDLT) = det(D) =1 (a — %) - (1 — a_1/32) =a—-3%2-1

4. Gleichungssystem losen

2
L (Vorwirtseinsetzen): Az =b < LDL 2z =b. AlsoLz=b = 2= -1
—
=:z _0.5
2
D (Diagonale): DLT2 = 2. AlsoDy=2 = y=| —05
=y -1
2
LT (Riickwirtseinsetzen): LTz =y = z = 0
-1
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Aufgabe 2

Gegeben sei das lineare Ausgleichsproblem

1 -5 11
|Az = bl2 = min, mit A:== |2 0 | eR*?und b:= | -8 ] e R”.
z€R 2 1 _9

1. Bestimmen Sie die Losung des Ausgleichsproblems iiber die @) R-Zerlegung mit Householder-Spiegelungen.

2. Bestimmen Sie die Norm des Residuumsvektors.

8+1=9 Punkte
Musterlésung

1. Fiir die erste Spalte ergibt sich (s. Tableau):

a1 = 3
4
v = 2
2
2 1
51 N ’U{Ul E
1 -1 -2 =2
Q'Ul == g —2 2 —1
-2 -1 2
-3 1 3
A= 0 3 —12
0 4 -6
Fiir die 2. Spalte:
Qg = 5
(8
Vo = 4
2 1
52 ’Ugvg E

Insgesamt also:

-3 1 3
RIQTH=( 0 -5 12
0 0 6

o «  (—1.8
und es ergibt sich z* = (_2.4>

2. Die Norm des Residualvektors ist 6, den Betrag der letzten Komponente von Q7.
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Aufgabe 3
Gegeben sei die Fixpunktgleichung

Dy (x y)) ( 3In(y +3) ) (x)
®(z,y) = ’ = .2 2 =
0= () = (anrenss T +) = (0
1. Formulieren Sie einen Algorithmus in Pseudocode fiir ein Programm, dass die Fixpunktiteration zu einem
vorgegeben Startwert n Mal ausfiihrt.

2. Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banach fiir den Bereich E := [0, 1] x [3,1]
erfiillt sind, wenn man die oco-Norm verwendet.
3. Fiihren Sie ausgehend vom Startwert (xg,yo) := (0.2,0.9) zwei Fixpunktschritte durch.

4. Wie viele Tterationsschritte sind ausgehend vom Startwert (zg,yo) := (0.2,0.9) hochstens erforderlich, um
den Fixpunkt in der oo-Norm bis auf einen Fehler von ¢ = 107% anzunihern? Nehmen Sie an, dass die
Kontraktionskonstante L = % ist.

14+8+4+2+2=13 Punkte

Musterlosung

1. e Input: (x0,%0)
e Fori=1,..,.n—1
° (@it1,Yir1) < P(2i, i)
e End

Return (z,,, yn)

N
°

D ist abgeschlossen und somit vollstdndig.

Selbstabbildung. In(y + 0.5) ist monoton steigend:

In(0.5+05)=0 und 0.5ln(1+0.5) ~ 0.2027 < 0.25.

) auf D nur Werte aus [0, 1] annehmen und sin monoton und zudem sin(%) < 1,

Da sin(z) und cos(y — 3

gilt zudem

<<

W~ o
=
e

. 1
sin(x) cos(y — 5) +

N | =
=~ w
|

Also ist ® selbstabbildend.

e Kontraktion. Da D konvex ist, rechne

0 3T
P’ _ 2y+05
(z,9) (é cos(z) cos(y — 3) —% sin(x)sin(y — é))

Wie oben gilt sin(z), cos(y — 1/2) € [0,1]
Deshalb folgt

0 1/2 1
! <. ! <=
(Wobei |...|. komponentenweise Betriige und < . komponentenweise < bedeutet.)

Damit sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes mit L := 1/2 erfiillt.

3.
1 o 0.168236118310606
x = 2(0.2,09) = (0.780497761883331)
2= (I)(Xl) . 0.123624439405010
B 0\ 0.776816593273819
4.
I — %o < —E it — 30 % € = 1076
X X oo S 1 7L X Xlloo S €=
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L e(1- L)
1-L Ixt — %O

%' = x%f|oc <e= LF <
Folglich, da log(L) < 0

e(1-L)
log (7ux1—x0u)
log(L)

10~%(1-0.5)
log | ~=5arsrarr 52553

0.123651644125223
k>

= 10g(0.5)

ist nach 18 Iterationen sichergestellt, dass die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist.

) = 17.915921896983399,
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Aufgabe 4
Gegeben sei das Ausgleichsproblem

12 6 8 24

. . -8 6 8 —21
juin Az —bl, = min 0 e | g
-1 12 16 18

2

und von der auftretenden Matrix die Singulirwertzerlegung A = USXV7T mit

6 12 -6 -3 25 0

0
05 0
116 -8 —11 2 0 15 0 1
U=% -3 4 —2 1| o oo’v_gig_%
12 -1 8 4 0 0 0

Bestimmen Sie die Losung mit der kleinste 2-Norm sowie die Menge sdmtliche Losungen des Ausgleichsproblems.

11 Punkte
Musterlésung
Seien
12 6 8 24
-8 6 8 —21
A=1y 3 4P| 3
-1 12 16 18
Es gilt
1/25 0 0 0
»t = 0 1/15 0 0
0 0 0 0

Die Pseudoinverse von A ist AT = VX*TUT. Und die Losung mit der kleinste 2-Norm ist z* = VETUTb.

15
. NE Y SANEEN A
=V —v|w]=_1o9
15| =5 25
; 0 12

Wegen der Struktur von ¥ wissen wir, dass A den Rang 2 hat. Wir wissen auch, dass (0 4 —3)T (Vielfaches der
letzten Spalte von V') den 1-dimensionalen Kern von A aufspannt.

o O OO

Die Menge alle Losungen ist
{z*+~(0 4 —=3)"|yeR}.
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Aufgabe 5

Betrachten Sie die Funktion 5
T —

fla) ==

und die Stiitzstellen g = 5, x1 = 6 und x5 = 7.
1. Bestimmen Sie das Interpolationspolynom P(f|xg,x1,22) in Newton-Darstellung.
2. Werten Sie P(f|xg,z1,22) mit dem Horner-Schema an der Stelle = 6.5 aus.

3. Schitzen Sie den Interpolationsfehler max | |P(f|zo,x1,z2)(x) — f(x)| moglichst genau ab.

zE€[z0,T2

1
Hinweis: Fiir w(z) := (x — 5)(x — 6)(x — 7) gilt r[nax | |w(z)] < 7
TE[T0,T2

4+4-2+45=11 Punkte

Musterlésung

1. Tableau der dividierten Differenzen:

T [%]f‘ (@i, zi—1]f ‘ (@i, i1, 22| f

5 3 — —

6| 2 | =1 -

705 [ E2_ 1| za=CD 1
3 7—6 — 3 7—5  — 3

Das Interpolationspolynom in Newton-Darstellung lautet
1
P(f]5,6,7)(z) =3 —1(z—5) + 5(9: —5)(z — 6).

2. Wende das Horner-Schema an:

Il
w
+
—
S

|
ot
)

|

—
+

| =

—
8
|
(@]
Pt
8

I
o
[

P(f15,6,7)(1)

= 3+ %[—1 + é]
3. Schitze den Interpolationsfehler ab:
f@)=1=% = f@=-—=m
4
= [ =r—gm
—12

= f/”(x) — m

|f""(x)| ist monoton steigend auf dem Intervall I = [5, 7], also nimmt | f"”(z)| sein Maximum am linken Rand
des Intervalls an

max |1 ()| = | (5)| = 12.

Somit gilt also

_ < . = 1.
max |P(fl|zo, 21, 22)(x) = f(z)] < max|w(z)| max =, 1

<

N
<



