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Verständnisfragen-Teil (36 Punkte)

Jeder der 4 Verständnisfragenblöcke besteht aus 10 Verständnisfragen. Werden alle 10 Fragen in einem Verständ-
nisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es dafür 9 Punkte. Für 9 richtige Antworten gibt es 7 Punkte; für 8
richtige 5, für 7 richtige 3 und für 6 richtige Antworten gibt es einen Punkt. Werden weniger als 6 Fragen in einem
Verständnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es für diesen Block 0 Punkte.
Beantworten Sie alle Fragen mit wahr oder falsch bzw. geben Sie das Ergebnis numerisch als Zahl mit mindestens
5 signi�kanten Zi�ern an. Rechenwege werden nicht gewertet.

Original - d.h. unvertauschte Reihenfolge

VF-1: Es seien xMIN bzw. xMAX die kleinste bzw. gröÿte (strikt) positive Zahl sowie eps die relative
Maschinengenauigkeit in der Menge M(b,m, r,R) der Maschinenzahlen gemäÿ Vorlesung/Buch und D :=
[−xMAX,−xMIN] ∪ [xMIN, xMAX]. Ferner beschreibe fl : D → M(b,m, r,R) die Standardrundung. Alle Zahlen
sind im Dezimalsystem angegeben.

1. In M(10, 8,−2, 4) gilt: xMIN = 0.001.

2. Für jedes x ∈ D existiert eine Zahl ε mit |ε| ≤ eps und fl(x) = x+ ε.

3. Für jedes x ∈ D existiert eine Zahl ε mit |ε| ≤ eps und fl(x) = x(1 + ε).

4. Die Zahl 0.375 ist in M(2, 2,−1, 2) exakt darstellbar.

5. Geben Sie xMAX für M(5, 2,−4, 3) als nicht normalisierte Dezimalzahl an.

6. In M(10, 3,−8, 8) gilt
∣∣∣fl(x)−x

x

∣∣∣ = (1 + ε)x mit |ε| ≤ 10−3 ∀x ∈ D.

7. Eine gute Kondition eines Problems bewirkt eine geringe Fehlerfortp�anzung in einem Verfahren
zur Lösung dieses Problems.

8. Die Funktion f(x, y) = x+ y2 ist gut konditioniert für alle x, y ∈ R mit x > 0.

9. Die Funktion f(x, y) = x(3y2 + 2) ist in der Nähe von (0, 0) gut konditioniert.

10. Es sei f : R2 → R de�niert durch f(x, y) = y ex
2

. Geben Sie die relative Konditionszahl κrel für
x = 4 und y = 2 an.
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VF-2: Es seien Q ∈ Rn×n eine orthogonale Matrix, R ∈ Rn×n eine reguläre obere Dreiecksmatrix, L ∈ Rn×n

eine untere normierte Dreiecksmatrix und D ∈ Rn×n eine Diagonalmatrix.

1. Mit A = QR gilt κ2(A) = κ2(R), wobei κ2(·) die Konditionszahl bezüglich der Euklidischen Norm
ist.

2. Mit A = QR gilt A−1 = R−1Q.

3. Der Rechenaufwand zur Bestimmung der Zerlegung A = QR der Matrix A über Householder-
Transformationen ist etwa 1

3n
3 Operationen.

4. Die Zerlegung A = QR der Matrix A sei berechnet über Givens-Transformationen. Dann gilt
Q−1 = Q.

5. Es sei A =

(
cos(0.2) sin(0.2)

− sin(0.2) cos(0.2)

)
. Berechnen Sie ‖A‖2.

6. Zeilenäquilibrierung verbessert die Stabilität der Gauÿ-Elimination.

7. Wenn A symmetrisch und positiv de�nit ist, dann existiert eine LDLT �Zerlegung mit A = LDLT ,
wobei alle Diagonalelemente von D positiv sind.

8. Ist A symmetrisch positiv de�nit, so existiert stets eine normierte untere Dreiecksmatrix L und
eine obere Dreiecksmatrix R, so dass A = LR.

9. Es sei A = QR eine QR-Zerlegung von A. Dann gilt: det(A) = det(R).

10. Es seien A =

 1.7 −2.1 1.2

−1.5 −1.1 1.4

2.2 0.3 −1.5

 und D die zugehörige Diagonalmatrix der Zeilenskalierung.

Berechnen Sie det(D).
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VF-3: Gegeben seien A ∈ Rm×n mit m > n, Rang(A) = n und eine rechte Seite b ∈ Rm. Weiter seien gegeben:

Die QR-Zerlegung A = QR mit R =

R̃
0

 sowie R̃ ∈ Rn×n und QT b =

 b1

b2

 mit b1 ∈ Rn und b2 ∈ R(m−n).

Zudem sei x∗ = arg min
x∈Rn

‖Ax− b‖2 die Lösung des zugehörigen linearen Ausgleichproblems.

1. x∗ ist Lösung von AT Ax∗ = AT b.

2. Die Matrix AT A ist symmetrisch positiv de�nit.

3. Der Vektor Ax∗ − b steht senkrecht auf Ax∗.

4. Es sei x̃∗ die Lösung des linearen Ausgleichsproblems bei gestörten Daten b̃. Für die Kondition des

linearen Ausgleichsproblems bezüglich Störungen in b gilt: ‖x̃
∗−x∗‖2
‖x∗‖2

≤ κ2 (A)
2 ‖b̃−b‖2
‖b‖2

.

5.
Es sei x̂ = arg min

x∈R

∥∥∥∥∥
((
x− 1

3

)2
6x− 2

)∥∥∥∥∥
2

. Geben Sie x̂ an.

6. Es gilt detR 6= 0.

7. Das Residuum des zugehörigen linearen Ausgleichproblems ist ‖b1‖2.

8. Es gilt ‖Ax− b‖2 = ‖Rx−QT b‖2 für alle x ∈ Rn.

9. Die Lösung des linearen Ausgleichsproblems ist gegeben durch x∗ = R−1QT b.

10. Es sei nun F (x, y) =

(x− 1)2

2x− 3

3 y − 2

. Wir betrachten ‖F (x, y)‖2 → min. Bestimmen Sie für (x0, y0) =

(0, 0) (x1, y1) mit dem Gauÿ-Newton-Verfahren und geben Sie x1 an.
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VF-4: Es sei n ∈ N und P (f |x0, . . . , xn) das Lagrange-Interpolationspolynom vom Grad n, das die Funktion
f : [a, b]→ R in den Stützstellen a ≤ x0 < . . . < xn ≤ b interpoliert.

1. Das Polynom P (f |x0, . . . , xn) ist eindeutig.

2. Das Verfahren von Neville-Aitken ist eine e�ziente Methode zur Bestimmung des Polynoms
P (f |x0, . . . , xn).

3. Erhöht man sukzessive den Polynomgrad n, so erhält man eine immer genauere Näherung der zu
interpolierenden Funktion f in [a, b].

4. Die Wahl von äquidistanten Stützstellen ist optimal für die Polynominterpolation.

5. Es seien f(x0) = 2 und f(x1) = −1. Berechnen Sie P (f |x0, x1)(x0+x1

2 ).

Es sei f ∈ C∞([a, b]). Das Integral I(f) =
∫ b

a
f(x) dx soll numerisch approximiert werden. Dazu seien

Im(f) = (b− a)
∑m

j=0 wjf(xj) die Newton-Cotes-Quadraturformel mit a ≤ x0 < . . . < xm ≤ b und
Gm(f) = (b− a)

∑m
j=0 ω̃jf(x̃j) die Gauÿ-Quadraturformel mit a ≤ x̃0 < . . . < x̃m ≤ b.

6. Die Mittelpunktsregel ist stets exakt, wenn f ein Polynom vom Grade ≤ 2 ist.

7. Die Stützstellen x̃j sind bei der Gauÿ-Quadraturformel äquidistant verteilt.

8. Die Gewichte ωj können bei der Newton-Cotes-Quadraturformel für groÿe m auch negativ werden.

9. Gm(q) = I(q) für alle q ∈ Π2m+1.

10. Berechnen Sie eine Approximation von
∫ 9

1
1
x mit Hilfe der Mittelpunktsregel.
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Aufgabe 1 (5+2+4=11 Punkte)
Gegeben sei

A =


1 1 4

−1 α −5

−4 1 −16

 ∈ R3×3

mit einer beliebigen Konstanten α ∈ R.

a) Für welche Werte von α kann die LR-Zerlegung ohne Pivotisierung durchgeführt werden? Begründen Sie
Ihre Antwort. Berechnen Sie für diese Werte die Zerlegung A = LR und geben Sie L und R explizit in
Abhängigkeit von α an.

b) Zeigen Sie unter Verwendung der LR-Zerlegung, dass A für alle solchen Werte von α invertierbar ist.

c) Nun sei α = 4, sodass

L =


1 0 0

−1 1 0

−4 1 1

 und R =


1 1 4

0 5 −1

0 0 1


und weiterhin sei

b =


β

1

β


mit β ∈ R belieblig gegeben. Lösen Sie das lineare Gleichunssystem Ax = b unter Verwendung der LR-
Zerlegung und geben Sie die Lösung x in Abhängigkeit von β an.
Achtung: Lösen mit einem anderen Verfahren gibt keine Punkte!
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Aufgabe 2 (2+4+3=9 Punkte)
Gegeben sei das Ausgleichsproblem

min
x∈R3

||Ax− b||2 = min
x∈R3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

15


8 4 8

3 −3 − 3
2

−4 4 2

−6 −3 −6

 x−


15

15

15

15



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

.

Es sei A = UΣV T eine Singulärwertzerlegung der Matrix A mit

U =
1

5


4 0 0 3

0 −3 4 0

0 4 3 0

−3 0 0 4

 , Σ =


1 0 0

0 1
2 0

0 0 0

0 0 0

 und V =
1

3


2 −2 1

1 2 2

2 1 −2

 .

a) Bestimmen Sie die Konditionszahl κ2(A) von A.
b) Berechnen Sie die Ausgleichslösung mit kleinster 2-Norm.
c) Geben Sie die Menge aller Lösungen des Ausgleichsproblems an. Begründen Sie Ihre Antwort.
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Aufgabe 3 (3+8+3+2=16 Punkte)
Gesucht sind die Lösungen des folgenden nichtlinearen Gleichungssystems:

2x y + 3 y + 7 = 0

2x2 + y2 − 18 = 0

a) Fertigen Sie eine Skizze an, die die Lage aller Lösungen mit y < 0 verdeutlicht und geben Sie zu allen eine
gute ganzzahlige Näherung (Toleranz ±0.5) an.

b) Eine Lösung liegt im Bereich [2, 3]× [−1, 0]. Geben Sie hierfür eine geeignete 2D-Fixpunktgleichung an, und
weisen Sie die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banach nach. Begründen Sie Ihre Aussagen.

c) Eine weitere Lösung liegt in [−1, 0]× [−5,−4]. Für diese ist

x
y

 = F

x
y

 =

 −7 + 3 y

2 y

−
√

18− 2x2


eine geeignete Fixpunktiteration mit Kontraktionszahl (bzgl. der 1-Norm) L = 0.5. Wieviele Schritte sind
ausgehend von dem ganzzahligen Startwert (x0, y0) = (−1,−5) höchstens erforderlich, um eine Genauigkeit
von ε = 2.4 · 10−4 zu erzielen? Geben Sie einen möglichst kleinen Wert an.

d) Geben Sie eine a�posteriori�Fehlerabschätzung für (x2, y2) an.

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−5

−4

−3

−2

−1

1

x

y
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Aufgabe 4 (2+2+2+2=8 Punkte)
Gegeben sei die Wertetabelle

xi −2 0 1

f(xi) 2 −3 −1

a) Berechnen Sie die zwei fehlenden dividierten Di�erenzen im folgenden Newton-Schema:

x0 = −2 2

↘

x1 = 0 −3 → −2.5

↘ ↘

x2 = 1 −1 → [x1, x2]f → [x0, x1, x2]f

b) Stellen Sie für das Interpolationspolynom p2(x) vom Grad 2 die Newton-Darstellung auf und werten Sie
diese mittels des Horner-artigen Schemas an der Stelle x̂ = −1 aus.

c) Geben Sie eine Abschätzung für den Fehler |p2(x̂)− f(x̂)| an der Stelle x̂ = −1 an.
Hinweis: Für die Ableitungen von f gelte: |f (2)(x)| ≤ 0.15, |f (3)(x)| ≤ 0.75, |f (4)(x)| ≤ 0.125, ∀x ∈ [−2, 1].

d) Die obige Wertetabelle wird um ein weiteres Datenpaar (x3, f(x3)) = (2, 0) ergänzt.
Berechnen Sie mit der hinzugenommenen Stützstelle das Interpolationspolynom p3(x) vom Grad 3 mit dem
Newton-Schema und geben Sie dieses in der Newton-Darstellung an.
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