IGPM RWTH-Aachen

Numerik ET F20

Verstindnisfragen-Teil

Jeder der 4 Verstindnisfragenblocke besteht aus 10 Verstdndnisfragen. Werden alle 10 Fragen in einem Versténd-
nisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es dafiir 9 Punkte. Fiir 9 richtige Antworten gibt es 7 Punkte; fiir 8
richtige 5, fiir 7 richtige 3 und fiir 6 richtige Antworten gibt es einen Punkt. Werden weniger als 6 Fragen in einem

Verstandnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 0 Punkte.

Beantworten Sie alle Fragen mit wahr oder falsch bzw. geben Sie das Ergebnis numerisch als Zahl mit mindestens

5 signifikanten Ziffern an. Rechenwege werden nicht gewertet.

Original - d.h. unvertauschte Reihenfolge

(36 Punkte)

VF-1:

Es seien zyin bzw. axpmax die kleinste bzw. grofte (strikt) positive Zahl sowie eps die relative
Maschinengenauigkeit in der Menge M(b, m,r, R) der Maschinenzahlen gemif Vorlesung/Buch und D
[—zmax, —2miN] U [2min, max]. Ferner beschreibe fl : D — M(b, m,r, R) die Standardrundung. Alle Zahlen
sind im Dezimalsystem angegeben.

1. | In M(b,m,r, R) gilt eps = b'=™. falsch
2. | Die Zahl 1—10 ist in M(2, 16, —10, 10) exakt darstellbar. falsch
3. | Die Abbildung fl : D — M(b, m,r, R) ist stetig. falsch
4. | Fiir jedes « € D existiert eine Zahl ¢ mit |e| < eps und fi(z) = z(1 + ¢). wahr

5. | Geben Sie xyn fiir M(2, 10, —2,2) als Dezimalzahl an. 0.125
6. | Zu schlecht konditionierten Problemen gibt es keine stabilen Algorithmen. falsch
7. | Die Multiplikation (z,y) + x -y ist fiir alle (z,y) € R? gut konditioniert. wahr

8. | Die Subtraktion zweier Zahlen mit demselben Vorzeichen ist immer schlecht konditioniert. falsch
9. | Die Konditionszahl k,¢;(z) der Funktion x — +/z, > 0, ist konstant. wahr

10. | Berechnen Sie r,.¢;(1,2) fiir die Funktion f(z,y) = 22 + 2. 1.6
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VF-2: Essei A € R™*" beliebig aber regulér und es seien A = LR; eine LR-Zerlegung von A und A = QR»
eine QR-Zerlegung von A.

1. | Fiir die Konditionszahl beziiglich der Euklidischen Norm gilt k2(A) = ka(R1). falsch

2. | Fiir jede Matrixnorm | - || gilt ||QRz|| = || Rz]|- falsch

3. | Es sei Q, die Matrix einer elementaren Householder-Transformation. Dann ist @), eine symmetri- | wahr
sche Matrix.

4. | Um A = QR; mittels Givens-Rotationen zu berechnen, sind maximal n Givens-Rotationen nétig. | falsch

-2 3
5. | Es sei B := DA die zeilenéquilibrierte Matrix zu A = . -0.4
3 =5
Berechnen Sie den Eintrag By ;.
6. | Fiir die zeilendquilibrierte Matrix B = DA gilt £0o(B) < koo (4). wahr
7. | Fiir die Konditionszahl x(A) der Matrix A gilt x(A™!) = x(A4)7L. falsch

8. | Ist A symmetrisch positiv definit, so existiert stets eine normierte untere Dreiecksmatrix L und | wahr
eine obere Dreiecksmatrix R, so dass A = LR.

9. | Wenn A = QR; iiber Givens-Rotationen geméft Vorlesung berechnet wurde, gilt det(A) = det(Rz). | wahr

10.| Es seien o1 = 5 der grofite und o, = 0.2 der kleinste Singuldrwert von A. Berechnen Sie £2(A). 25
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VF-3: Gegeben seien A € R"™*™ mit m > n, Rang(A) = n und eine rechte Seite b € R™. Weiter seien gegeben:

Die Q R-Zerlegung A = Q R mit R = 1; ,ReR™™ und QTb = Zl mit b; € R” und by € Rm=7).
Zudem sei z* = argeﬂréllin |Az — b||2 die Losung des zugehorigen linearen Ajsgleichproblems.
1. | Die Matrix AT A ist symmetrisch positiv definit. wahr
2. | Die Normalgleichung AT Az = ATb hat unendlich viele Losungen. falsch
3. | Es gilt [[Az — b||s = ||[Rx — QTb|| fiir alle x € R™. wahr
4. | Der Vektor Ax* steht senkrecht auf b. falsch
5. |Essei QTb=(3,1,2,—2) und n = 1. Berechnen Sie das Residuum || Az* — b||». 3
6. |Esgilt 2* = (ATA)"1ATb. wahr
7. | Je kleiner der Winkel zwischen Az* und b, desto besser ist das lineare Ausgleichsproblem kondi- | wahr
tioniert.
8. | Es gilt |Az — b||3 = ||Rz — by |3 + ||b2||3 fiir alle € R™. wahr
9. | Es sei AT € R"™™ die Pseudoinverse von A. Dann gilt z* = ATb. wahr
2 1
10.|Es seien A= | 0| und b= | 1 |. Bestimmen Sie z*. 0.6
1 1
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VF-4: Esseien n € N und P(f|zo,...,z,) das Lagrange-Interpolationspolynom vom Grad n, das die Funktion
f :[a,b] = R in den Stiitzstellen a < z¢ < ... < z, < b interpoliert. Auferdem sei d,, der fiihrende Koeffizient

dieses Polynoms und [zg,...,z,]f die dividierte Differenz der Ordnung n von f.

1. |Es gilt P(f|zo,...,2,)™ (z) = nls, fiir alle = € R. wahr

2. | Es gilt [z,...,z,)f = Eetnl/=lrontnn]] wahr

3. | Die Wahl von dquidistanten Stiitzstellen ist optimal fiir die Polynominterpolation. falsch

4. | Fiir beliebiges x € R lésst sich P(f|zo,...,zn)(z) als Konvexkombination der Werte wahr
P(flx1,...,2n)(z) und P(f|zo,...,2n—1)(x) darstellen.

5. | Es seien f(1) =3 und f(3) = 1. Berechnen Sie [1, 3] f. -1

Es sei f € C*([a,b]). Das Integral I(f) = f: f(z) dx soll iber die n-fach summierte Newton-Cotes Formel I7 (f)

numerisch approximiert werden. Mit h := b_T“ sei die entsprechende Schrittweite bezeichnet.

6. | Fiir f(z) = 23 + 2022 + 2z + 11 gilt I(f) = I}(f) fiir beliebiges n € N. wahr

7. | Der Fehler |I(f) — IZ(f)| verhilt sich fiir beliebiges f € C*°([a,b]) wie O(h®). falsch

8. | Die Gewichte einer beliebigen Newton-Cotes-Quadraturformel sind stets positiv. falsch

9. | Es existiert eine Quadraturformel fcd fl@)=(d-c) Z?:o w;i f(x;), z; € (¢,d), w; € R, i =0,1,2, | wahr
welche alle Polynome aus Il5 exakt integriert.

10.| Berechnen Sie I7(f) fiir f(z) =2, a=0,b=2und n = 1. 6.6667
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Aufgabe 1 (3+1+5=9 Punkte)
Gegeben sei

A=192q4 -1 -3| eRr33 mit a#0.

a) Berechnen Sie eine LR-Zerlegung ohne Spaltenpivotisierung von A, d.h. geben Sie L und R in Abhingigkeit
von « # 0 an, sodass

A= LR.

b) Berechnen Sie det(A) in Abhéngigkeit von « # 0.
c) Es sei nun o > 2.
(i) Zeigen Sie, dass k1(A) < 20« gilt.
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass [[A7![|; = £ + 3 gilt.
(ii) Essei b €~R3 und z die Lésung des linearen Gleichungssystems Az = b, sowie Z die Losung des gestorten
Systems AZ = b mit
1A — Al
1A}

1o — Il
162

Zeigen Sie, dass der durch die Kondition unvermeidbare relative Fehler ||z —Z||1 /||x||1 dann fiir alle o > 2
durch 1072 abgeschiitzt werden kann.

< (8000a)~!  und < (8000c) 1.

Musterlésung

a) LR-Zerlegung von A:

(fiir Gauf-Algorithmus héchstens 2 Punkte abziehen)

d.h.

1 a -1 -1

L=1]2 1 und R= 1 -1

1 31 2
3 Punkte

b) Es gilt
det(A) =det(L)det(R) =1 -a-1-2=2a.

1 Punkt

c) Ab hier a > 2:
(i) Es gilt k1(A) = ||A||1||A7Y||1, berechne also ||Al|; (Maximum der Spalten-Betragssummen von A):

|A]l1 = max{4|«|,4,6} = 4o

Mithilfe des Hinweises folgt x1(A4) = 16 + 12ac < 20a. 2 Punkte
a>2



(ii) Verwende den Stérungssatz

ry < il (A)

T_ o (A h A <9 -1~ 1
ST rm(A)ra (ra+my), beachte k1(A)ra < 20a(8000c) <1,

(k1(A)ra < 1 muss geprift werden, sonst —1 Punkt)
fiir lineare Gleichungssysteme mit

|z — &[)1 1A = Alx 1 b — b]lx 1
Py = ——— und rg=-———— < (8000a)”", 71p=-——— < (8000cx)”",
[EIP Al 1611
und verwende r1(A) < 20« aus (i):
200 400 1 2 2
e < 2-(80000) =2 = < =102
" S T 900 (s000a)—1 2" (3000 = 5552 156 ~ 399 = 300

3 Punkte
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Aufgabe 2 (3+1+5+3=12 Punkte)
Gegeben sei das folgende lineare Ausgleichsproblem: Finde z* = argmin||Az — b||2, wobei
zER?
9 12 31
12 -16 39
A= und b=
24 18 31
32 24 41

a) Zeigen Sie, dass A = ULV T mit

0 -3 0 —4 50 0
110 =4 o 3 0 25 1 {4 -3
U=—- , > = und V==
513 0 -4 0 0 0 5\3 4
4 0 3 0 0 0

eine Singularwertzerlegung von A ist.
b) Begriinden Sie, dass obiges lineares Ausgleichsproblem eindeutig lésbar ist.

c¢) Berechnen Sie die Losung z* € R? des linearen Ausgleichsproblems unter Verwendung der Singulirwertzerle-
gung aus a) und berechnen Sie das zugehorige Residuum ||Az* — bl|5.

d) Es sei nun b € R?* eine gestorte rechte Seite und = € R? die Losung des entsprechend gestdrten linearen
Ausgleichsproblems ||Az — b|| — min. Bestimmen Sie einen mdglichst kleinen Faktor C' > 0, sodass

o~ s _ o=l
=T ol

eine giiltige Abschétzung fiir den durch die Kondition bedingten relativen Fehler in x* ist.

Musterlésung

a) Ausmultiplizieren von UXV T liefert (Spalten 3, 4 in U stofen auf Nullzeilen in ¥):

0 -3 0 -3 9 12
UsyT — 0 —4 . 20 4 3 _ 0 —4 _ 8§ 6 _ 12 —16 _ 4

3 0 0 1 -3 4 3 0 -3 4 24 18

4 0 4 0 32 24

(fiir die Uberpriifung A = UXV " héchstens 2 Punkte abziehen)

aukerdem sind U,V orthogonale Matrizen und ¥ eine Diagonalmatrix. Damit ist UXV T eine Singulérwert-
zerlegung von A.
3 Punkte

b) Da beide Singulérwerte o1 = 50, 09 = 25 von Null verschieden sind, ist Rang(A) = 2, d.h. A hat vollen Rang,
und somit ist das lineare Ausgleichsproblem eindeutig 16sbar. 1 Punkt

c¢) Die Losung z* des linearen Ausgleichsproblems erhiilt man mithilfe der Pseudoinversen AT = VXU als
x* = ATb, wobei ¥ € R?** eine Diagonalmatrix mit Diagonalelementen o' = 1/50, oy ! = 1/25 ist:



(Fir die Losung mittels Normalgleichung gibt es 0 Punkte)

31
1
x*:V2+UTb:i-4_3 30y [0 0 3 4) {30] 1 (2 -3) (257
252 \g a/) \o 1) \=3 =4 00f [31] 2\ 4) \-219
41
1 [ 1261 2.0176
252 \ _610.5 —0.9768
3 Punkte
Residuum:
9 —12 31 29.88 31
. 12 —16 2.0176 39 39.84 39
[Az™ = b2 = : - = - (1)
24 18 —0.9768 31 30.84 31
32 24 41 41.12 ar) |,
= /(—1.12)2 +-0.842 4 (—0.16)2 + 0.122 = V2 ~ 1.4142
2 Punkte

Alternativ: Wegen ||Az* —blla = |[USVTVEYUTH — by = |SXTU T — UTh||2 und BXT = diag(1,1,0,0) €
R*** [lisst sich das Residuum als die Euklidische Norm der letzten beiden Komponenten des Vektors UTb

bestimmen:
0 0 3 4 31
11-3 =4 0 0 39
U'b= = , (2)
0 0 -4 3 31
-4 3 0 0 41

dh. [[Az* = bla =L - ||(=1,-T)|2 = V2 ~ 1.4142.

d) Fiir die Kondition des linearen Ausgleichsproblems bzgl. Storungen in b gilt:

2" = &l _ #2(A) b bll2
[zl cos(®) bllz
——

=:C
wobei © der Winkel zwischen Az* und b ist. Berechne also k2(A) und cos(0©):

KQ(A) = 0'1/0'2 = 50/25 =2
lAz*],  V/29.887 1 39.842 1 30.842 + 41.12°

cos(©) = = > 0.9998
©) ol (22 V312 + 392 + 312 + 412 -
Alternativ: cos(©) = [Az*]ls _ JUSVIVETU by [|EXTU b2 1\/ 2572 + 2492
E— Bl 10112 - 16l (22) 5V 312 4392 + 312 + 412’
d.h.
HQ(A) 2
C= < < 2.00041, bzw.
cos(©) ~ 0.9998 — W
Ko (A) 312 + 392 4 312 4 412
C= =2.5. < 2.0004.
cos(O) 2572 + 2492 -

3 Punkte
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Aufgabe 3 (9+4-+2=15 Punkte)
Gesucht ist die Losung (z*,y*) € R? des nichtlinearen Gleichungssystems

_ 2 2 _ 2

mf4cos(x y)
1.

y = 7sin(a +17)

a) Zeigen Sie mit dem Fixpunktsatz von Banach, dass genau eine Lésung in E = [0, 2] x [0, 1] existiert. Verwenden
Sie fiir den Kontraktivititsbeweis die || - ||co-Norm.

b) Es seien (xg,yx), k = 0,1,2,..., die Iterierten einer Fixpunktiteration zum Startwert (zo,y0) = (0,0). Ver-
wenden Sie die A-priori-Abschitzung, um die Anzahl der Schritte abzuschétzen, welche hochstens bendtigt
werden, bis der Fehler kleiner als 10~2 ist, d.h. bestimmen Sie k¥ € N (méglichst klein), sodass

(zr, yr) — (2%, 4% [|loo < 1072

gilt. Verwenden Sie fiir die Abschitzung die Kontraktionskonstante L = %
|lso bereits kleiner als 1072 i

c) Berechnen Sie (z2,y2) und zeigen Sie, dass der Fehler ||(x2,y2) — (z*,y*)

Musterlosung

a) Das Gleichungssystem ist eine Fixpunktgleichung (z,y) = ®(z,y) mit ® : R? — R? definiert als

1 [cos(z? —y?)
q)(xvy) =7
sin(z? + y?)
E =1[0,1] x [0, 4] c R? ist abgeschlossen (also vollstéindig). Zeige also
1. ®(E) C E (Selbstabbildung) und
2. |2(z) = P(Y)]loo < L|z — yl|oo fiir ein L < 1 (Kontraktivitét).
1 Punkt (Anwendung Banachscher Fixpunktsatz)

Zul: FirO<wzy<igiltz:=a?—y?c[-L &1 C -5, 5 und 22 :=2? +y? € [0, 4] C [0,7] und es ist
0 < cos(z1) <1 fiir z; € [-F, 5] sowie 0 < sin(z) < 1 fur z9 € 0,7, d.h.

1
0 < Py(x,y) = i cos(z1) <

»Jk\'—‘

1 1

— und 0 < Py(x,y) = —sin(zg) <
4 4

was ®(z,y) C [0, 1] x [0, ] = E impliziert.

4 Punkte (Selbstabbildung)

(jeweils 1 Punkt pro Abschitzung von x® — y?, 2% + y2, cos(--+), sin(---))
Zu 2.: ® ist stetig differenzierbar mit
1 [ —x-sin(z? —y?) y-sin(z? —y?)

D(I)(‘T7y) -5
x-cos(z? +9y?)  y-cos(x? +y?)

(fiir die Berechnung von D®(x,y) hochstens 2 Punkte abziehen)
und || D®(z,y)||loc = 5 max{(z+y)|sin(z? —y?)|, (x+y)|cos(z®+y?)|} < F(z+y) < ; und E ist konvex.
(Falls ,E konvex* fehlt. —1 Punkt)
Es folgt (Mittelwertsatz), dass ® eine Kontraktion mit Kontraktionskonstante L = i ist.
4 Punkte (Kontraktion)

b) Berechne (x1,y;) und verwende die a-priori Abschitzung:

Tq 0.25 LFE 4 /1 k 4 k+1
- — (%, y)[|oo < ) — (@osyo)w == (=) c025=2(=) .
M=) M- @l < T - Gl = 5 (3) : (1)



Wenn £ so gewédhlt wird, dass % (1)k+1 < 1072 gilt, ist die geforderte Fehlerschranke also erfiillt:

1
k+1 3 —2
4 /1 log(s - 10
S <107? & k>og(471)—1:2.5...,
3\4 log(3)
d.h. ab k = 3 ist die Fehlerschranke erfiillt. 4 Punkte
c)
T2 1 [cos(z? —y?) 0.24951
Yo sin(x? + y?) 0.015615
Die a-posteriori Abschétzung liefert:
* * L 1 -2
[(@2,52) = (&%, y7) [l < ﬁ”(fﬂ%yz) — (21, y1) [l < 3 0.016 < 0.0054 < 107
2 Punkte

10
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Aufgabe 4 (14+1+3+3=8 Punkte)
Fiir die Funktion f sei die Wertetabelle

€T; ‘—2 -1 0 1 2

(i=0,1,2,3,4)
f(xi)‘ 1 -11 -11

bekannt. Auferdem sei f beliebig oft differenzierbar mit |f(™) (z)| < 7", n=0,1,2,..., fir z € [-2,2].

a) Gegeben sei das Neville-Aitken Schema fiir die Auswertung von P(f|xo, 1,22, z3,24) an der Stelle z = 0.5:

1| x| Pio Pin P2 Pis P4

B

0 1 2 35
0.5 1

2/ 1 -2 -05 0[ |

Bestimmen Sie den fehlenden Wert Ps 4 im Schema und tragen Sie diesen ins Schema ein.
Gewertet wird das Ergebnis, welches im Kistchen steht.

> w [\
—
|
—_
(en)

b) Bestimmen Sie P(f|x1,x2,x3)(0.5) anhand des Schemas.

c¢) Schitzen Sie den Interpolationsfehler

|£(0.5) = P(f|z1, 22, 23)(0.5)|
bestmoglich ab.

d) Berechnen Sie das Polynom P(f|zs,x3,2z4) in der Newtonschen Darstellung mithilfe dividierter Differenzen.

Musterlésung

a) Pyy=Pis+ 2575 (Py3— P33) =0+ 0‘? 2) (0—1) =10.375 | (muss oben im Kdistchen stehen.) 1 Punkt

Eyp—
b) Das Schema enthilt das Neville-Aitken Schema fiir P(f|x1, z2,23)(0.5) = P32 = 0.5. 1 Punkt
v x| Po Pin Pio Pz Pig
0] -2 1
1/-1] -1 -4
2 0 1 2 3.5
3/ 1/ -1 o0 1
4 2 1 -2 0.5 0 0.375
¢) Mithilfe der Restglieddarstellung (¢ € [z, 23] = [~1,1] C [~2,2]) und |f®)(¢&)| < n%:
1£(0.5) — P(fla1, 2, 23)(0.5)] = f 0.5 — 21| - |0.5 — o] - 0.5 — 5] < 7;—? 1.5-0.5-0.5 < 1.9379

3 Punkte

d) Dividierte Differenzen fiir P(f|xa,x3, z4):

11



i x| [lf [re,woalf (w2, 23, 24]f
210 1
9
3| 1] -1 2
2
4| 2 1

2 Punkte
Folglich ist P(f|x2,x3,x4) = [x2]f + [x2, 23] f - & + [22, 23, 4] f - x(x — 1) = 1 — 22 + 2z(x — 1). 1 Punkt

12



