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NumaET H16

Verstandnisfragen-Teil

Jeder der 5 Verstandnisfragenblocke besteht aus 5 Verstédndnisfragen. Werden alle 5 Fragen in einem Versténdnis-
fragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 5 Punkte. Werden 4 von 5 Fragen in einem Versténd-
nisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 3 Punkte. Werden weniger als 4 Fragen in einem

Verstandnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 0 Punkte.

(25 Punkte)

Verstidndnisfragenblock 1: Es sei P(f | Loy .-

, ) das Lagrange—Interpolationspolynom zu den Daten

(xo, f(x0)), -y (Tn, f(zp)) mit 2o < ... < zp.
L |\Ist P(f | o, ..., 2n)(zi) = f(a;) fiir i=0,1,...,n? ja
2. |Der Aufwand fiir die Berechnung iiber die Lagrange-Darstellung ist O(n®) Operationen. nein
3. |Was ist P(Q ’ 20 = 0,71 = 2,79 = 4,73 = 6)(x) ausgewertet an der Stelle z = 1 fiir Q = 722 —17? 6
4.|Ist P(g ’ Z0,---,%n) = g fiir alle Polynome g ? nein
5.|Wird der Fehler max,e(zg,5,) |P(f | 2o, ..., an)(x) — f(z)| fiir wachsendes n immer kleiner? nein

Verstiandnisfragenblock 2: Esseien A € R™*™, mit Rang(A) = n < m, und b € R™. Weiter seien € R™*™
eine orthogonale Matrix und R € R™*™ eine obere Dreiecksmatrix so, dass A = Q R gilt. Weiter sei z* € R"
die eindeutige Minimalstelle des Minimierungsproblems mingcgn |4z — b|2.

1.|Ist |[Az —bll2 = [|[Rz — QT b|2 fiir alle z € R"? ja

2. |Kann die Matrix R durch GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung bestimmt werden? nein

3.|Ist die Matrix A AT immer symmetrisch positiv definit? nein

4.|Sei ka(A) = 4. Beim Losen des linearen Ausgleichsproblems iiber Normalengleichungen muss ein 16
Gleichungssystem der Form Mx = f gelost werden. Was ist ko (M)?

5.|Steht der Vektor A x* stets senkrecht auf b 7 nein

Verstindnisfragenblock 3: Es seien A, B, P, L, R, D € R"*™ mit P Permutationsmatrix, R obere Dreiecks-
matrix, L normierte untere Dreiecksmatrix und D Diagonalmatrix.

1.|Sei A= LDLT. Ist dann stets xa(A) = ro(D) ? nein
2. |Es seien A, B symmetrisch positiv definit. Ist dann A + B immer symmetrisch positiv definit? ja
3. | Existiert fiir A symmetrisch positiv definit stets eine LR-Zerlegung A = LR? ja
4.|Sei A regulir. Existiert dann stets eine LDLT-Zerlegung, so dass A = LDL™? nein
5. |Es sei k2(A) =5 und PA = LR. Was ist ko(P) ? 1
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Verstandnisfragenblock 4: Wir betrachten Nullstellenprobleme.

1. |Beim Sekantenverfahren wird die Steigung der Funktion durch einen Differenzenquotienten appro- ja
Ximiert.

2. |Ist die Newton-Methode immer global quadratisch konvergent? nein

3.|Fiir eine quadratische Funktion liefert das Newton-Verfahren fiir beliebige Startwerte die Losung| nein
nach einer Iteration

4.|Wie viele LR-Zerlegungen miissen fiir die Durchfithrungen von 4 Schritten des Newton-Verfahrens 4
(fiir Systeme) berechnet werden, wenn alle auftretenden Gleichungssysteme mittels LR-Zerlegung
gelost werden?

5.|Das vereinfachte Newtonverfahren bené6tigt keine Ableitungen. nein

Verstidndnisfragenblock 5: Es seien zyn bzw. zpax die kleinste bzw. grofite (strikt) positive Zahl sowie eps
die relative Maschinengenauigkeit in der Menge M(b, m, r, R) der Maschinenzahlen gemfl Vorlesung/Buch und
D = [—amax, —2MIN] U [#mIN, 2max]. Ferner beschreibe fl : D — M(b, m,r, R) die Standardrundung. Alle
Zahlen sind im Dezimalsystem angegeben.

1.|Was ist apmax in M(7,2,-1,2) 7 48

2. | Was ist aniy in M(7,2, —1,2) ? L = 0.020408...

3.| Was ist die relative Konditionszahl ¢ () fiir die Auswertung der Funktion f(z) =2? — 1 an der| 152 = 8.5263. ..
Stelle x = 0.97

4. |Ist die Zahl % in M(2,32,-99,99) exakt darstellbar? ja

5.|Gilt fiir alle z € D, dass |fl(z) — x| < eps|z|? ja
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Aufgabe 1
Gegeben sei die Matrix
— 1 2X2
wm b D) e
_ (1 2
b= (1> € R

Wir betrachten fiir 0 < € < 1 eine Stérung von A,

R 1 1 2x2
A = (0 1+s> €R

und eine rechte Seite

1. Berechnen Sie die Losung z. des gestorten Gleichungsystems A.x. = b und die Losung = des exakten Glei-

chungsystems Agx = b sowie die Konditionszahl ko, (A).

llze—z]

2. Wie lautet der Satz, der bei exakter rechten Seite eine Abschitzung des relativen Fehlers der Losung, 2T
liefert?

3. Geben Sie alle Werte von € > 0 an, fiir die man diesen Satz anwenden kann?

4. Schiitzen Sie den relativen Fehler der Losung des Gleichungssystems A.xz. = b in der || - ||oo-Norm unter den

Annahme, dass die rechte Seite b exakt gegeben ist, ab.

3+14+24+4=10 Punkte

Musterlésung

S 1 € - 0
T 14e\1)° 1
11 }25+2

1 ——L
A71: o N OOA — A - A71 00:2 1 [
6 ( 3 ) Koo (Ac) = || Ao || A2 | max Jr5_1_1’g-1-1 e+1

2. Nach Satz 3.9 gilt

[Az] _ K(A) <|AA|| n IIAb).
el 1 - w(a)legh \ 114l 1l
falls r(A) 125l < 1, wobei AA = A, — A.
3. Version 1

Priife, dass k(A;) I2AL 1

]
AA 2 ~1-V5 —1+5
KAL) 1AL _g2%28 2t 1cpomee ( f, : \[) = (—1.61803398875, 0.6180339887499)
Al Te+12 2 2

Der Satz ist anwendbar, wenn € € (0, (—1 ++/5)/2).
Version 2

Priife, dass x(A) ””AA’LI‘”I <1

[AA] _ e
=4-<1&e<05
| Ac|l 2

r(Ae)

Der Satz ist anwendbar, wenn ¢ € (0,0.5).
4. Version 1

Setzt man die Kondition ein und da b exakt angenommen wird

laz) 253 (IIAAII) |

Il T 1 _ 9et2 1AA] A

[l 1-254 TAT Al
: o JAAL _ JJ[A—A] _ ¢

Der relative Fehler von A ist Al = AT~ 2

e+2
|Az] _ 255 ()

= 12 a
(] 1—2545 \2
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Da angenommen wurde, dass 0 < € < %\/5, folgt, dass die Aussage gilt.

Weiteres umformen ergibt

||A;1;||<75 €+2 _ . €+2
lz|| = “e2+e—-1 <€7 —1—\/5) (67 —1+\/5>
2 2

Solange die Storung € fern der Nullstelle 71%\/5

Fehler in x beschrankt und gut kontrolliert.

im Nenner der letzten Abschitzung bleibt, ist der relative

Version 2

Setzt man die Kondition ein und da b exakt angenommen wird

_ Az 4 (IIAAI> _

= 1 _ 1l1a4] A
el = 1- iz \ A
Der relative Fehler von A ist % = HAHE_HAH =5
_ Az 4 (g)
flz|| — 1—-45\2/°

Da angenommen wurde, dass 0 < € < %, folgt, dass die Aussage gilt.

Weiteres umformen ergibt

||Az|] < €+ 2 4e

o] = 22 te—1 2—4e

Solange die Stérung e fern der Nullstelle 0.5 im Nenner der letzten Abschétzung bleibt, ist der relative Fehler
in x beschriankt und gut kontrolliert.
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Aufgabe 2
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

2 2 6 10
A=13 8 9] eR**® und b=|[ 5| eR
6 6 12 6

1. Berechnen Sie die LR-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung und ohne Aquilibrierung. Geben Sie L, R
und die Permutationsmatrix P explizit an.

2. Losen Sie das System mit Hilfe der LR-Zerlegung.
3. Berechnen Sie die Determinante von A mit Hilfe der LR-Zerlegung.

4. Wir betrachten A jetzt als eine Stérung von einer Matrix Ay € R3*3. Das ungestorte Problem lautet:
Finde xy sodass Ayxy = b gilt. Sei x die Losung des gestorten Problems Az = b und r := b — Ayzx das
Residuum. Wir betrachten x als eine Approximation von zy und wollen diese Approximation durch einen
Nachiterationsschritt verbessern. Wie lautet das Gleichungssystem, das man dazu lésen muss, und wie wird
die verbesserte Approximation berechnet?

44-3+1+4+3=11 Punkte
Musterlésung

1. Vertauschung von Zeilen 1 und 3 ergibt:

6 6 12
A—-A=|3 8 9
2 2 6
Die L-R-Zerlegung von A ist nach einem Schritt fertig:
1 0 0 6 6 12
L=\|12 1 0 |, R=|0 5 3
1/3 0 1 0 0 2
Die Permutationsmatrix ist
0 0 1
P=10 1 0 (1)
1 00
2. Vorwértseinsetzen:
6
b—b= 5 (Pivotisierung)
10
Ly=»%
ergibt
6
y=1 2
Riickwértseinsetzen:
Rx=y
ergibt
-5
T = -2
4
3. Wir haben dann
det(P) = —1, det(L) =1, det(R)=6-5-2=060 (2)
det(L) det(R 1-60
det(4) = ) det(R) _ = 60 (3)

det(P) -1
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4. Wir berechnen zuerst
r:=b— Ayx = Ayzy — Ayx = Ay(zy — ). (4)

Wir werden Ay jetzt mit A = P~'LR approximieren und miissen das folgende Problem fiir Az € R? lésen:
P 'LRAxz =r oder LRAz = Pr (5)

Die verbesserte Approximation heiflt dann =1 = z + Az =~ x.
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Aufgabe 3
Gesucht sei der Fixpunkt der Funktion
3+ 3 1
6)- (351
7 — 1
Y 12y +3
1. Formulieren Sie einen Algorithmus in Pseudocode fiir ein Programm, dass die Fixpunktiteration zu einem
vorgegeben Startwert n Mal ausfiihrt.

2. Zeigen Sie, dass die Funktion genau ein Fixpunkt in dem Gebiet D = [0, 1] x [0, 1] hat.
3. Berechnen Sie zwei Iterationen des Fixpunktverfahrens ausgehend von dem Startvektor (1/2,1/2)7.

4. Wieviel Schritte des Fixpunktverfahrens geniigen, um eine Losung mit der Genauigkeit von 10~ zu erhalten?

Hinweis: Verwenden Sie die oo-Norm. Sollten Sie in Teil 2) kein L herausgefunden haben, so verwenden Sie L = 1/2
in Teil 4.)

14+7424+2=12 Punkte
Musterlésung
1. e Input: (o, o)
e Fori=1,..n—1
. (@it1, Yitr) «— F(@i, i)
e End
o Return (zp,¥n)
2. e D ist abgeschlossen und somit vollstédndig.
e Selbstabbildung.

Fir (x,y) € D ist xsl';ys € [0,2/12]. Also

Fi(z,y) € [0+1/2,2/124+1/2] = [1/2,2/3] C [0,1].

Analog gilt =2 € [~1/12,1/12] und

Fyz,y) € [-1/12+1/3,1/12 + 1/3] = [1/4,5/12] C [0, 1].

e Kontraktion.

Da D konvex ist, rechne

Deshalb folgt

el (Y4 1) = 1Pl <

(Wobei |...|. komponentenweise Betrige und < . komponentenweise < bedeutet.)

Damit sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes mit L := 1/2 erfiillt.
3. (IQ, yo) = (1/2, 1/2)

1/8+1/8 1 1 1 25
r1 = Fi(wo,90) = % R TRERT 0.520833333

1/8—1/8 1
g_ﬁ_

y1 = Fa(xo,y0) = B = 2~ 0.333333333

w

To = Fl(xl,yl) ~~ (0.514860177

Y2 = Fy(w1,y1) =~ 0.342020671
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4. Benutze die a-priori Abschitzung aus dem Banach’schen Fixpunktsatz
k
1-L

(z1,91)" — (20,50) T [Joo < 1078

1
(2548 1/2,1/3 = 1/2)7 e < 5 107

[\]

)k
5) N0/18.1/6)7 ] < 5107
)

Da log(1/2) negativ =k > 24.99046226

Nach 25 Schritten ist die gewiinschte Genauigkeit erreicht.
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Aufgabe 4

1. Gegeben seien folgende Stiitzstellen ¢; und Messwerte f;
t;111213
fil1]-1/0

Aus theoretischen Uberlegungen geht hervor, dass diese Messdaten einer Funktion

(67

) =——.
10 = 50
geniigen. Die Parameter o und § sollen optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate bestimmt werden.
Formulieren Sie dazu das entsprechende nichtlineare Ausgleichsproblem.

2. Das nichtlineare Ausgleichsproblem soll jetzt iiber das Gau-Newton-Verfahren gelost werden. Seien (o, B)

die Werte der k-ten Iterierten. Bestimmen Sie das lineare Ausgleichsproblem, das im k-te Schritt des Verfah-
rens gelost werden muss.

3. Gegeben sei nun das lineare Ausgleichsproblem

5 —13 23
|Az = bl — min, mit A:= [ 0 144 | eR”Zund b:= | 1 | eR”.
ver 12 13 11

Bestimmen Sie die Losung des Ausgleichsproblems iiber die Q R-Zerlegung mit Givensrotationen.

2+3+8=13 Punkte
Musterlosung

1. Die i-te Zeile des Residuums lautet
a !
B+t —hi=

Also ist das entsprechende nichtlineare Ausgleichsproblem gegeben durch:

ri = f(t:) — fi

a
-1
1 f(t) = f1 B 41 .
r = flta) — f: = + —  min
)y I\ s = I, || P12 ()RR
f+3 2

2. Die i-te Zeile der Jakobischen J ist gegeben durch (das ist ein Gradient) :

<ﬁ Jlr ti (B +O;i)2) '

Die Jakobische im k-ten Schritt lautet dann

1 —

ﬁkl-i- 1 (Br+1)2
.

HewP) =1 553 Birop
1 — O

Br+3  (Br+3)?

Das lineare Ausgleichsproblem lautet dann:

(63 _1
A 51@; 1
[e%% 1
Tl +1 — :
(ak, Br) (A5k> | B 2 (Ao A ) ERxR
Br +3 2

3. Um den Eintrag Az, auf Null zu bringen, betrachtet man die Eintrdge A; ; und As ;. Es ergibt sich:

A A 12
r = sgn(Ar1) 52+122:13,c:gz%’szﬁz173
r r
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10

1 5 0 12 13 7 19
G173 = T3 0 13 0 = G173A = 0 144 ,G173b = 1
-12 0 5 0 17 —-17

Um den Eintrag (G1,34)3,2 auf Null zu bringen, betrachtet man die Eintrige (G1,3A4)22 und (G1,34)32. Es
ergibt sich:

r = sgn((Gh3A)n2) V1AL § 172 = 145,c = Loz 14 0 (Grad)sy _ 17
r

145° ro 145
1 145 0 0 13 7 19
G2,3 = m 0 144 17 = G273G1’3A = 0 145 ,G2,3G173b = -1
0 —17 144 0 0 —17

Als Losung des Systems ergibt sich damit:

1 1 19— (£-7) 2762
= — = —0.006897 = T = (s 1) _

- - 14 _ _
T 145 145 13 1885 14653

T2
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Aufgabe 5
Der Teilraum U C R* sei gegeben durch

2 —2
. 111 110
U = span{¢y, 2} mit 1= 32 P2 = 3| 2
0 1
a) Zeigen Sie, dass ¢1, ¢o beziiglich des Standardskalarprodukts
4
() R*xR* 5 R, (v,w) — Zvjwj,
j=1
eine Orthonormalbasis von U bilden.
b) Sei v = (2,2,1,1)T. Bestimmen Sie u* € U mit
=l = min u — o]
Musterlosung
a) Da U = span{¢1, ¢2} geniigt es zu zeigen, dass
1, fallsi=j .
<¢ia¢j>: { ) 27]6{132}'
0, sonst
Es gilt
4 1 4
= — — — = ]_
(¢1,01) 9+9+9+0 ,
4 4
(1, 02) = —§+0+§ +0=0,
4 4 1
=404 -+-=1.
(h2, P2) 5 tO+tg+g

445 = 9 Punkte

b) Die Losung des angegebenen Minimierungsproblems ist die Orthogonalprojektion u* = Py (v) von v auf U. Da

{#1, #2} eine Orthonormalbasis von U bilden ist diese gegeben durch

2

Pu(o) = D {0,05065 = 34+ 24240061 + 5(~440+ 2+ 1)y = o — 202 = 5

Jj=1

18
8
14
-1

11



