IGPM RWTH-Aachen Numerik ET H20

Verstidndnisfragen-Teil (36 Punkte)

Jeder der 4 Verstandnisfragenblocke besteht aus 10 Verstdndnisfragen. Werden alle 10 Fragen in einem Versténd-
nisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es dafiir 9 Punkte. Fiir 9 richtige Antworten gibt es 7 Punkte; fiir 8
richtige 5, fiir 7 richtige 3 und fiir 6 richtige Antworten gibt es einen Punkt. Werden weniger als 6 Fragen in einem
Verstandnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 0 Punkte.

Beantworten Sie alle Fragen mit wahr oder falsch bzw. geben Sie das Ergebnis numerisch als Zahl mit mindestens
5 signifikanten Ziffern an. Rechenwege werden nicht gewertet.

Original - d.h. unvertauschte Reihenfolge

VF-1: Es seien zygn bzw. xpmax die kleinste bzw. grofite (strikt) positive Zahl sowie eps die relative
Maschinengenauigkeit in der Menge M(b, m,r, R) der Maschinenzahlen geméf Vorlesung/Buch und D :=
[—zmax, —2MmiN] U [Tvin, 2max]. Ferner beschreibe fl : D — M(b, m,r, R) die Standardrundung, und es sei
6 (gem. Vorlesung/Buch) der Minusoperator fiir M, d.h.: z 6y := fI(fl(z) — fi(y)) wobei wir hier annehmen,
dass alle Zwischenergebnisse in D liegen. Alle Zahlen sind im Dezimalsystem angegeben.

1. | Fiir jedes z € M(b,m,r, R) existiert eine Zahl e mit |¢| < eps und fl(x) = z + e. wahr
2. | Es existiert ein x € D, so dass ‘ﬁ(fa)crxl = eps. falsch
3. | Die Zahl 31 ist in M(2, 6, —8, 8) exakt darstellbar. wahr
4. | Es gilt % < eps fir alle z,y € M(b,m,r, R) mit x # y. wahr
5. | Berechnen Sie xpax fur M(3,2,—1,3). 24

6. | Falls die Kondition eines Problems schlecht ist, sind Algorithmen zur Lésung dieses Problems | falsch

immer instabil.

7. | Bei einem stabilen Algorithmus ist der durch Rundungseffekte verursachte Fehler im Ergebnis | wahr
von derselben Gréfenordnung wie der durch die Kondition des Problems bedingte unvermeidbare

Fehler.
8. | Es seien = 1072 und y = 2 + 10~°. Bei der Berechnung von e® — e¥ tritt Ausléschung auf. falsch
9. | Die Funktion f(x) = 7%4-1 ist fiir alle z € [—1, 1] gut konditioniert. wahr

10.| Berechnen Sie die Kondition k¢ (x,y) der Funktion f(x,y) = 22%y® im Punkt (2,1). 5
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VF-2: Esseien A € R™*"™ beliebig aber regulér, b € R™ und gesucht sei die Losung z* € R™ von Ax = b.

1. | Es sei B := DA die zeilenéiquilibrierte Matrix zu A. Dann gilt Bx* = b. falsch

2. | Es seien T eine Anndherung der Losung z* und r := b — AZ das zugehorige Residuum. Es gilt | wahr

it < r(A) =L, mit s(4) = 4] A7].

3. | Es existiert immer eine @ R-Zerlegung A = QR von A. wahr

4. | Es sei A = QR eine QR-Zerlegung von A. Dann gilt Rx* = Qb. falsch

5. | Es selen koo(A) die Konditionszahl bzgl. der Maximumnorm und A := (; (1)> Berechnen Sie | 36
Koo(A).

Es sei nun A € R™*"™ und A = UXVT eine Singulirwertzerlegung mit Singulirwerten oy > ... > 0, > 0,41 =

=0, =0

6. | Die Singularwerte sind immer reell und positiv. falsch

7. | Es gilt #o(A) = [|A[l2|A7 ]2 = 2. falsch

8. | Falls m = n so gilt |det(A4)| =T, 0;. wahr

9. | Es seien A € R™*™ sowie A = Q1 R; eine mittels Givens-Transformation und A = @Ry eine | falsch
mittels Householder-Transformation berechnete @) R-Zerlegung von A. Dann gilt Q1 = Q.

10. | Es sei Q eine orthogonale Matrix. Geben Sie ||2020 Q*!||2 an. 2020
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VF-3: Es seien A € R™*™, mit Rang(A) = n < m, und b € R™. Weiter seien € R"*™ eine orthogonale

Matrix und R € R™*" eine obere Dreiecksmatrix so, dass Q A = R = <§) gilt, mit R € R™*". AuRerdem sei

A =UXVT ecine Singulirwertzerlegung mit Singulirwerten oy > ... > 0, und AT = VX+TU7T die Pseudoinverse.
Ferner seien z* € R™ die eindeutige Minimalstelle des Minimierungsproblems mingcg» || Az — b2 und © € [0, §)
der Winkel zwischen A z* und b.

1. | Es gilt det(R) # 0. wahr
2. | Es gilt Ra* = Qb. falsch
3. | Es gilt ka(A) = ra(R). wahr
4. | Je kleiner der Winkel O, desto besser ist die Stabilitdt des Losungsverfahrens iiber die @QR- | falsch
Zerlegung.
1 2 3
5. |Esseilen A= [0 2| und b= | 2 |. Bestimmen Sie ©. 0
0 3 3
6. | Das Gaul-Newton-Verfahren ist eine Fixpunktiteration. wahr
7. | Bs gilt 2* = VXUTD. falsch
8. | Fiir m = n gilt AAT = diag(1,...,1) € R"x", wahr
9. | Die Singulérwerte sind gleich dem Absolutbetrag der Eigenwerte von A. falsch
(z —2)?
10.| Es sei nun F(z,y) = 2y . Wir betrachten ||F(z,y)||2 — min. Bestimmem Sie (z1,y1) |1
3y—1

ausgehend vom Startwert (zg, yo) = (0,0) mit dem Gauf-Newton-Verfahren und geben Sie z; an.
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VF-4: Es seien n € N und P(f|xo, ..

., Tp) das Lagrange-Interpolationspolynom vom Grad n, das die Funktion

f i [a,b] = R in den Stiitzstellen a < 29 < ... < z,, < b interpoliert. Weiter seien §,, der fiihrende Koeffizient

dieses Polynoms und [zo,...,z,] f die dividierte Differenz der Ordnung n von f.

1. | Es gilt P(Q]xo,...,z,) = Q fir alle Polynome @ vom Grad maximal n. wahr

2. | Esgilt P(f|xo,...,zn)(x) = P(f|2n_1,...,20)(x) +(x —x0)(x —21) ... (T — Tn-1)[z0,...,2s] f. | wahr

3. | Es sel ljn(2) =T}_g sy, 0 < j < m. Bs gilt P(flwo, ..., 20)(z) = > i=o tin()[wo, ..., x;] f | falsch
fiir alle z € R.

4. | Es gilt 6, = [x1,...,2,] f. falsch

5. | Es seien f(z) = 922, 9 = 2, 11 = 3 und x5 = 5. Berechnen Sie J,. 9

Es seien f € Cla,b] und I(f) := f; f(z)dz. Ferner sei Q(f) = Y i~y w; f(x;) eine Quadraturformel.

6. | Die Gewichte der Gauf-Quadraturformeln sind immer nichtnegativ. wahr

7. | Es seien xg, ..., z,, die Stiitzstellen der Gaufs-Quadratur, und I,,, die zugehorige Quadratur. Dann | wahr
gilt: I(f) = [2 P(f |20, - -, 2m)(x) da.

8. | Falls die Quadraturformel Q(f) exakt ist vom Grad n + 1, dann gilt fiir alle p € II,,: I(p) = Q(p). | wahr

9. | Es seien I»(f) die Simpsonregel und I7(f) die zugehorige summierte Regel auf n Teilintervallen. | wahr
Es gilt |I2(f) — I(f)] — 0 fiir n — oo.

10. | Seien a = 0, b = 2 und I;(f) die Trapezregel. Berechnen Sie I (x> + 1). 10
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Aufgabe 1 (44-2+4-342=11 Punkte)
Gegeben seien

3 1 0
A=10 4o 1| mita€eR,|af>1.

6 4 0

a) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung der Matrix A mit Pivotisierung. Geben Sie L, R und P explizit an.
Wir betrachten nun die LR-Zerlegung von B € R3*3, also P B = LR mit

10 0 6 0 2 1 00 1

L=|-1 1 ol, R=|0o 15 o, P=lo 0 1| und b=|g| mitseRr.

1/5 —1/15 1 0 0 0 010 2

b) Losen Sie das Gleichungssystem Ly = Pb.
¢) Fiir welche 8 hat das Gleichungssystem Bz = b

(i) genau eine Losung?
(ii) mehr als eine Losung?
(iii) keine Losung?

d) Wir betrachten den Fall (ii). Wihlen Sie 8 entsprechend und berechnen Sie alle Losungen des Gleichungssy-
stems Bz = b unter Verwendung der zu B angegebenen L R-Zerlegung.

a) LR-Zerlegung mit Pivotisierung:

3 1.0 da 6>3 6 4 0 6 4 0 ) gajaal>1 6 4 0
— — —

0 4a 1| Pivot (1,3) |0 4a 1| Gauss 0 |4a 1 Gauss 0 dav 1

6 4 0 3 1 0 /2] -1 0 1/2 —1/(4a) | 1/(4a)

Also gilt P A = L R mit

1 0 0 6 4 0 0 0 1 3
L=1o0 1 0, R=10 4« 1 und P=10 1 0|=]|2
0.5 —1/(4a) 1 0 0 1/(4a) 100 1

Bem.: In der Praxis wird nicht die Matrix P sondern der Pivotvektor gespeichert.

(4)
b) Wir haben
1 0 0 | 1 Y1 1
Ly=Pb — —1 1 0 | 2 l—> 2| =13
/5 =1/15 1 | § Ys B
(2)
¢) Wir haben
6 0 2 T1 1

Rr=y — |0 15 0| 2| =13
0 0 0/ \us 8

Da die Matrix R singuldr ist, erh&lt man daraus:



(i) Es gibt nie genau eine Losung, da R singulir ist.
(ii) Falls 8 = 0 gilt, ist 3 beliebig, d.h. es gibt unendlich viele Losungen.
(iii) Im Fall 8 # 0 gibt es keine Losung, da b ¢ Bild(B).

(3)
d) Wir haben
6 0 2 | 1 2 =2 0.16667 —0.33333
Rr=y — 0150|3T—>w2= L= 02 [+~v 0 ,YER.
0 0 0 ] O x3 0% 0 1
(2)
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Aufgabe 2 (24+4-+4 = 10 Punkte)
Gegeben sind die Punkte

die gemiR theoretischer Uberlegungen auf dem Graph der Funktion
ot 1 B+1
y(t) = 2% + St7 45
liegen. Zu bestimmen sind die optimalen Parameter a, 5 € R im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate.

a) Formulieren Sie dazu das entsprechende nichtlineare Ausgleichsproblem || F'(x)||2 — min. Geben Sie F' und x
explizit an.

Wir betrachten nun das Ausgleichsproblem z* = argmin, || Bz — c||2 mit

10 13
B=1| -24 |, ¢c=] —26
0 —4

b) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem mit Hilfe von Givens-Rotationen. Wie grof ist das Residuum?
Hinweis: Householder-Transformationen oder der Ansatz iiber Normalengleichungen werden mit 0 Punkten

bewertet.
¢) Wie groft darf der absolute Fehler von ¢, in der || - ||2-Norm, hochstens sein, damit der relative Fehler in z,
ebenfalls in der || - ||2-Norm, nicht gréfer als ein Prozent ist?
Teil a)

Die i-te Zeile der zu minimierenden Funktion F'(z) = F(a, 8) lautet

1
Fi(z) == y(t;) —y; = 2% + §tf+1 +5—yi.

Gesucht ist somit * mit ||F(z*)||2 = mingeg: ||F(x)||2 mit z = («, 8) und

2% 4+ 2.5
F(r)=F(a,B)=[2%*+15-3°+9 | . (2)
200 1+ 3.68 —2

Teil b)
Das System wird mit Givens—Rotationen auf Dreiecksgestalt gebracht.
Der Eintrag (2,1) wird eliminiert:

10 24
r=14102+242=26,c= —, s = ——;

26 26’
c s 0 10 13 26 | 29
—s ¢ 0 —24 | —26 = 0 2
0 0 1 0| —4 0] —4

(2)
Daraus erhalten wir

29
26" =2 = — =1.1154.
6x 9 & =« % 5



(1)
Fir das Residuum erhalten wir
res = ||Bz" — ||z = V20 = 4.4721.

(1)
Teil c)
Die Formeln stehen auf der Formelsammlung. (Das Weglassen von cos(©) ist sowohl eine falsche Formel als auch
eine Vereinfachung.)
Hier ist (0 # x € R) ||Bz||/||z| = |z|[|(10, —24, 0)T||/|z| = ||(10, —24, 0)T||, also ka(B) = 1. Weiter ist || Bz*|l2 =
29 und wir erhalten
r2(B) [|€ = clla _ ra(B)

1 !
= c—clls = —l|lc —cllos <0.01.
c0s©) [ [Bars ¢ 2= ggle—ella=

Also muss gelten
|¢ — c|l2 < 0.29.

(4)
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Aufgabe 3 (6 Punkte)
Fiir @ > 0 betrachten wir die Abbildung f: R — R mit

Zeigen Sie mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, dass f auf [0,1] fiir alle « € (%, %) genau einen Fixpunkt
besitzt.

Die Menge [0, 1] ist beschrankt und abgeschlossen, also vollsténdig.
Selbstabbildung: Die Ableitung von f ist

flx) = —2aze .
Fiir € [0,1] ist f'(z) < 0. Damit ist f streng monoton fallend auf [0,1]. Da f(0)=1,0< f(1) = e * < 1 und f
streng monoton fallend auf [0,1] ist, gilt f([0,1]) C [0, 1]. (2)

Kontraktion: Die zweite Ableitung von f ist
#(z) = (=20 + 4a22%)e .

Wir miissen zeigen, dass
"(z)] <1
Jmax, |/ ()]

fiir alle a € (1, 2) gilt. Es gilt
V2

") =0& =t
f'(@) Tz =452

(1)

Die Lésung zo = 7% liegt nicht in [0, 1]. Jedoch gilt 0 < % < 1. Wir miissen also drei Punkte betrachten:

V2
e

3 .
) = [V2ae 2| < | 216_%|<0.8<1 1F/(1)] =206 <2577 <0.91 < 1.

>~ w

FOf=0<1 |fY

(3)

f hat damit nach dem Banachschen Fixpunktsatz auf [0, 1] fiir alle « € (%7 %) genau einen Fixpunkt.
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Aufgabe 4 (2+2+3=7 Punkte)
Gegeben sei die Wertetabelle

xi‘—1012

f(a:i)‘ 1 213

a) Berechnen Sie die drei fehlenden dividierten Differenzen im folgenden Newton-Schema:

zo = —1| [zo]f
N\
=0 2 — 1
N\ N\
o =1 1 — [a:l,xz]f — -1
N\ N\ N\
r3=2| 3 — 2 — 3/2 — [xo, 71,72, 23]f

b) Stellen Sie fiir das Interpolationspolynom pz(z) vom Grad 3 zur gegebenen Wertetabelle die Newton-Darstellung
auf und berechnen Sie anschliefend p3(0) durch Horner-artige Auswertung der Newton-Darstellung.

c) Fiir die n-ten Ableitungen von f gelte max,c(—19) |f™ ()| < 6 - 2"*! fiir n € N. Bestimmen Sie unter dieser
Annahme eine méglichst scharfe Abschétzung fiir |f(0.5) — p3(0.5)].

Zu (a): Wir erhalten

[zolf = f(xo) =1,
e - AL 12
(w0, o1, 72, 73] f = [mg’wz’xlgz = Zz’xl’%]f = SQQ__(:)” — 5/6 = 0.83333. )
Zu (b): Die Newton-Darstellung von ps lautet
pg(x):1+(x—|—1)—(x+1)a:+g(x—kl)m(x—l). (1)
Auswertung in Horner-artiger Form ergibt
ps(0) = 1+ (0+ (1 +0(-1+ 2(0 - 1) =2, 1)

Zu (c): Aus der Darstellung des Interpolationsfehlers (siehe Formelsammlung) und der Abschitzung fiir die Ablei-
tungen folgt

3
[f ()]
|£(0.5) — p3(0.5)] < ’E(M — )| e
6-25

=15-05-(=0.5) - (—1.5) =45. (3)

2-3-4

10
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Aufgabe 5 (3+5+2 = 10 Punkte)

22

Es sei f(x) := es ~*. Wir betrachten das Integral
2
/ es dx
0

a) Wir mochten das Integral mit Hilfe der summierten Trapezregel mit der Schrittlinge h = 1 approximieren.
Zeichnen Sie die Fliche, die mit dieser Quadraturregel ausgerechnet wird, in die Abbildung (s.u.) ein. Schreiben
Sie die numerischen Werte der Stellen, an denen f ausgewertet werden muss, in die Skizze.

und seine numerische Approximation.

b) Bestimmen Sie fiir die summierte Trapezregel eine geeignete Schrittweite h so, dass der Quadraturfehler unter
der Schranke e = 1- 107! bleibt.
Hinweis: Ohne Beweis darf verwendet werden: Fiir alle Ableitungen von f gilt |f(™)(z)| < |f(™(0)| fiir
z €10,2].

c¢) Berechnen Sie die numerische Approximation des Integrals mit Hilfe der summierten Trapezregel fiir h = %

f(@)

0.9
0.8
0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

a)

Fiir das Intervall I = [0,2] und 2 = 1 haben wir fiir die summierte Regel die Teilintervalle Iy = [0, 1] und
I, = [1,2]. Als Stiitzstellen erhalten wir 29y = 0 und z¢; = 1 sowie 19 = 1 und x;; = 2. Nun miissen nur
noch die Geraden durch die zugehorigen Werte gelegt werden.

(3)
b) Fiir den Fehler der summierten Trapezregel gilt

b

() = T(H)| < =52 e |7(2)

Fiir die Ableitungen haben wir:

(3)

Gemaft Hinweis gilt auf [0, 2]:



Somit gilt
2 5!
— < pPi <1107
1) =T < 5 h25 < 110

Dies ist fiir h < v3.6-10"1 = % = 0.6 =: h erfiillt. Folglich n > 2/l~1 = % = 3.3... und somit n = 4 sowie
h =0.5.

(2)
2
T(f) = 5 (FO) +2- f(2/3) + 2 f(4/3) + /(2))
= %(1 +2-0.59540 + 2 - 0.47676 + 0.51342)
= 2.7433
(2)

12



