Klausur Numerische Mathematik (fiir Elektrotechniker), 21.02.2014

Verstéandnisfragen-Teil (25 Punkte)

Jeder der 5 Versténdnisfragenblocke besteht aus 5 Verstdndnisfragen. Werden alle 5 Fragen in
einem Verstédndnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 5 Punkte. Werden
4 von 5 Fragen in einem Verstdndnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block
3 Punkte. Werden weniger als 4 Fragen in einem Versténdnisfragenblock richtig beantwortet, so
gibt es fiir diesen Block 0 Punkte.

Verstindnisfragenblock 1:

1.|Es sei A € R™™ symmetrisch. Gilt dann immer || A/ = ||All1 ?

coS (%) sin( )
)

2.|Gegeben sei die Rotationsmatrix A = . Was ist die Kondi-

SN

— sin (%) cos (
tionszahl ky(A) der Matrix A in der 2-Norm?

3.|Es sei A € R™" beliebig aber regulér. Existiert immer eine LR-Zerlegung A = L R
von A 7

4.|Es sei A € R™*™ beliebig aber reguldr. Existiert immer eine QR-Zerlegung A = Q R
von A 7

5.|Es seien A € R™*™ beliebig aber reguliar und b € R". Gesucht sei die Losung = € R”
von Ax = b. Weiter sei k(A) die Konditionszahl der Matrix A und es liege nur eine
Storung der Eingabedaten b vor. Stimmt es, dass der relative Fehler in der Losung
maximal um einen Faktor x(A) grofer als der relative Eingabefehler ist 7

Verstiandnisfragenblock 2: Gegeben seien A € R™*™ mit m > n, Rang(A) = n und eine
rechte Seite b € R™. Es sei * € R” eine Losung des zugehorigen linearen Ausgleichsproblems.

1.|Ist die Losung x* unter obigen Voraussetzungen immer eindeutig 7

2.|Ist die Matrix AAT immer symmetrisch positiv definit ?

1 3
5 00 =3
. ) 01 0 O
3.|Die QR-Zerlegung von A € R*? sei gegeben durch Q = ,

0 01 0
500 3

5 2 7

0 5 ) 1

R = . Weiter sei QTb =
0 0 4
00 3

Wie grof ist die Norm des Residuums ||Az* — b2 ?

4.|Steht der Vektor Axz* — b immer senkrecht auf b ?

5.|Lassen sich die Normalgleichungen immer mit Gaufl-Elimination ohne Pivotisierung
16sen ?
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Verstiandnisfragenblock 3: Es seien die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes
auf der Teilmenge D C R? fiir die Funktion ® mit Norm || - || und Kontraktionskonstante
L = 0.5 erfiillt.

1.|Konvergiert die Folge {zj}reny mit zpy1 := @(zp) fiir alle 7y € R? gegen einen
Fixpunkt * € D von &7

2.|Existiert genau ein z* € D mit z* = ®(a*) ?

3./ Konvergiert die Fixpunktiteration fiir & angewandt auf Startwerte xy € D hochstens
mit Konvergenzordnung 17

4.|Muss die Funktion ® auf D stetig differenzierbar sein?

5.|Fiir den Startwert xo und die erste Iterierte z7 mit x 1 := ®(xy) gelte ||z —xo|| = 2.
Wie grof} ist der Fehler ||z5 — z*|| der 5-ten Iterierten maximal?

Verstandnisfragenblock 4:

Es sei P(f|xo,...,z,) das Lagrange-Interpolationspolynom zu den Daten

(xo, f(20)), .-, (Tn, f(zn)) mit a =29 < ... < z,, = b. Weiter seien 9,, der fithrende Koeffizient
dieses Polynoms und [zg,...,z,] f die dividierte Differenz der Ordnung n von f und f €

O™ (R).

1.|Welchen Wert hat das Interpolationspolynom dritten Gerades P(f|zo,...,x3) zu
den Daten (0,2), (1,3), (2,4), (3,5) an der Stelle z = 1.5 7

2.|Kann man P(f | w,...,x,) effizient mit der Newton’schen Interpolationsformel
bestimmen 7

3./Ist P(f|wo, .- an)(x) = P(flz0, ..., 20 1)(x) + 00 [[1=g (x — ;) fiir alle x € R?

5.|Ist der Fehler max,¢jqp) |P(f|%o, - .., %) (x) — f(2)] fiir Aquidistante Stiitzstellen mi-
nimal?

Verstindnisfragenblock 5: Es sei f € C[a,b]. Das Integral I(f) = f; f(z) dz soll numerisch
approximiert werden durch eine Quadraturformel Q.,,(f) = (b—a) > 7" w; f(x;), mit a <z <
< xy, <D

1.|Héngen die Gewichte w; bei Gauf-Quadraturformeln von der Funktion f ab?

2.|Basieren Newton-Cotes-Formeln auf der analytischen Integration eines Lagrange-
Interpolationspolynoms an f mit dquidistanten Stiitzstellen ?

3./Sei m = 2. Hat die Newton-Cotes-Formel dann Gewichte wg = 0,w; = %, wy =17

4.|Fiir Polynome p bis einschliellich zu welchem Grad ist die Gau-Quadratur Qs(p)
exakt, das heit Q5(p) = I(p)?

5./Ist bei derselben Anzahl an Stiitzstellen der absolute Fehler bei der Gauf-
Quadraturformel immer kleiner als bei der entsprechenden Newton-Cotes-Formel?
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Aufgabe 1
Der Ausdruck
fi=(V5-2)

kann mittels Binomischer Formeln umgeformt werden zu

s (WEr2s-2\ 1 1
(V5-2) _< V5 + 2 ) C(VE+2?2 9445

Welche der Darstellungen (v/5 — 2)? und 9+i 7 liefert voraussichtlich das bessere Ergebnis, wenn

bei der Auswertung die Niherung /5 ~ 2.2 verwendet wird? Begriinden Sie Thre Antwort, ohne
f explizit auszuwerten. Schéitzen Sie dazu den relativen Fehler ab, der entsteht, wenn man die
Néherung V5 ~ 2.2 benutzt.

7 Punkte
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Aufgabe 2
Gegeben sei die symmetrische Matrix

A= 2 6-8 -2

mit 5 € R.

a) Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LDLT. Geben Sie die Matrizen L und D explizit
an.

b) Bestimmen Sie die Determinante von A in Abhéngigkeit von § € R.
c) Fiir welche § € R ist A symmetrisch positiv definit?

d) Es sein nun

1 000 2000 4

0100 0200 -2
L= 0510’ b= 0010 ]" b= —11

1 201 000 2 2

Losen Sie das lineare Gleichungssystem LDLTxz = b. (Berechnung iiber LR-Zerlegung gibt 0
Punkte!)

54+24+1+4+4 = 12 Punkte
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Aufgabe 3
Lésen Sie approximativ das Gleichungssystem

exp(2y) + cos(zr —1) =3

1
2 2

2 =3
:1:+2y

mittels einer Iteration des Newton-Verfahrens fiir Systeme. Benutzen Sie als Startwert

(n)=(1)

6 Punkte
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Aufgabe 4

Gegeben seien folgende Stiitzstellen ¢; und Messwerte f;:
t]-1] 2 | 7
fi]]0.4]1.45]2.4

Aus theoretischen Uberlegungen geht hervor, dass diese Messdaten einer Funktion

F#) = bviTa— }La

gentligen.

a) Zu bestimmen sind die optimalen Parameter a,b im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate. For-
mulieren Sie das entsprechende nichtlineare Ausgleichsproblem.

b) Fiir das GauB-Newton Verfahren seien die Startwerte ag = 2,by = 1 gegeben. Stellen Sie das
lineare Ausgleichsproblem fiir den ersten Schritt auf.

c) Fithren Sie den ersten Schritt mittels Givens-Rotationen durch. Geben Sie anschliefend die
2-Norm des Residuums des nichtlinearen Ausgleichsproblems an.

3+54+9 = 17 Punkte



Klausur Numerische Mathematik (fiir Elektrotechniker), 21.02.2014

Aufgabe 5
Zur Funktion f(z) = 22% + 1.8 — 0.72 + 2 cos(5x + 27) sind folgende Funktionswerte bekannt:

x| 04 [-02] 0o | 02 | 04 | 06 |08 1
f(x)[[0.21826] 0 |-0.10197|-0.070943]0.11094]0.46197| 1 |1.7417

Um f an mehreren Stellen im Intervall [—0.2,0.22] auszuwerten, soll mithilfe der Newtonschen
Interpolationsformel ein Interpolationspolynom vom Grad < 2 fiir f bestimmt werden.

a) Wibhlen Sie aus obiger Tabelle Stiitzstellen so aus, dass Sie eine moglichst gute Fehlerschranke
fir den Interpolationsfehler im Intervall [—0.2,0.22] bekommen. Begriinden Sie Thre Wahl
der Stiitzstellen.

b) Benutzen Sie die zuvor gewéahlten Stiitzstellen, um mithilfe der Newtonschen Interpolations-
formel eine Horner-dhnliche Darstellung des Interpolationspolynoms aufzustellen.

c) Wie gro8 ist der Interpolationsfehler maximal im Intervall [-0.2,0.22]7

2+5+6 = 13 Punkte
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