Klausur Numerische Mathematik (fiir Elektrotechniker), Donnerstag, 31. Juli 2014
Verstadndnisfragen-Teil (25 Punkte)

Jeder der 5 Verstdndnisfragenblocke besteht aus 5 Verstandnisfragen. Werden alle 5 Fragen in einem Verstéindnis-
fragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 5 Punkte. Werden 4 von 5 Fragen in einem Verstéind-
nisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 3 Punkte. Werden weniger als 4 Fragen in einem
Versténdnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 0 Punkte.

Verstindnisfragenblock 1:

1.1Sei A € R™*™ symmetrisch. Ist die Gauf-Elimination dann immer ohne Pivotisierung durchfiihr-
bar?

2. |Soll durch Pivotisierung die Stabilitat der LR-Zerlegung verbessert werden?

3.|Erfordert bei der Losung eines Gleichungssystems mittels LR-Zerlegung die Bestimmung der LR-
Zerlegnung im Allgemeinen mehr Operationen als das Vorwérts- und Riickwértseinsetzen 7

4. |Lassen sich mittels Nachiteration auch Gleichungssysteme Az = b mit det(A) = 0 eindeutig 16sen?

i 700 300 L . . . .
5.|Sei A = . Gesucht ist eine regulire Diagonalmatrix D, so dass ko (DA) minimal wird.

0
Was ist der kleinste Diagonaleintrag von D?

Verstidndnisfragenblock 2: Es sei F': R" — R™ mit m > n. Wir betrachten das (nichtlineare) Ausgleichs-
problem: Bestimme z* € R" so, dass ||F(z*)|l2 = mingern || ()2

1. |Ist die Losung z* eindeutig?

2.|Was ist in der Regel die Konvergenzordnung des Levenbert-Marquardt-Verfahrens?

3. |Ist das GauB-Newton-Verfahren in einer hinreichend kleinen Umgebung einer Losung z* immer
konvergent?

4. |Ergibt sich beim Levenberg-Marquardt-Verfahren in jedem Iterationsschritt stets ein eindeutig
16sbares lineares Ausgleichsproblem?

5.|Gegeben seien A € R™*" b € R™, m > n sowie das lineare Ausgleichsproblem finde z* € R"
mit ||[Az* — bl = min,egn ||Az — b||2. Lésst sich ein solches lineares Ausgleichsproblem stets als
orthogonale Projektion von b auf das Bild von A interpretieren?

Verstédndnisfragenblock 3:

1.|Bilden die Iterierten des eindimensionalen Newton-Verfahrens, wenn das Verfahren konvergiert,
stets eine monotone Folge?

2.| Wie viele LR-Zerlegungen miissen fiir die Durchfithrung von 3 Schritten des vereinfachten Newton-
Verfahrens (fiir Systeme) berechnet werden, wenn alle auftretenden Gleichungssysteme mittels
LR-Zerlegung gelost werden?

3.|Es sei f € C?(R) und z* eine mehrfache Nullstelle von f. Konvergiert das Newton Verfahren dann
lokal quadratisch gegen x*?

4.1Es sei ® : R — R stetig differenzierbar und z* so, dass ®(z*) = z* gilt, sowie |®'(z*)] < 1.
Fiir 2o € R wird die Fixpunktiteration xpy1 = ®(z), k = 0,1,2,... definiert. Konvergiert die
Fixpunktiteration fiir alle Startwerte mit |z¢ — *| hinreichend klein ?

5.|Es sei ® : R — R stetig differenzierbar und x* so, dass ®(z*) = z* gilt, sowie |®'(z*)] = 0.
Fiir 2o € R wird die Fixpunktiteration xpy1 = ®(x), k = 0,1,2,... definiert. Konvergiert die
Fixpunktiteration fiir alle Startwerte xy quadratisch?




Klausur Numerische Mathematik (fiir Elektrotechniker), Donnerstag, 31. Juli 2014

Verstidndnisfragenblock 4: Es sei P(f|xo,...,z,) das Lagrange-Interpolationspolynom zu den Daten
(xo, f(20)), -y (zn, f(xn)) mit a = g < ... < z,, = b. Es seien §,, der fithrende Koeffizient dieses Polynoms
und [zg,...,x,] f die dividierte Differenz der Ordnung n von f.

1.|Ist P(Q | X, -« -, %y) = Q fiir alle Polynome @ ?

2.|Miissen bei der nachtriiglichen Hinzunahme einer zusétzlichen Stiitzstelle zu einem bereits berech-
neten Neville-Aitken Schema sdmtliche Werte neu berechnet werden?

3. | Existiert genau ein Polynom p € II,, mit p(z;) = f(z;), 4 =0,...,n?

4. |Bildet {alx, asx?, ..., an_lx”_l} fiir geeignete, nicht verschwindende Koeffizienten a1, ...,a,-1 €
R eine Basis von II,,?7

5.Esseirg=0,2; =1, 10 =2, 23 = 3 und f(z) = 723 + 222. Was ist [xo, 21, T2, 23] f?

Verstandnisfragenblock 5: Es sei A € R"*™ und Q R = A eine @ R-Zerlegung von A. Weiter seien b € R"
und z € R™.

1.]Ist Koo(A) = Ko (R) ?

.|Ist das Produkt zweier orthogonaler Matrizen eine orthogonale Matrix?

2
3. |Definiert die Abbildung f : R™ — R, v — ||Qu||2 eine Norm?
4

.|Ist A reguldr genau dann, wenn R reguldr ist?

) cos(2)  sin(2) -15 0 .
5.15ei @ = ,R= . Was ist k2(A)?
—sin(2) cos(2) 0 5
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Aufgabe 1
Gegeben sei der Ausdruck

2
fe)=1=577m

a) Z sei ein Ndherungswert fiir z = %, der mit einem relativen Fehler von maximal 0.01% behaftet ist. Schétzen

Sie den relativen Fehler in f(z) ab .

b) Berechnen Sie f(z) fiir # = 45 in 4-stelliger Gleitpunktarithmetik (das heiBt in M(10,4, —8,8)) sowie mit
Taschenrechnergenauigkeit mit folgendem Algorithmus:

2

y1=x

Y2 =41 +2
2

Yz = —
Y2

Yya=1-y3

c¢) Ist der in b) angegebene Algorithmus stabil? Begriinden Sie ihre Antwort! Falls der Algorithmus nicht stabil
ist, geben Sie einen geeigneteren Algorithmus an.

3+3+3 = 9 Punkte
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Aufgabe 2
Gegeben sei die Cholesky-Zerlegung A = LDLT mit
1 0 0 O 2 0 00 2
1 1.0 0 01 00 . )
L= 07 1 0l D := 00 3 of sowe b:= 36
2 0 2 1 0 0 0 1 36

a) Losen Sie das lineare Gleichungssystem Axz = b mit Hilfe der angegebenen Cholesky-Zerlegung von A. (Losen
mittels LR-Zerlegung ergibt 0 Punkte.)

b) Bestimmen Sie die Determinante von A.

¢) Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung von

B:=R"R mit RT =

0 O
w w o
N OO

d) Ist B symmetrisch positiv definit?
4414341 = 9 Punkte
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Aufgabe 3
Gegeben seien folgende Stiitzstellen ¢; und Messwerte f;:

Aus theoretischen Uberlegungen geht hervor, dass diese Messdaten einer Funktion
f(z) =a-xcos(rx)+ 5+ (22 —2)

geniigen.

a) Zu bestimmen sind die optimalen Parameter «, 8 im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate. Stellen Sie ein geeignetes
lineares Ausgleichsproblem auf (Messdaten schon einsetzen!).

b) Hat das unter a) formulierte Ausgleichsproblem eine eindeutige Losung? Begriinden Sie Thre Antwort.

¢) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem mittels Givensrotationen. Geben Sie die Losung f(z) sowie die 2—Norm
des Residuums explizit an.

2+4+24+9=13 Punkte
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Aufgabe 4
Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem

cos(zr+y)—3x =0,
sin(z —y%) —4y =0

o\ 2

auf E:= {(z,y): ()" +y* <1}

a) Skizzieren Sie E.

b) Zeigen Sie mit dem Banachschen Fixpunktsatz, dass dieses Gleichungssystem auf E genau eine Losung x*
besitzt. Formen Sie dazu das Gleichungssystem zu einer geeigneten Fixpunktgleichung um. Verwenden Sie fiir
den Kontraktivitéitsbeweis die || + ||oo —Norm.

c¢) Fiir den Startwert (z9,%0)” und die erste Interierte des Fixpunktverfahrens (x1,y1)7 gilt

T . Zo

W Yo
Wie viele Schritte sind hochstens notwendig, um die Loésung mit der Genauigkeit ¢ = 1075, gemessen in der
| - [loc—Norm, zu approximieren. Verwenden Sie fiir die Berechnung die Kontraktionskonstante L = 2.

24+-8+42=12 Punkte

= 0.245053 .

’ oo
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Aufgabe 5
Die Funktion f(z) = cosh(z) = § (e” 4+ e~*) soll interpoliert werden. Gegeben ist folgende Tabelle:

x| 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
f(x)[1.00000 1.02007 1.08107 1.18547 1.33743 1.54308

a) Gesucht ist ein Néherungswert fiir f(0.5) mit den Neville-Aitken-Schema unter Benutzung aller Tabellenwerte.
Berechnen Sie dazu die im folgenden Tableau fehlenden Werte Py, P51, P22, P53 und Ps 5. (unterhalb der
Aufgabenstellung)

Pio Py P P s P4 Pis

9 =0 [1.00000

¢
x1 = 0.2]1.02007 — 1.05018

N\ ¢
@y = 0.4]1.08107 — 1.11157 — Py

¢ ¢ ¢
xr3 = 0.61.18547 — P371 — 1.12784 — 1.12769

¢ ¢ ¢ ¢
24 =0.8|Pyp — 1.10949 — Py =1.12732 — 1.12758 — 1.12762

N\ N\ N\ N N
25 =1 |1.54308 — 1.02896 — 1.12062 S Pss o 112762 & Py

Welchen Grades ist das Polynom, das dem Wert von P5; zu Grunde liegt 7

b) Es ist bekannt, dass f(x) = f(z) fiir alle z € R. Geben Sie eine moglichst gute Fehlerabschitzung fiir den
Néherungswert Py o = 1.12732 aus dem Tableau in a) an, ohne f(0.5) explizit auszuwerten. (f" darf ausgewertet
werden.)

6+6 = 12 Punkte



