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Maschinengenauigkeit: Es sei M(b, m,r, R) die Menge der Maschinenzahlen. Dann ist eps :=
Y die relative Maschinengenauigkeit.

Fehlerverstiarkung: Es sei f : R” — R hinreichend oft differenzierbar. Dann gilt:

GRS (N PR TRt g

f(z) st j
mit - of (x)
bzw. ~ no s
f(@) = fl@)| . o T —
P ¢ s X &

Fehlerverstarkung

—_———
rel. Fehler der Ausgabe rel. Fehler der Eingabe

" N
w firat (1) = #irq (2) = max |¢;(z)]. (4)
Stérungssitze: Fiir A € R™*™ mit det(A) # 0 sei k(A) := ) (A) := ||[A7] |A4].

a) Nur die rechte Seite b ist gestort, d.h. z + Az ist die Losung von A(x + Az) = b+ Ab. Dann
gilt

< K(A) (5)

il Nz =2 1711

< 504)ﬂ5ﬂ (6)

b) Es gelte IQ(A)% < 1. Es sei x + Az die Losung von (A + AA)(x + Az) = b+ Ab. Dann
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gilt:
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Cholesky-Verfahren: (A = L D L") Fiir aufeinanderfolgende Spalten, k = 1,2...,n erhilt man
fiir dk,k und l@k (Z > k)

k—1 k-1
Ay = g — Z I s, lix = (az‘,k - Z li,jdj,jlk,j> [k (8)
j=1 j=1
Givens-Rotation: Grundaufgabe: Gegeben (a,b)” € R*\ {0}. Finde ¢, s € R mit

b
( ¢ 8) (a) = (r) . Losung: r := £Vva? + 1%, c:= g, S = - (9)
r r
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Householder-Spiegelung: Grundaufgabe: Zu y € R, y ¢ span(e'), finde v € R" so, dass
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Quy = j:Hyngl mit Q, =1 — QE (10)

Losung: mit a = sign(yy)||yll2, v = v + ae'® gilt Q,y = —ae’



e Linearer Ausgleich: (A € R™*™ mit Rang(A) = n: Finde z* mit ||Az* — b||s = mingegn [|[Ax —
bl2)
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Fiir die Kondition beziiglich Stérungen in b gilt:

1T — 2"l < Ka(A) ||’~?—b|’2‘
|z*]l2 ~ cos(©) [|b]l

(12)

Dabei ist © der Winkel zwischen Az* und b.

e Singuldrwertzerlegung: Zu jeder Matrix A € R existieren orthogonale Matrizen U € R™*"™,

V € R™™ und eine Diagonalmatrix Y = diag(o‘l, e Up) € R™*™ mit p= min{n, m} und

mXxn
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so dass A = UXVT. Es gilt Rang(A) = r.
Die Pseudoinverse A* € R™™ ist definiert als A* = VX+UT mit X+ = diag(o; !, ...,0,7%,0, ..., 0).
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e Banachscher Fixpunktsatz
Es sei X ein linear normierter Raum mit NSorm || - ||. E C X sei eine vollstdndige Teilmenge von
X. Die Abbildung ® sei eine Selbstabbildung auf E: ® : E — E. Ferner sei ® eine Kontraktion
auf E: ||®(z) — ®(y)|| < L||lx — y|| fiir alle 2,y € E, mit L < 1. Dann gilt:
1. Es existiert genau ein Fixpunkt z* von ® in E.
2. Fiir beliebiges xy € F konvergiert zy1 = ®(zx),k = 0,1,2, ... gegen den Fixpunkt z*.
3. A-priori-Fehlerabschétzung: ||zx — || < %Hxl — o]
4. A-posteriori-Fehlerabschitzung: ||z — 2*|| < 27 ||z — zp1|
Hinreichendes Kriterium: Sei X = R", F abgeschlossen und konvex sowie ® € C'(F) mit
®(F) C E und max,ep ||®'(z)|| < L < 1. Dann sind die Voraussetzungen des Banachschen
Fixpunktsatzes erfiillt.

e Newtonverfahren: xy 1 = z; — [f’(xk)]_lf(fl?k)

Durchfiihrung des Newtonverfahrens fiir Systeme:
Gegeben: Startwert 2°. Fiir k =0,1,2,...:

— Lose f'(z%)sk = —f(2%)

— Setze xFtl = gk 4 gk

e Nichtlineare Ausgleichsrechnung: gegeben F': R” — R™ (n < m) stetig differenzierbar, finde
z* mit ||F(2*)]]2 = mingegn || F(2)]]2.

Gauf3-Newton-Verfahren: Startwert 2°, fir k =0,1,2,...:
— Finde s* mit minimaler 2-Norm so, dass ||F’(2") s* + F(2*)|, = ?61% | F'(z%)s + F(2%)||o.
— Setze z*t1 = 2F + sk

Falls F’(xy) vollen Rang hat, entspricht dies der Iterationsvorschrift

ey = @ — [F'(a) " F (w)] 7 F (a0) " F ()

Levenberg-Marquardt-Verfahren: Startwert 2, fiir k = 0,1,2,...:



— Finde s* sodass ||F'(z") s + F(z")|3 + 1%[|s"||3 = mﬂi@n | E (z%)s + F (2|2 + 12|52
seR™
mit zu wahlendem Parameter p > 0.

— Setze zFtt = gk + §F.

Dies fiithrt auf die Iterationsvorschrift @y, 1 =z — [F (vx)" F'(z1) + p2 1) F' (23) T F ()

Interpolation
Lagrange-Interpolationspolynom
Interpolationsproblem: zu gegebenen paarweise verschiedenen Stiitzstellen z, . .., x, und gegebe-
nen Daten f(xg), ..., f(a:n) ﬁnde P, €11, mit Pn(x]-) = f(z;), 7=0,..,n
. - T — T
Lagrange-Darstell P,( n( t i (x) =
grang rstellung: Zf z;)l;, , mit [, (2) kzlo_!#j P

Neville-Aitken

T — T, —

P(flzo, ..., xn)(x) = P(flz1, ..., xn)(x) + P(flzo, ... xn_1)(x) (13)
Ty — To Ty —
Rekursionsformel:
Pi,O = f(Iz> zk — (f'xz ky ooy z)( ) OSkSZSn7 (14)
P P i
Po= Py + - W L) — Pun=Pu(z)  (15)
Tj — Ti—k

Newtonsche Interpolationsformel

P(flzo, ... zn)(x) = [x0]f + (2 — 20)[x0, 21] [ + (¥ — 20)(x — 21) [0, T1, 2] f + ...
+(x —x9) (¥ — wp_1)[T0, ..., 2| f (16)

Dividierte Differenzen Horner-Schema
0= [xz]f _ f(xz) (17) Gegeben: po’o, “'?pn,na s
o [xla >xn]f B [$07 st xnfl]f
[I’O, 7l‘n]f = T — 70 — bn = Dnn
8]~ Firk=n—-1,n-2,..0:
Dig = Pik—1 = Piz1 k-1 (19) b = Prk + (T — k) b
Ty — Ti—k
Eigenschaft [z;,...,zp ] f = % Dann ist P,(z) = by.
Interpolationsfehler
Seien xy, ..., x, Stiitzstellen, a := min{xo,...,x,}, b := max{xg,...,2,} und z € R.
Sei I := [min{a, z}, max{b, z}]. Fiir f € C""!(I) existiert { € I so, dass
FrD(E)
@) = Pl ) = (= a0) - = ) s (20)
Fir & € [a,b] gilt:
. ) o [0 ()]
) — P(flxg,....,zn)(2)] < rT—x max ——— 21
1760) = P(fen )@ < |16 =) s Sy (21)




e Numerische Integration

Trapezregel: summierte Trapezregel:
Es sei f € C*([ty—1, tx]). Es gilt: T(h) = h[5f(a) + f(tr) + -+ f(ta-1) + 5£(b)]
Lf(tio) + ft0)] = [ flx)de + L8R3 mit nh = b — a, fir f € C?([a,b]):

173
fiir ein flc S [tkfbtk] ‘T(h) _ fab f(x)da:’ S bl—_2a h2 maxxe[a,b] |f”(£l?)’

summierte Simpson-Regel:

S(h) =& [f(to) + 4f(231) + 2 (tr) + 4F (B52) + 2 (t2) + ... + 2 (tn—1) + 4f (2=572) + f(t0)]

Newton-Cotes-Formeln
h=d-—c,

fiir m = 0: xg = ¢+ &h mit & =
fir m > 0: z; = c+ &h mit §; :=

1
27
] .. -

L fir j=0,...,m

Inlf) = [ PUJo0etn)@)ds =S esf (@) =Y b+ &)

Ezaktheit vom Grade m: ¥ Q € 11, gilt [,,(Q) = fch(x)dx.

m | Name & ¢ Ln(f) = [ f()da
0 | Mittelpunktsregel % 1 — % (2) (€)

1 | Trapezregel 0,1 14 % @(¢)

2 | Simpson-Regel 0,3,1] 441 % @ (¢)

Gauf3-Quadratur (auf [¢,d] mit h = d — ¢)

— Gn(f) =h > wif(x;), Exaktheitsgrad 2m + 1
— positive Gewichte w;
((m+ 1)H)?

— Es ex. £ € [¢,d], so dass - ((2m+2)1)3(2m + 3)

h2m+3 | f(2m+2) <£> ’
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