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Hausiibung 4

VF-1: Beantworte alle Fragen beziiglich orthogonaler Matrizen mit wahr oder falsch.

1. | Orthogonale Matrizen sind stets symmetrisch.

2. | Orthogonale Matrizen sind stets identisch mit ihrer Inversen.

3. | Die ||.]|2-Norm jeder Zeile und Spalte einer orthogonalen Matrix ist stets gleich 1.
4. | Produkte orthogonaler Matrizen sind wieder orthogonal.

VF-2: Es sei Q € R™*™ eine orthogonale Matrix und ko bezeichne die Kondition bzgl. der

[l-Norm.

L1QTQ=QQ" =1

2| |det(Q)] = 1Qll2 = Q7|2 = Q7 '[l2 = £2(Q) = r2(Q) = K2(Q7") = 1.
3.0 1Qxllz = [lzfla Vo eR™

41QAl2 = lAll2 VA e R™™

5. k2 (QA) = ka(AQ) = ka(A) VA € R™X™,

6. | Bs seien m = 2 und x = (3,4)”. Berechne ||Q z|2.

VF-3: Seien A € R"™" und Q R = A eine Zerlegung von A mit @ orthogonal und R eine
rechte, obere Dreiecksmatrix. Weiter seien b € R" und = € R"™. Beantworte alle Fragen mit

wahr oder falsch!

1.| Az =b < Rr =QTb

2. | ko(A) = k2(Q Hra(R)

3. | Zur Lésung von Az = b iiber die QR-Zerlegung muss ) explizit bestimmt werden.
4. | Rang(A) = Rang(R)

5. | Gib das kleinste § an, fur das die Ungleichung ||Q x|2 < 5 ||z||2 allgemein giiltig ist.




VF-4: Es sei Q € R"™"™ eine Householder-Transformation und I € R™*" die Einheitsmatrix.
Beantworte alle Fragen mit wahr oder falsch bzw. gib den numerischen Wert an!

1. | Es existiert stets ein v € R", so dass Q = [ — %Z .

2. | Es gilt stets Q = Q7.

Es existiert stets ein v € R”, so dass Qy = y fiir alle y € R™ mit yTv =0

Es existiert stets ein v € R™, so dass fiir alle y € R mit y7v = 0 gilt: Qy = v.

ARl e

Es sei A € R™"™, Um A mit Householdertransformationen in eine obere Dreiecks-
matrix R zu tberfithren benétigt man etwa anP Operationen (geméafl Vorlesung).
Gib p an.

VF-5: Es sei A € R"™*". Beantworte alle Fragen mit wahr oder falsch!

1. | Die Summe zweier orthogonaler m x m- Matrizen ist wieder eine orthogonale Matrix.

2. | Das Householder-Verfahren zur Berechnung einer ) R-Zerlegung von A ist ohne
Pivotisierung nicht stabil.

3. | Die einzelnen Schritte des Givens-Algorithmus zur @ R-Zerlegung von A lassen sich
geometrisch als Drehungen interpretieren.

4. | Eine Givens-Rotation wird durch eine symmetrische Matrix beschrieben.

5.|Es sei A € R"*™ Um A mit Givens-Rotationen in eine obere Dreiecksmatrix R zu
iiberfithren benétigt man etwa an? Operationen (geméf Vorlesung). Gib p an.

6. | Es sei A € R"™". Um A mit Givens-Rotationen in eine obere Dreiecksmatrix R zu
iiberfithren benétigt man etwa an? Operationen (geméf Vorlesung). Gib « an.

VF-6: Es seien A € R™*" mit Rang(A) =n < m, und b € R™. Weiter seien () € R™*™ eine

orthogonale Matrix und R € R™*"™ eine obere Dreiecksmatrix so, dass Q A = gilt. Weiter

0

sei z* € R"™ die eindeutige Minimalstelle des Minimierungsproblems min,cgn ||Az — b|2.

1. | Es gilt ||[Ax — bl|z — min & AT (Az —b) = 0.

2. |Es gilt |[Az — bz = |[Rx — QT b|2 fiir alle z € R™.

b
3. |Essei Qb =: ! , mit by € R", by € R™™". Dann gilt: 2* = R~ 1b;.
b2

4. | Die Matrix R kann man uber Givens-Rotationen bestimmen.

T 4
5. |Essei QA= die Q R-Zerlegung von A = . Bestimme |r]|.




VF-7: Sei A =UXVT eine Singulirwertzerlegung von A € R™*", Wir betrachten das lineare

Ausgleichsproblem: bestimme z* mit minimaler 2-Norm, sodass ||Az* — b||2 = mingern ||Az —
b||2.

1. | Die Pseudoinverse von A ist gegeben durch AT = VU7,

2. |z* = ATb ist die Losung des allgemeinen linearen Ausgleichsproblems.

3. | Fiir eine regulire Matrix A gilt z* = A~'b

4. | Es seien o7 der grofite und o, der kleinste (positive) Singuldrwert von A. Dann gilt:
||All2 = o7

2

o

5. | Es seien U =

I
o
o
o5

Bestimme 3.

Aufgabe 1: (Lineare Ausgleichsprobleme - Normalgleichung)
Gegeben seien folgende Stiitzstellen t; und Messwerte y;

ti | -1 1 2

1 3 3

Yi

Bestimme die Gerade y(t) = at + b so, dass die Summe der Fehlerquadrate 3°2_; (y(t;) — v;)? minimal
wird. Formuliere dazu das entsprechende Ausgleichsproblem ||Az — y||2 — min und 16se dieses mittels
Normalgleichung.

Aufgabe 2: (Lineare Ausgleichsprobleme - Householder)

Eine Kurve der Darstellung f(x) = ax + In(Sx) soll derart an drei Messpunkte (x;,y;) angepasst
werden, dass die Summe der Fehlerquadrate minimal ist. Berechne o und 8 mithilfe von Householder-
Transformationen zu



