RHEINISCH WESTFALISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE

INSTITUT FUR GEOMETRIE UND PRAKTISCHE MATHEMATIK

Numerische Mathematik fiir Elektrotechniker — WS 19/20

Prof. Dr. Benjamin Berkels
Dr. Karl-Heinz Brakhage — Thomas Jankuhn — Christian Lébbert

Kleingruppeniibung: Ubung 4

VF-1: Es seien Q € R™*™ eine orthogonale Matrix, R € R™*™ eine obere Dreiecksmatrix und
A = @ R. Ferner bezeichne r2(A) die Konditionszahl der Matrix A beziiglich der Euklidischen
Norm. Beantworte alle Fragen mit wahr oder falsch bzw. gib den numerischen Wert an!

1.|Ist m = n und det(A) # 0, so gilt A~! = RTQT.

2. |Ist m = n und det(A) # 0, so gilt ko(A) = ka(R).

3. | Nicht alle A € R™*™ besitzen eine @) R-Zerlegung.

4. | Eine Q R-Zerlegung kann man stets auf stabile Weise mittels Gauf-Elimination mit
Spaltenpivotisierung bestimmen.

5. Es sei A € R"™ ™, Um A mit Householdertransformationen in eine obere Dreiecks-

matrix R zu iiberfithren benétigt man etwa an? Operationen (geméf Vorlesung).
Gib « an.

VF-2: Es seien A € R™*" mit Rang(A) = n < m, und b € R™. Weiter seien ) € R™*™
eine orthogonale Matrix und R € R"*™ eine obere Dreiecksmatrix, sodass Q@ A = R gilt. Sei
x* € R™ die eindeutige Minimalstelle des Minimierungsproblems z* = arg mingegn || A x — b||2.
Weiter sei © € [0, %) der Winkel zwischen A z* und b.

1. | Je kleiner der Winkel ©, desto schlechter ist das Problem konditioniert.
2. | Es gilt [[Az — b2 = ||[Rx — @ b||2 fiir beliebiges x € R™.
3. | Die Matrix R kann man iiber Gauf-Elimination mit Spaltenpivotisierung bestim-
men.
4. | Es gilt Az* —b L Bild(A).
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5. |Esseien A=|0 1| und b= |1 |. Bestimme O.
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VF-3: Fiir A € R™*" betrachten wir das lineare Ausgleichsproblem: Bestimme z* mit mini-
maler 2-Norm, sodass ||Az* — b||2 = mingern ||Az — b||2.

1. |Essei A=UXVT eine Singuldrwertzerlegung von A.
Ist A regulir, so gilt: A=t = VS—1UT,

2. | Es seien o7 der grofite und o, der kleinste (strikt positive) Singuldrwert von A.
Dann gilt: |[A[z = Z*.

3. | Die Losung x* des linearen Ausgleichsproblem mit minimaler 2-Norm ist immer
eindeutig.

4. | Es seien @1 € R™™ und Q2 € R™ " orthogonale Matrizen. Dann haben A und
Q1 AQ4 die selben Singuldrwerte.
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Singuldrwertzerlegung von A und es sei b = . Bestimme «7.




Aufgabe 1: (Givens-Rotationen)
Es sei z = (2,2,1)7. Bestimme Givens-Rotationen G und G, sodass

«
GoGiz= 0| mit aeR.
0
Aufgabe 2: (Lineare Ausgleichsprobleme - Householder)
Gegeben seien folgende Stiitzstellen t; und Messwerte y;:

ti | -1 1 2

1 3 3

Yi
Bestimme die Gerade y(t) = at + b, sodass die Summe der Fehlerquadrate Y5, (y(t;) — v;)? minimal
wird.
a) Formuliere dazu das entsprechende Ausgleichsproblem ||Az — y||s — min.

b) Lose dieses mittels Householder-Spiegelungen. Ergéinze dazu die fehlenden Werte im folgenden
Householder-Tableau:

1 -1 1
1 1 3
1 2 3 o] =
1 1 (4.73205) e e Br=---
0.57735 e e —4.04145
0.211325 0 e 1.1547
0.211325 0 e 1.1547 Qg =---
1.94338 (6.70459) | 5.82777 || S = 0.149152
Ty =
0.46291 0 e —1.54303 || 22 =---
0.289857 0 0 - res=---

Aufgabe 3: (Lineare Ausgleichsprobleme - Normalgleichung)
Eine Kurve der Darstellung f(z) = ax + In(f8 x) soll derart an drei Messpunkte (x;,y;)

zi|1 3 4
yi |1 2 2

angepasst werden, dass die Summe der Fehlerquadrate Y25, (f(x;) — y;)? minimal ist.
a) Formuliere dazu das entsprechende lineare Ausgleichsproblem.

b) Lose dieses mithilfe der Normalgleichung. Gib f(x) explizit an.



