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che Differentiation Zusammenfassung Zusammenfassung

Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Das Lagrange-Interpolationsproblem ist stets eindeutig |3sbar, d.h.
zu beliebigen Daten f(xo), f(x1),..., f(xy) existiert ein
eindeutiges Polynom P,, € I1,, mit 1

Pn(il}J) = f(:[:j), 1=0,...,n. |— /,—-—'—--\.
Insbesondere lasst sich P, (x) explizit in der Form _'l_’“_ ﬁ*\:i
" \
120 = D ) emiles)
Jj=0
darstellen, wobei
n
r — T
tin(@) = [[ ——
k=0 lUJ — Tk
k#j

die sogenannten Lagrange-Fundamentalpolynome sind.
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Effiziente Auswertung mittels Neville-Aitken-Schema
Werten Sie P(f|xg,x1,x2) an der Stelle z = 0.5 aus.

‘ P;p F;, FP; o
rg = 0 P0,0 = f(CL'()) =1
r1 = 1 Pl,O = f(a:l) =4 2.5
x2 =2 | P2o = f(x2) =2 5.0 3%

1. Einsetzen der gegebenen Werte
2. Auswerten der Rekursion

— P(f0,1,2)(0.5) = 3%
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Sei p € I1,, ein Polynom, das in der Potenzform vorliegt, d.h.,
p(r) =ap+arxz+- -+ apx™
mit bekannten Koeffizienten ag, ..., a,. Es gilt

p(w)=a0—|—m<a1—I—m(az—i—----l—w(an_l-l—man)---)).

Algorithmus 8.12. (Horner-Schema)
Setze b, = a,,
firk=mn—1,n— 2,...,0 berechne
br = ar + x b1
Dann ist
p(x) = bo.

Der Rechenaufwand wird etwa halbiert.
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Heute in der Vorlesung

Themen: Dahmen & Reusken Kap 8.1-8.3
» Lagrange-Interpolationsaufgabe
» Newtonsche Darstellung
» Fehleranalyse

» Numerische Differentiation

Was Sie mitnehmen sollten:
» Wie funktioniert die Newtonsche Interpolationsformel?

» Fehlerreduktion bei Interpolation:
» Erhéhung Polynomgrad oder Stiitzstellenanzahl?

» Numerische Differentiation:

» Wie macht man das und wie wahlt man die Schrittweite?
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Newtonsche Interpolationsformel
00000000

Darstellung von P, (x): Newtonsche Interpolationsformel

Annahme: Interpolationspolynom P(f|xg,...,Zn—1) wurde
bereits bestimmt

Aufgabe: Bestimme Interpolationspolynom P(f|xo,...,Tn),
d.h. eine weitere Stiitzstelle soll einbezogen werden.

Idee/Ansatz

Bestimme einen Korrekturterm, durch dessen Ergdnzung man
P(flxoy--.,xn)(x) aus P(f|xo,...,Tn—1)(x) erhilt, d.h.

P(fla:Oa""a:n)(w) = P(fla:Oa'--’a:n—l)(a:) + 0 (x — o)+ + (T — Tp_1)

c1I,

> 0, ist ein skalarer (fester) Wert.

> 0, ist der Koeffizient der hochsten Potenz ™.
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Newtonsche Interpolationsformel
0e000000

Darstellung von P, (x): Newtonsche Interpolationsformel

Lemma 8.13

Fiir die Lagrange-Interpolationspolynome
Pn—l(m) = P(flzl:O’ °©00g mn—l)(w) € Hn—l

und
P,(x) = P(f|xos...,zn)(x) € I,
gilt
. P,(x) = Pp_1(x) +0pn(x —xg) -+ - (£ — Tp—1)
mit

f(wn) - Pn—l(wn)

((Dn — wO) te (wn - wn—l)

5, = €R.

Da der Koeffizient d,, von f und von den Stiitzstellen x; abhangt,

schreibt man auch
On =: [Toy...yxn]f.
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Newtonsche Interpolationsformel

Darstellung von P, (x): Newtonsche Interpolationsformel

Bemerkung 8.14

On = [®o, ..., xy]f ist offensichtlich der fiihrende Koeffizient des
Interpolationspolynoms P(f|xg,...,xn)(x), d.h. der Koeffizient
der Potenz x™.

Wendet man dieselbe Argumentation auf das Interpolationspolynom
P,_1(x) = P(f|xoy--.,Tn—1)(x) an und setzt
[zo]f = f(x0), so ergibt sich induktiv die

Newtonsche Interpolationsformel
P(flzo,...,zn)(2) = [z0]f + (% — T0) * [X0, 1] f

+(z — 20) (x — 1) - [0, T2, T2 f + -+
-|—(:L' - mO) (ZL' - 1vn—l) : [w07"'amn]f°
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Newtonsche Interpolationsformel
[e]e]e] lelele]e]

Darstellung von P, (x): Newtonsche Interpolationsformel

Bemerkungen:

» Die Knotenpolynome

wo(xr) = 1
wi(z) = (x— xo)
wn () = (x —x0) -+ (x — Tp—1)

bilden die Newtonsche Basis von II,,.
» Fiir die Koeffizienten erhilt man zum Beispiel
do = [xo]f = f(wo)
51 = [z, a1lf = f(z1) — Po(z1) _ f(z1) — f(20)

1 — Lo 1 — Lo

bzw. verallgemeinert . ..
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Newtonsche Interpolationsformel
[e]e]e]e] Telele]

Darstellung von P, (x): Newtonsche Interpolationsformel

Lemma 8.16

Seien die Stiitzstellen x; paarweise verschieden. Dann gilt

[0y ...y xn]f =

[T1,y. .oy xn]f — [®oy. oo s Tn_1]f

Tn — Lo

Man nennt [xg, ..., Zn]f dividierte Differenz der Ordnung n.
Da [x;]f = f(x;) erhidlt man das rekursive Schema

[=:]f [ @ip1]f [®is Tit1s Tipa]f [®is ig1; Tiy2, Tips]f
xo | [zo]f
> [zo,zi]f
z1 | [z1]f [0, %1, ®2] f
> [z, z2]f > [®0, 21, ®2, @3] f
za | [@2]f > [x1, T2, 23] f :
> [z2,zs]f
3 .

[zs]f
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Newtonsche Interpolationsformel
[e]e]e]ele] lele]

Beispiel 8.18

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 1 = 0.2, 3 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(xz;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xg,x1,x2,x3).
T I (i)
xg =20 1.000
x1 = 0.2 | 0.9801
xo = 0.4 | 0.9211
x3 = 0.6 | 0.8253
Cxy | =Dy 039912 T go04s

r . 7 —
Lr ) L= — 5
P X !
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Newtonsche Interpolationsformel
[e]e]e]ele] lele]

Beispiel 8.18

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 1 = 0.2, 3 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(xz;) firi =0,...,3.

Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xg,x1,x2,x3).

x; I (x4)

ro =0 | 1.000
> -0.0995

x1 = 0.2 |(0.980%
—— > -0.2950

xo = 0.4 | 6,921

x3 = 0.6 | 0.8253

0,311 — 0 %o

—

I
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Newtonsche Interpolationsformel
[e]e]e]ele] lele]

Beispiel 8.18

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 1 = 0.2, 3 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(xz;) firi =0,...,3.

Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xg,x1,x2,x3).

x; f(x;)
xg =0 1.000

> -0.0995

1 = 0.2 | 0.9801
> -0.2950

Ty = 0.4 | 0.9211
-0.4790

x3 = 0.6 | 0.8253
D 03] = Dy 29070 7 o0

Cr, 1y 3 ]
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Newtonsche Interpolationsformel
[e]e]e]ele] lele]

Beispiel 8.18

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 1 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.

Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xg,x1, T2, 3).

T f (i)
ro =20 1.000
> -0.0995
1 = 0.2 | 0.9801 > -0.4888
> -0.2950 > 0.0480
xro = 0.4 | 0.9211 > -0.4600
> -0.4790
x3 = 0.6 | 0.8253
P(cos x|0)(x) = 1.000

P(cos x|0,0.2)(x) 1.000-0.0995 x
P(cosx|0,0.2,0.4)(x) = 1.000-0.0995 x-0.4888 x (x — 0.2)
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Newtonsche Interpolationsformel

[e]e]e]e]e] lele)

Beispiel 8.18

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 1 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.

Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xg,x1, T2, 3).

x; f(x;)
xg =0 1.000
> -0.0995
x1 = 0.2 ] 0.9801 > -0.4888
> -0.2950 > 0.0480
xro = 0.4 | 0.9211 > -0.4600
> -0.4790
xg3 = 0.6 | 0.8253

P(cos x|0,0.2,0.4,0.6)(x)
= P(cosx|0,0.2,0.4)(x)+0.0480  (x — 0.2) (x — 0.4)
= 1.000-0.0995 x-0.4888 x (x — 0.2)

+0.0480 = (z — 0.2) (z — 0.4).
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Newtonsche Interpolationsformel
00000080

Satz 8.21

Es gelten folgende Eigenschaften:

(i) [xoy...,xn]f ist eine symmetrische Funktion der

Stutzstellen, d.h.

hangt nicht von der Reihenfolge der Stiitzstellen ab

(konkret gilt zum Beispiel [xg, 1, z2]f = [1, o, 2] f).
(i) Fir Q € Ig—1 gilt [Lo,...,zL]Q =0
(iii) Fir die Newtonsche Basispolynome wy, gilt

[0y ..., Tk|wj = Ok, firj,k=10,...,n.

(iv) Sei @ := ming<;<n Ti, b= maxo<i<n i,

I :=[a,b] und f € C™(I). Dann existiert £ € I, so dass
£ ()

[0y ... yxn]f = '
n!
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Newtonsche Interpolationsformel
0000000e

Losungsdarstellung

Die selbe Losung P, = P(f | o,. .., an) hat unterschiedliche
Darstellungen abhingig von der Wahl der Basis in TI,,:

1. Lagrange-Basis
n

Pu(z) =Y f(z) tn(@),  Ln(@) = [] .
7=0

2. monomiale Basis
n ao f (o)
P,(x) = Z a; x?, V| ¢ | = :
3=0 Qan f(wn)
3. NewtonschenBasis
P,(x) = Z[azo, ..., xj] fwj(x), Knotenpolynome w; und
=0

[Toy ... xn]f =

[T1y. . xn]f — [CC(),...,.’I,‘n_]_]_f.

Tn — Lo
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sche Interpolationsformel Fehleranalyse N e erentiation Zusammenfassung Zusammenfassung

©0000000000 O

Fehleranalyse — Restglieddarstellung

Satz 8.22

Seien xq, ...,y paarweise verschiedene Stiitzstellen, x € R,
a := min{xg,...,Tn},
b := max{xg,...,zn} und
I := [min{a, z}, max{b, z}].

Fiir f € C™T1(I) existiert £ € I, so dass

- FOD©)
f(x) = P(f|zo,- -y @n)(x) = }30(‘” Sl ey
gilt. Insbesondere gilt
r;lg;( |.f(y) - P(flmO’ oo ’wn)(y)l
i (v — )| - max L@
I j=0 y wj Iggf (n + 1)! )

< max
ye
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Fehleranalyse
0®000000000

Beispiel 8.24

Die Funktion f(x) = log(1 + ) wirdan g =0und 1 =1
linear interpoliert.
Bestimmen Sie den Interpolationsfehler im Intervall [0, 1].
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Fehleranalyse
0®000000000

Beispiel 8.24

Die Funktion f(x) = log(1 + ) wirdan g =0und 1 =1
linear interpoliert.
Bestimmen Sie den Interpolationsfehler im Intervall [0, 1].

» Mit den Ableitungen

1 1
f'(z) = T+a und f"(z) = “A+a2

erhilt man fiir £ € [0, 1]

f(x) — P(f]0,1)(z) = —(z — 0) (x — 1)
A /

1
2 (14 €)%
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Fehleranalyse
0®000000000

Beispiel 8.24

Die Funktion f(z) = log(1 + «) wird an xg =0 und ;1 = 1
linear interpoliert.
Bestimmen Sie den Interpolationsfehler im Intervall [0, 1].

» Mit den Ableitungen

1 1
f'(z) = T+ a und f"(z) = “+a2

erhilt man fiir £ € [0, 1]

1
f(z) — P(f|0,1)(z) = —(x — 0) (z — 1) 21162
» Da max ¢jo,1) [(x — 0) (x — 1)| = % und & > 0 gilt fiir

den Interpolationsfehler

1 1
£ (@) = P(f10,)(@)| < 5+ 5 = o

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik






Fehleranalyse
00e00000000

Beispiel 8.24

Die Funktion f(x) = log(1 + ) wird an g = 0, 1 = 0.5 und
x2 = 1 quadratisch interpoliert.
Bestimmen Sie den Interpolationsfehler im Intervall [0, 1].

» Mit der Ableitung f"’(x) = ﬁ erhilt man fir € € [0, 1]

@) = PUIO 3@ = @~ 0 = Do~ Dy
» Da
1 V3
mrél[%,)i] r <£B - 2) (x — 1)‘ = g,

und € > 0 gilt fiir den Interpolationsfehler

1
|f(x) — P(£]0,0.5,1)(x)| < 56 75"
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Fehleranalyse
00080000000

Erhéhung Polynomgrad bzw. Stiitzstellenanzahl

Definiere

n | F D ()]
wny1(x) = j];[o(:n — ;) und My 1(f) := Jgﬁfi] W

Dann erhalt man fiir die Fehlerschranke

1£(@) = P(f|20s - - s @) (@)] < |1 ()| Mg (£)
fir x € [a,b] und x; € [a,b], j =0,1,2,...,n.
» My +1(f) héngt nur von f ab, aber nicht von Stiitzstellen

» wnp1(x) hdngt nur von den Stiitzstellen ab, aber nicht von f.
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Fehleranalyse
0000e000000

Erhéhung Polynomgrad bzw. Stiitzstellenanzahl

» Verhalten der Funktiqn wn+1 bei dquidistanten Stiitzstellen.
> Beispiel: z; =1+ 2,5 =0,...,n firn=3,7,11.

1.2 1.4 1.6 1.8 2
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e Interpolationsformel Fehleranalyse Nt e Differentiation Zusammenfassung sammenfassung
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Erhéhung Polynomgrad bzw. Stiitzstellenanzahl

Bemerkung 8.25

» Das Verhalten der Funktion wyn41 kann fiir eine andere Wahl
der Stitzstellen wesentlich besser sein.

» Es ist bekannt, dass die Nullstellen der sogenannten
Tschebyscheff-Polynome wesentlich giinstiger Stiitzstellen
liefern.

» Fiir diese Nullstellen gibt es explizite Formeln, z.B. fiir das
Intervall [1, 2] hat man die Formeln

2= 1L o 23’“,,) =01 n
T2 2 2n+2 )’ P
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Fehleranalyse
000000e0000

Erhéhung Polynomgrad bzw. Stiitzstellenanzahl

» Verhalten der Funktion wy,41 bei Tschebyscheff-Stiitzstellen.
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Fehleranalyse
00000008000

Grenzen der Polynominterpolation

Beispiel: Runges Phianomen

» Die Funktion
f&) =1
ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar.

» Die Folge der Interpolationspolynome

P,(x) = P(f|xo,...,xn)(x)
mit .
J .
T; = _5+1Oﬁ’ 71=0,...,n,

divergiert auf [—5, 5].
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Fehleranalyse
00000000e00

Grenzen der Polynominterpolation

Als Mittel, iiber immer mehr Stiitzstellen immer bessere
Approximationen zu gewinnen, taugt die Polynominterpolation im
allgemeinen nicht.
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Fehleranalyse
00000000080

Fester Polynomgrad

» Seien a := min{xg,...,zn}
und b := max{xg,..., Ty} mit n fest.
» Die Linge des Intervalls h := b — a sei verdnderbar.

» Falls x € I := [a, b] liegt, erhilt man sofort die grobe
Abschitzung
|wnt1(z)] < AL,

und somit
n+1

h
A LA )

» Der Fehler wird kleiner, wenn die Stiitzstellen gemaR h zusam-
menriicken.

Dieser Effekt wird in den meisten Anwendungen benutzt.

https://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/imng/TCM/TCM_polyint.m
Matlab-Demo ps://pap & e Poty
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Fehleranalyse
000000000 0e

Beispiel 8.26

Die Funktion f(x) = log(1 4+ ) wird an zp =0 und z1 = h
linear interpoliert.

Bestimmen Sie den zugehdrigen Interpolationsfehler in [0, k] in
Abhangigkeit von h.

» Wir erhalten (siehe Beispiel 8.24)
f(x) — P(f|0,h)(x) = —(z — 0) (x — h) 2162

> Da max zejon |(z — 0) (2 — k)| = 22 und ¢ > 0 folgt fiir
den Interpolationsfehler

2
7(@) = P70, @] < ) i w € [0, .

» Der Verfahrensfehler strebt also mit der Ordnung 2 gegen 0.
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Numerische Differentiation
[ leJele]e]

Numerische Differentiation

Zur Erinnerung: In der Newton-Interpolationsformel ist

On = [Toy..., Tn|f
der Koeffizient der Potenz ™. Daraus folgt
n! [0, ... Tulf = P(flzo, ... 20) ™ (x) = f™(2).
1. Ableitung: Speziell erhdlt man bei dquidistanten Stiitzstellen
xj =z + Jh,

f(z) = zo, z1]f = f(z1) — f(zo)

(m € [$0’ m1]),

h
und aus der Taylor-Entwicklung ergibt sich fiir g = x — % h und
r1 =« + %h (zentrale Differenzen)
1 1
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Numerische Differentiation
(o] Jele]e]

Numerische Differentiation

2. Ableitung: Speziell erhidlt man bei dquidistanten Stiitzstellen
zj =zo+Jh,

f”(.’B) =~ 2! [a:o,:l?l,wz]f

_ fz2) -2 f}f;cl) + f(=zo) (@ € [z0,x2]),

und aus der Taylor-Entwicklung ergibt sich fiir ¢g = « — h,
x1 = « und 2 = = + h schlieBlich

f@+h)—2f(x)+ fl@—h) K

f(w) = 2 5 FP©

vgl. Beispiel 3.2.
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Numerische Differentiation
[e]e] le]e]

Ausléschung bei numerischer Differentiation

» Differenzenquotient

_ f@+h) —2f@) + f(z — h)
_ A .

Ay

> Fehler in den Daten
A . J@th) —2f(@) + f(x—h)
h = h2 .
> Fehler in Ap, aufgrund von Datenfehler (|f(y) — f(y)| < €)
~ 1 ~ ~
A= Bn| = — |(fa+h) - fet+n) -2 (@) - f@)
~ 4e
+ (fe-h) - fla—n) <.

~ = 4
|Bn - £7(2)] < |An — An| + 184 — (@) < 75 +ch?
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Numerische Differentiation
[e]e]e] Jo]

Ausléschung bei numerischer Differentiation

» Die Schranke wird fir h = /4 €/c minimal.
» Bsp: € = 1079 = h =~ 102, kleineres h vergroRert Fehler
. /1551’2 +ch?

- / g

/" ch? (Diskretisierungsfehler)

4eh™? (Rundungsfehler)

0 afa h

Man sollte stets dafiir sorgen, dass Rundungsfehler einen kleineren
EinfluB haben als Diskretisierungsfehler.
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Numerische Differentiation
[e]e]ele] ]

Beispiel 8.36

Anniherung der zweiten Abteilung von f(x) = sin(z) + 3 x?2 an
der Stelle = 0.6 mit dem Differenzquotienten

_fle+h)—2f(=)+ fz—h)
h2 )

Ap

» Wir rechnen auf einer Maschine mit eps ~ 10~16
» Man erwartet einen minimalen Gesamtfehler fiir h ~ 104
» Experimentell bestatigt sich dies:

h | Ap | |An — £ ()]
10—2 | 5.4353622319 4.71e-06
10—3 | 5.4353575738 4.72e-08
10—% | 5.4353574974 2.92e-08
10—5 | 5.4353566092 9.17e-07
10—% | 5.4352078394 1.50e-04
10— 7 | 5.4400928207 4.74e-03
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Zusammenfassung
@00

Zusammenfassung

» Fiir die Numerik giinstige Darstellung:
Newtonsche Interpolationsformel
Fehlerschranke

|f (@) = P(f | zo, ..+ 2n)(®)| < |wni1(2)] Mnya(f)

, . | £ (@)
t wp, = — . an = _
mit wp41 () jl;[o(ﬂ? ;) +1(f) X 1)
Sehr hoher Polynomgrad: oft nicht giinstig (Runge-Beispiel).
Besser: fester Grad + Wiederholung
+  Verkleinerung des Interpolationsintervalls
Numerische Differentiation:

v

vy

v

™ (x) = n!zo,...,xn]f ~ Formeln

» Wahl von h: Kompromiss zwischen Diskretisierungsfehler und
Rundungsfehler (Ausléschung)
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Zusammenfassung
oeo

Verstandnisfragen

Es sei P(f|xo,...,xyn) das Lagrange—Interpolationspolynom zu
den Daten (o, f(€0)),- -+, (Tn, f(xrn)) sowie [xq,...,zn] f
die dividierte Differenz der Ordnung n von f.

f|P(flzos - zn)(x) =
On (x —xp) + P(f|Toy- -y xn_1)(x) gilt fir alle .

Essei f(x) = 3z2 + 2.

Bestimmen Sie [z, ®1, x2, x3]f. D

w | Essei P(f|zo,...,zn)(x) = > 7_¢aj xd.

Dann gilt ay, = [Toy ..., xx] f.

w | Es sei IT,, der Raum aller reellen Polynome vom Grad maximal
n. Die Knotenpolynome wo(z) := 1,

wi(x) :=(x —xg) -+ (x — x—1), kK = 1,...,n, bilden
eine Basis des Raumes I1,,.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



Zusammenfassung
ooe

Verstandnisfragen

Es sei n € N und P(f|xo,...,xy) das Lagrange-

Interpolationspolynom vom Grad n, das die Funktion
f:la,b) > R

in den Stiitzstellen a < g < -+ < @, < b interpoliert.

f | Erhoht man sukzessive den Polynomgrad m, so erhdlt man eine
immer genauere N3herung der zu interpolierenden Funktion f
in [a, b].

f | Die Wahl von &quidistanten Stiitzstellen ist optimal fiir die
Polynominterpolation

f | Der Fehler max,ciq,b] |P(f | To,---,®n) — f(x)| hingt
nicht von der Wahl der Stiitzstellen ab.

f max |P(f | Lo, .,.’Bn)($) - f(w)l S max |P(f | Lo, ~7mn—l)(w) - f(w)l
z€[a,b] z€[a,b]
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