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Kapitel 2

Kondition

Kondition: Definition
» ist unabhangig von einem speziellen Lésungweg (Algorithmus)

» gibt an, welche Genauigkeit man bestenfalls (bei exakter
Rechnung) bei gestdrten Eingangsdaten erwarten kann.

Frage:
» Was ist die (relative) Kondition eines Problems?

= Die relative Kondition eines Problems bezeichnet das Verhiltnis
des relativen Ausgabefehlers zum relativen Eingabefehler, d.h. die
Sensitivitdt des Problems unter Stérungen der Eingabedaten.
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Kapitel 2

Kondition: Berechnung

Wie wird die Kondition analysiert?

» Wir haben folgende Fille betrachtet
» f:R—R
> f:R* 5 R
» f:R™ — R"”, f linear

Wie sind die elementaren Rechenoperationen konditioniert?
» Multiplikation und Division sind fiir alle Eingangsdaten gut
konditioniert.
» Addition ist

» gut konditioniert, wenn beide Zahlen das gleiche Vorzeichen
haben;

» sehr schlecht konditioniert, wenn &1 ~ —x5.
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Kapitel 2

Kondition: Berechnung

» f :R™ — R (Eingabe: Vektor, Ausgabe: Skalar)

o | = 2T
mit e of(x) =x;
Hrel(m) - Hrel(m) T mJaX‘ 81133 . f(CC)

» f:R™ — R™ (Eingabe: Vektor, Ausgabe: Vektor)
Fir f(x) = Ax linear, invertierbar gilt

1£(3) — £@)] =l
< ||A]ll - || A -
@I = W el
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Kapitel 2

Maschinenzahlen

Wie werden Zahlen im Computer dargestellt?

» Maschinenzahlen M(b, m, r, R)
= Tuins Tuaxs €PS, €] < eps

Welche Probleme kénnen dabei/deswegen auftreten?
» Assoziativ- und Distributivgesetz nicht mehr giiltig

» Gefahr der Ausldschung bei V € {+, —}

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Maschinenzahlen: Darstellung

Seien b € N, b > 1, fest gewahlt. Jedes x € R, x # 0, lasst sich
in der Form

e .
=% dib77 ] b
j=1

darstellen, mit d; € {0,1,...,b— 1}, d1 # 0,
und e eine ganze Zahl.

Nur endliche Anzahl darstellbar = Maschinenzahlen M(b, m, r, R)
» BetragsmaBig kleinste (£ 0) und groRte Zahl:

LN — bT_l Und Tyax — (1 - b_m) X bR

» Bildbereich D := [—CUMAXa _wMIN] U [93M1Na xMAX]
» Unterlauf, wenn 0 # || < |@anl;
» Uberlauf, wenn |z| > |Zyax|-
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Kapitel 2

Maschinengenauigkeit

» Fiir den relativen Rundungsfehler erhdlt man fir x € D
‘ﬂ(az) —x

xr

b™™ e 1—m
b b

— b~1l.0be 2

» Die (relative) Maschinengenauigkeit
bl—m

eps = ——
P 2

charakterisiert das Auflésungsvermégen des Rechners, d.h.
eps = inf{d > 0 | fl(1 4+ 4) > 1}
» Der Rundungsfehler e erfiillt |e| < eps und es gilt
fl(x) =x (14 ¢).
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Rickwartsstabilitat

Definition (Riickwartsstabilitat)

Das Verfahren heiBt riickwarts stabil, wenn es fir alle & € X ein
x € X gibt, so dass

|z — 2|

f(z) = f(2) und ]

= O(eps).

Satz

Wird ein riickwarts stabiler Algorithmus zur Losung des Problems f
mit Kondition k(x) angewendet, so gilt

If(z) = f()]|
£ ()l

= O(k(x) eps).
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Stabilitat vs. Kondition

> Bei einem stabilen Losungsverfahren bleiben die im Laufe der
Rechnung erzeugten Rundungsfehler in der GroRenordnung der
durch die Kondition des Problems bedingten unvermeidbaren
Fehler.

» Kenntnisse iiber die Kondition eines Problems sind oft fiir die
Interpretation oder Bewertung der Ergebnisse von
entscheidender Bedeutung.

» “Schlechtes Ergebnis’ bedeutet nicht unbedingt gleich
“instabiler Algorithmus”, sondern deutet evtl. auf eine schlechte
Kondition des Problems hin.

» In einem Algorithmus sollen (wegen Stabilitat) Ausléschungs-
effekte vermieden werden.

Operationen - und / sind fiir alle Eingangsdaten gut konditioniert.
Operationen 4+ und — kénnen schlecht konditioniert sein. Dadurch
kénnen Rundungsfehler enorm verstarkt werden: Ausléschung.
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Lineare Gleichungssysteme: Kondition

Sie ¢ + Ax die Lésung von (A + AA) (z + Az) = b+ Ab.
Dann gilt falls n(A) IAAL 4.

AT
|z K(A) (IIAAII ||Ab||>
- AA
lell = ) oy 1AAT Ulal ™ o]
14

wobei 1
K (A) = [[ATTA]

die (relative) Konditionszahl der Matrix A (bzgl. || - ||) ist.

Der Fehler ist proportional zum Residuum 7 = b — A&

N N L
D7 5 S T S g
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Matrixzerlegungen

» LR-Zerlegung/GauR-Elimination mit Spaltenpivotisierung
PA=LR
> (praktisch) stabile und effiziente Methode

» Aufwand ~ %n3

» Cholesky-Zerlegung: A = L D LT
» Fiir symmetrisch positiv definite Matrizen (“symmetrische”
LR-Zerlegung)

» Berechnung durch elementweise Auswertung von A = L D LT:
Cholesky-Verfahren

» QR-Zerlegung: A= QR
» Existiert auch fiir rechteckige Matrizen

» Berechnung iiber Givens-Rotation, Housholder-Transformation
(oder Gram-Schmidt)

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Gauls-Elimination/ LR-Zerlegung

>

Dreiecksmatrizen ergeben leicht I6sbare Systeme:
Aufwand =~ %nz Operationen.

v

K (A) spielt eine zentrale Rolle bei der Kondition des Problems
(A,b) — = = A~1b, siehe Satz 3.9.

v

Residuum als MaR fiir die Genauigkeit:
Nur aussagekraftig fir k(A) = 1.

v

Zeilenskalierung vs. Pivotisierung

» Skalierung/Aquilibrierung verbessert die Kondition des
Gleichungssystems. (sogenannte Vorkonditionierung)

» Pivotisierung verbessert die Stabilitdt der GauR-Elimination/
LR-Zerlegung.
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Cholesky-Zerlegung

Definition 3.31. (Symmetrisch postiv definite Matrix)

A € R™*™ heit symmetrisch positiv definit (s.p.d.), falls
AT = A (Symmetrie)

und fiir alle z € R™, x # 0 gilt

T Az >0 (positiv definit).

v

A ist invertierbar, und A~ ist s.p.d.

» A hat nur strikt positive (insbesondere reelle) Eigenwerte.

v

A hat nur strikt positive Diagonaleintrige und der
betragsgroBte Eintrag von A liegt auf der Diagonalen.

v

Bei GauB-Elimination ohne Pivotisierung sind alle
Pivotelemente strikt positiv.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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QR-Zerlegung
Eine Matrix Q € R™X™ heiRt orthogonal, falls

QTQ=1

Eigenschaften:

» Q_]' p— QT.
> Q2 = [lzl|2, ®2(Q) = 1.
> |Q Allz = [|All2, k2(Q A) = K2(A).

Satz QR-Zerlegung

Zu A € R™X™ existiert eine Orthogonale Matrix @, so dass
A=QR,

mit R obere Dreiecksmatrix.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Givens-Rotationen

Grundaufgabe

Gegeben sei (a,b)T € R?\ {0}. Finde ¢, s, € R mit

(5 906 =)

und
c? + s2 =1.
. . a b
Die Loésung ist: » = =\/ a2 + b2, c:= —, s:= —

Beachte
Drehung verandert nicht die Euklidische Lange eines Vektors, d.h.

I(r,0) ]2 = || = Va2 + b2 = ||(a, )" |2

» Die obige (Rotations-)Matrix ist orthogonal.

<
<
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Householder-Transformation

Fiir v = (v1,...,v,)T € R™\ {0}, ist die Householder-
Transformation definiert als

’U’UT

Qv:I—zm.

H, = {x € R*|zTv = 0}.

H,
v Losung von Quy = +||y||2et
” v=y + o el
oy o = sign(y1) [|yll2
1
= —xe
Q.Y O
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Linearer Ausgleich

» Aufgabe: b € R™, A € R™*X™ m > n,
min |Az — b2 & AT Az = AT»b

» Eindeutige Losung <> Rang(A) =n

» Kondition (nur Stérung in b):
12 —a*ll2 _ #2(4) [Ib—bll2
l*[l2 = cos®  ||b]l2
(Az*,b) b-az*iae~ ||Az”|

Az [[b] 1]l
» Ldsungsverfahren:
» iiber Normalgleichungen AT Az = AT b
(Cholesky-Verfahren)
» iiber QR-Zerlegung (Householder, Givens)

wobei cos ® =

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Linearer Ausgleich: Stabilitat

Normalgleichungen

QR-Zerlegung

Rechenaufwand

~ - mmn? ~ mn?
2
(m > mn) (Householder)
Stabilitat instabil, wenn stabil

K',Q(A) >1

stabil, wenn
Kk2(A) moderat

IGPM, RWTH Aachen
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Singuldrwertzerlegung

Satz 4.27

Zu jeder Matrix A € R™X™ existieren orthogonale Matrizen
U € R™*X™ V € R®*™ und eine Diagonalmatrix

¥ := diag,,,,(01,...,0p) € R™*"™,  p = min(m,n),

mit
0’120’22--->0'p>0,

so dass
A=UxVT,
Hierbei heilen:
» Singuldrwerte von A : o0y, t=1,...,p
» Linkssinguldrvektoren : Spalten von U = [ug ug2 + + - Uy
» Rechtssinguldrvektoren: Spalten von V' = [v vg - - vy]

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Singularwertzerlegung: Eigenschaften

Sei A = U X V7T eine Singulirwertzerlegung von A € R™X™ mit

0-12"'20-7‘>0-7‘+1:”':Up:0'

v

HA||2 =01 = Umax
|A7 |2 = &~ = =, falls A € R™*" regular

O'
> ka(A) = ||A||2 I|A~ 1||2 = 01 , falls A € R™"™ regular
» Die Pseudoinverse AT € ]R"xm ist definiert durch

AT = v T UT mit =t = diag, (0] 5-.vr0o. 5 0,...).

r

v

> ka(A) = |Ally [|AF ]2 = Z2 = Zuax

Omin’
falls Rang(A) = r mit AT die Pseudoinverse.
» Linearer Ausgleich: 2* = ATb = V X1 U”b ist Minimierer
von min ||Ax — b||2 mit ||x*||2 minimal.
rER™
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Nichtlineare Gleichungssysteme

» Nullstellenproblem f(x) = 0 < Fixpunktproblem ®(z) = x.

Es gibt viele Moglichkeiten fiir @,
zum Beispiel: fiir invertierbare Matrix M:
P(x) = — M, f(x).

» Fixpunktiteration:
Trt+1 = P(xk)
» Banachscher Fixpunktsatz:
® : E — E, E abgeschloRen, konvex (Selbstabbildung)
® Kontraktion auf E
hinreichende Bedingung fiir Konvergenz der Fixpunktiteration.

» n = 1 (skalares Problem): geometrische Darstellung der
Fixpunktiteration.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Nichtlineare Gleichungssysteme: Verfahren

» Konvergenzordnung: MaB fiir die Konvergenzgeschwindigkeit

» Fehlerschatzung hingt von p (Konvergenzordnung) ab.
Skalare Folgen : einfache Formelnp =1, p > 1
Vektorfolgen : einfache Formel nur fiir p > 1.

» Methoden fiir skalare Probleme f(x) = O:
Bisektion, Newton-Verfahren, Sekanten-Verfahren.
» Newton-Verfahren:
» gkt = gk 4 sk mit f/(x*) sk = —f(=F)
» Konvergenzordnung: p = 2, falls f/(x*) regular
» lokale Konvergenz
» Stopp-Kriterium: ||z* — x®|| ~ ||zF*+1 — x®|| "klein"
» Vereinfachtes Newton-Verfahren: feste Jacobi-Matrix
» Wabhl des Startvektors: Homotopieverfahren, problemabhingig
» {iber Dampfung kann man den Konvergenzbereich vergroRern

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Das GauB-Newton-Verfahren

Nichtlineares Ausgleichsproblem

Gegeben F : R™ — R™, bestimme x* C R"™, so dass

x* € argmin ||F(z)||2.
T ER™
Ansatz:
1. Ersetze F'(x) durch lineare Approximation (Taylor-Entwicklung)

2. Schrittweise Ann3herung an x* durch Ldsung linearer
Probleme in jedem Schritt

Zur Erinnerung:
» Wir bezeichnen die Lésung am lterationsschritt k mit
zk = (zF,...,2")T e R™.
» Taylor-Entwicklung
F(z) = F(a*) + F'(a*) (z — 2*) + O(|lz — a*|32).

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



Das GauB-Newton-Verfahren

Algorithmus 6.3. (GauR-Newton)

Wihle Startwert 0.
Fir k=0,1,2,...:

1. Berechne F(z¥), F'(x¥).
2. Finde sk, so dass

s* € argmin ||F'(z*) s + F(z*)||2
sER”

3. Setze zFt1 = gk 4 sk.

» Schritt 2 erfordert die Lésung eines linearen Ausgleichs-
problems (Normalgleichung, QR-Zerlegung, SVD)

» Falls F’(x) nicht vollen Rang hat, hat das Ausgleichsproblem
keine eindeutige Losung. — Wihle s*¥ mit minimaler 2-Norm.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



Zusammenfassung
[e]e] le)

Kapitel 6

Gauls-Newton als Fixpunktiteration

Gauss-Newton mit Rang F’(x) = n ist Fixpunktiteration mit
®(x) =« — [F'(x)" F'(x)] 7 F'(x)"F().

Lokale Konvergenz um x* = ®(x*) hangt von p(K) || F(z*)]|2,
wobei

- F(m // :I)* —1
(ZIIF(w*)Il F )>A

und A2 = F'(z*)TF'(z*).
> Falls z* lokales Maximum oder Sattelpunkt von ¢ := 1| F||2,
gilt immer p(K) || F(x*)||2 > 1, also abstolend.
» Falls * lokales Minima mit p(K) || F(z*)||2 < 1, dann
lokale Konvergenz
» Falls * lokales Minima mit p(K) || F(«*)||2 > 1, dann
abstoRend

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Nichtlinearer Ausgleich: Zusammenfassung

» Beim GauB-Newton-Verfahren wird das nichtlineare
Ausgleichsproblem iiber eine Folge linearer Ausgleichsprobleme
geldst.

» Lokale Konvergenz im allgemeinen nur 1. Ordnung,
falls F'(z*) = 0, sogar von 2. Ordnung.

» Es kann lokale Divergenz auftreten.

» Matrix F’(azk) kann Rang < m haben.

» Bei Levenberg-Marquardt:

» Parameter p zur VergroRerung des Einzugbereichs.

1k
» Matrix (F (a: )> hat stets Rang = n.
nl

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Polynominterpolation

Lagrange-Interpolationsaufgabe: Es gibt eindeutiges P,, € II,,, mit
Pn(acj) :f(xj), 1=0,1,...,n

Effiziente Auswertung an einer Stelle mit Neville-Aitken-Schema

Werten Sie P(f|xo,x1,x2) an der Stelle z = 0.5 aus.

‘ Pi’() Pi,l Pi,2
rg = 0 P0,0 = f(w()) =1
L1 = 1 Pl’() = f(a:l) =14 2.5
x2 =2 | Papo= f(x2) =2 5.0 31

1. Einsetzen der gegebenen Werte
2. Auswerten der Rekursion

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Effiziente Methode zur Auswertung der Potenzform

Sei p € I1,, ein Polynom, das in der Potenzform vorliegt, d.h.,
p(¥) =ao+arxz+---+a,z"

mit bekannten Koeffizienten ag, ..., an. Es gilt

p(x) :ao—|—m(a1—|—m(a2—|—---—|—:c(an_1—l—azan))).

Algorithmus 8.12. (Horner-Schema)
Setze b, = an,
firk=m—1,n — 2,...,0 berechne
br = ar + x b1
Dann ist p(x) = bo.

Der Rechenaufwand wird etwa halbiert.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Losungsdarstellung

Die eindeutige Losung P, = P(f | xo,...,xy) hat verschiedene
Darstellungen abhangig von der Wahl der Basis in TI,,:

1. Lagrange-Basis
n

Pu(z) = 3 f(z5) tin(2), in(x) = [ ——2£.

=0 k=0 Ti — Tk
k#£j
2. monomiale Basis
n ap f(wO)
P,(x) = Z a;x’, Vol 1 | = :
3=0 an f(wn)

3. Newtonsche Basis

P,(x) = Z[mg, .oy z;| fw;j(x), Knotenpolynome w; und

[T1y.. s xn]f — [Toy. ooy Tn_1]f

Tn — To

[mo,...,:nn]f—

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Zusammenfassung: Knotenwahl

Definiere

(n+1)
(2 — x;) und Mpy1(f) := max [f D (@)]

wWnt1(x) 1= z€lap] (n +1)!

=

J

Dann erhalt man fiir die Fehlerschranke

|f () = P(flzo, - .-, xn) ()] < |wni1(2)| Mny1(f) -

Tschebyscheff-Knoten minimieren
den Fehler der Knotenpolynome.
Auf [—1,1] durch gegeben:

2j +1 .
Tj = cos w],7=0,...,m
2n + 2

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Interpolationsfehler

» Sei a := min{xzg,...,Tn}
und b := max{xg,...,Tn} mit n fest.
» Die Lange des Intervalls h := b — a sei verdnderbar.

» Falls x € I := [a, b] liegt, erhilt man sofort die grobe
Abschatzung
|wnt1(x)| < A,
und somit
n+1 +1
n
15 = P1or - el € gy 1 e

» Der Fehler wird kleiner, wenn die Stiitzstellen gemal h zusam-
menricken.

Dieser Effekt wird fiir die numerische Differentiation und
Spline-Interpolation genutzt.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Interpolation: Bemerkungen

>

Fiir die Numerik giinstige Darstellung:
Newtonsche Interpolationsformel

v

Sehr hoher Polynomgrad: oft nicht giinstig (Runge-Beispiel).

v

Besser:  fester Grad + Wiederholung
+  Verkleinerung des Interpolationsintervalls

v

Bei der Numerischen Differentiation ist bei der Wahl von h ein
Kompromiss zwischen Diskretisierungsfehler und
Rundungsfehler (Ausléschung) zu finden

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



Allgemeine Quadraturformel

Satz 10.3 und Lemma 10.4

Fiir gegebene Knotenc <z < -+ < zpp < dmith =d —c
gibt es Gewichte cg, . . ., ¢, so dass

d m
In(f) = / P(flo,---»zm)(@) dz = h S ¢; f(x5) -
c j=0

1 d ™ x—xp 1 d
Cj:h/c kl:[()mj_mkd:c:h/c Ljm(z) dx .

k#j
Die Quadraturformel ist exakt vom Grade m, d.h.

d
fir jedes Polynom Q € I, gilt I, (Q) = / Q(x) dx.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Newton-Cotes-Formeln
Newton-Cotes-Formeln fiir dquidistante Stiitzstellen

;, j=m=20
71=0,....m>0.

I.(f)=h ch f(c+&; h), wobei & =

m’

j=0
m & | ¢ |In(f) - [ f(@)de
1 | Trapezregel 0,1 %, % % h3 £ (¢)
: 5
2 | Simpson-Regel | 0, ;, 1 %, %, % % (%h) F@ &)

= S h 3 ¢ F(te1 + & B)
k=1 j=0

Fehlerschranke (Simpson): E(h) = Imn(f) — f;f(a:) dx

{_2880 (b —a) |F®||co,
R sug5 (FO®) — F®(a)) .

Summierte Formel: Iy n (f)

E(h) =
2880

Numerische Mathematik
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GauB-Quadratur

Newton-Cotes c; andern ab m > 8 Vorzeichen => Ausloschung.

Ziel: ¢; positiv und maximaler Exaktheitsgrad = GauB-Quadratur

Satz 10.6

Sei m > 0. Es existieren Stiitzstellen g, ..., Zm € (c,d) und
positive Gewichte wq, ..., Wy, so dass mit h =d — ¢

m d
hE:mf@Q:/‘ﬂ@dm+Eﬂm
1=0 ©

und Eg =0 firalle Q € May,41.
Ferner gilt fiir passendes & € [c, d]

((m + 1)1)°*
((2m +2)1)° (2m + 3)

By (h)] = pAImES | pamd) (g)|

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Zusammenfassung: Newton-Cotes / Gaul-Quadratur

» Newton-Cotes: dquidistante Stiitzstellen xg, ..., xm
Idee: Integriere P(f | oy« Tm)(x).

» GauB-Quadratur: spezifisch gewahlte Stiitzstellen
Idee: Finde xg, ..., T, Coy-- ., Cm, so dass I, exakt fiir

alle Q € Iz 41.
Unterschiede
» Newton-Cotes: einfacher, Exaktheitsgrad m oder m + 1
» GauR-Quadratur: Gewichte ¢; > 0, Exaktheitsgrad 2m + 1
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Verstandnisfragen VF-1

Es seien @\n bzw. Ty ax die kleinste bzw. grolte (strikt) positive
Zahl sowie eps die relative Maschinengenauigkeit in der Menge
M(b, m,r, R) der Maschinenzahlen gemaR Vorlesung/Buch und
D:= [_-'17MAX9 _mMIN] U [xMINa wMAX]-

Ferner beschreibe fl : D — M(b, m, r, R) die Standardrundung,
und es sei © (gem. Vorlesung/Buch) der Minusoperator fiir M,
dh:zoy:=fl(fi(x) — fi(y)) wobei wir hier annehmen, dass
alle Zwischenergebnisse in D liegen.

Alle Zahlen sind im Dezimalsystem angegeben.

f | Fiir jedes x € DD existiert eine Zahl € mit || < eps und
filz) =z + e

w | Die Zahl 31 ist in M(2, 6, —8, 8) exakt darstellbar.

Es gilt % < eps fir alle z,y € M(b, m, r, R)

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Kann fiir (betragsmaRBig) sehr groBe Zahlen (|| >> 1) nicht gelten:

eps <> relativer Fehler.

Frage 2: 31 = 111112 = 0.111115 - 25.

Frage 3: Da @ und y Maschinenzahlen sind und nach Voraussetzung alle
Zwischenergebnisse in D liegen, steht hier (z = & — y) im Prinzip:

Ifi(z) — =|

< eps
|z
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Verstandnisfragen VF-1
Berechnen Sie @\« fir M(3,2, —1, 3).

f

f

w

Es gilt W <epsfirallexz,ycDmitz #Zy

|

Bei einem stabilen Algorithmus ist der Ausgabefehler nicht viel
groBer als der Eingabefehler.

Die Subtraktion zweier Zahlen mit demselben Vorzeichen ist
immer schlecht konditioniert.

Die Funktion f(x1,x2) = x2 €™ ist fir alle (x1, x2) mit
|z1] < 1 gut konditioniert.

Es sei f(x) = 1/(1 + «) und & ein Naherungswert fiir x = 3,
der mit einem relativen Fehler von maximal 2% behaftet ist.
Bestimmen Sie in erster Ndherung eine (scharfe) Schranke fiir den

relativen Fehler in f(&) als Annaherung fiir f(x). | 0.015
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Frage 4:

Frage 5:

Frage 6:

I—Verstéindnisfragen VF-1

D xpax =0.223-3%3 = (24 2).27 =18+ 6 = 24.

3

. Jetzt sind @ und y keine Maschinenzahlen. Daher ist bedingt durch die

Eingangsrundung die schlechte Kondition der Subtraktion moglich.

Man kann die Kondition nicht umgehen.

Beispiel:

f(x) = 21990 2 =1 — & = 1.0001. Dieser Eingangsfehler von 0.01%
wird (bei exakter Rechnung) zu einm Ausgabefehler von mehr als 10.5%

Gegenbeispiel: = 101, y =1 : — Kpe = 1.01, also gut konditioniert.

Man rechnet leicht nach: Kpei,z; = |1| und Kret,e, = 1.
’ T

1 / 1
—_— & -
1+ x)2 14+ 14+
Also Kre1(8) = 0.75 und somit werden aus den 2% in der Eingabe in erster
N&herung 1.5% = 0.015 in der Ausgabe.

Hier ist Kper () = ‘
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Verstandnisfragen VF-2

Es seien A € R™*"™ beliebig aber reguldr, und b € R™ und
gesucht sei die Losung © € R™ von Ax = b.

f

f

w

w

Es seien & eine Ann3herung der Lésung x und r := b — A &
das zugehdrige Residuum.

Es gilt [Ir]l < £(A) & — @], mit (A) = | A]l A7)
Es existieren stets eine untere Dreiecksmatrix L und eine
obere Dreiecksmatrix R, so dass A = L R gilt.

Falls A orthogonal ist, gilt AT A = 1TI.

Es seien B € R™*™ beliebig aber reguldr und k(-) die
Konditionszahl bzgl. || - ||. Es gilt k(A B) < k(A) k(B).

Es sei B := D A die zeilendquilibrierte Matrix zu A.

Geben Sie || B||oo an.

f

Fiir die Matrix A = (_21 g) existiert eine Cholesky-Zerlegung

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Frage 2:

Frage 3:

Frage 4:

Frage 5:

Frage 6:

I—Verstéindnisfragen VE-2

lrll = [Ib— AZ|| = ||[Az — AZ| = ||A(z —2)|| < ||A]l - ||z — 2|
[[A=1|| kann sehr klein sein. Daher ist diese Aussage falsch.

- 0 1
Gegenbeispiel: A = (1 1

ist nicht immer ohne Pivotisierung moglich.

). Die GauR-Elimination zur Berechnung von L R

Definition von orthogonal.
k(A B) = ||ABJ |[(AB)~||

A B|| < [|A]l || B]|
Behauptung
lAB)~ =B~ A=Y < IB7H|| A~

Zeilendquilibrieren d;; = 1/ 3" |a;;| (“in jeder Zeile")
also so konzipiert, dass | DAl|lcoc = 1 = || B||co

A ist nicht symmetrisch.
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Verstandnisfragen VF-2

Es seien A € R™X™, beliebig aber regulir, b € R™ und gesucht sei
die Lésung © € R™ von Ax = b.

f | Der Rechenaufwand zur Bestimmung der Lésung x iiber die
GauR-Elimination mit Spaltenpivotisierung betrigt etwa % n3
Operationen (gem. Vorlesung/Buch).

6

f | Pivotisierung verbessert die Kondition der GauR-Elimination.

w/| Es sei P A = L R die iiber den GauR-Algorithmus mit
Spaltenpivotisierung berechnete Faktorisierung. Dann gilt:

1
det(A™ Y| = ————.
3 2 5
EsseiA=|—1 0 1 |.Berechnen Sie ||A]|1.
2 -2 -2

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



Numerische Mathematik
I—Versté’ndnisfragen

2020-01-27

Frage 4:

I—Verstéindnisfragen VE-2

. GauR/LR-Zerlegung %n3, 1 13 ist Cholesky/L D LT-Zerlegung

6

Pivotisierung stabilisiert (den Algorithmus)
Zusatz: aquilibrierung liefert eine Matrix mit i. A. besserer co-Kondition.

Da P A = LR gilt detP - detA = detL - detR also
+detA = detR

Da aus A A—! = I zudem detA - det(A_l) = 1 folgt, gilt

’det(A_l)‘ -+ _
|detA| |detR|

|| - ||» Spaltensummennorm max{6,4,8} = 8
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Verstandnisfragen VF-3

Es seien A eine symmetrisch positiv definite n X n-Matrix,
b€ R und A = L D L” die Cholesky-Zerlegung von A.
f|Esgit | Allz = |1 DJl2.

f | Das Problem A x = b ist immer gut konditioniert.

w | Das Cholesky-Vefahren zur Bestimmung der
Cholesky-Zerlegung ist ein stabiles Verfahren.

f | Fiir die stabile Berechnung einer L R-Zerlegung A = L R
von A ist Pivotisierung notwendig.

5 0
Es seien QQ eine orthogonale Matrixund Q | 0 | =

c
Geben Sie |c| an. 12 0

flEsgit A-' =L D 'LT.
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Frage 2

Frage 3

I—Verstéindnisfragen VE-3

e

[[esgit A= = LDt 17

Dazu miisste z. B. L orthogonal sein. (Also ||L|| = ||I]|). Gegenbeispiel:
1 0 1 1 1 1
L= (1 1), D=1, LDLT = (1 2) offenbar ||I||1 # ' (1 2) )
: Es gibt auch schlecht konditionierte “s.p.d.” Probleme.
Beispielsweise Hilbert-Matrizen. (hier mit Shift)
1 _1
H= 10100 10101 , ko(H) = 42.1513

1001 1002

: Cholesky ist von der Stabilitat mit Skalierung und Pivotisierung bei nicht s.p.d.
Matrizen vergleichbar.(Pivotisierung weder notwendig noch sinvoll.)

Frage 4: Da A s.p.d., hier nicht erforderlich.

Frage 5
Frage 6

: Anwendung von @ dndert Lange nicht. — |¢| = /52 + 122 = /169 = 13
: A=LDLT = A-'=L"Tp-1L!
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Verstandnisfragen VF-3

Es seien A eine symmetrisch positiv definite n X n-Matrix,
b€ R™und A =L DLT die Cholesky-Zerlegung von A.

w | Das Produkt zweier Givens-Rotations-Matrizen ist eine
orthogonale Matrix.

f | Es seien Q, € R™*™ eine
Householder-Transformations-Matrix und & € R™ beliebig.

Es gilt ||Quv Z]|co = ||| co-

f | Die Berechnung einer Q R-Zerlegung B = Q R von
B € R™*™ {iber Householder-Transformationen ist nur dann
stabil, wenn die Matrix B vollen Spaltenrang hat.

Es sei Q. eine Householder-Transformation. Geben Sie den Wert

des groBten Eigenwertes der Matrix Q,, an.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



Numerische Mathematik
I—Versté’ndnisfragen

2020-01-27

-
2
[

(1))
o
[y

Frage 2:

Frage 3:

Frage 4:

I—Verstéindnisfragen VE-3

Das Produkt orthogonaler Matrizen ist orthogonal.

(Q1Q2)(Q1Q2)T=Q1(Q2Q)QT =@:1QT =1

“falsche” Norm. Gilt nur fiir die 2-Norm.

Orthogonale Matrizen bilden auch fiir Matrizen mit Rangdefekt ein stabiles
Verfahren zur Berechnung der Q R-Zerlegung

Qx = Aa: fir || - ||2 gilt

lzllz = lIQ z|l2 = |IAz|l2 = [A] ||=||2 also [A] =1
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Verstandnisfragen VF-4

Es seien A € R™*™ mit Rang(A) = n < m, und b € R™.
Weiter seien Q@ € R™*™ eine orthogonale Matrix und R € R™*™

eine obere Dreiecksmatrix so, dass Q A = R = (1[?) gilt, mit

R € R™X™_Es sei * = arg mingepn ||[Ax — b|j2 € R™.
Weiter sei ©® € [O, g) der Winkel zwischen A x* und b.

W | Je kleiner der Winkel ©, desto kleiner ist die GroRe %.

f | Esgilt Rz* = QT b.

W | Die Matrix R kann man iiber Givens-Rotationen bestimmen.

f | Es gilt detR = detA.
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Frage 3:

Frage 4:

I—Versté’ndnisfragen

I—Verstéindnisfragen VF-4

|Az* — b2
[15]]2

sin @ =

“doppelt” falsch.

a) Dimensionen passen nicht Rax* eR”, QT b e R™
b) Q A = R: Aber mit (Z;) =Qboplus Re* = by
Givens-Rotationen sind orthogonale Transformationen

det A ist nicht-quadratische Matrizen nicht definiert.
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Verstandnisfragen VF-4
w| Es gilt |Ax — b|j2 = ||[Raz — Q b]|5 fiir beliebiges € R™.

Esseien m =4, n =3 und Qb = (1,0,3,—4)T.
Bestimmen Sie ||A =* — b||2.

f | Durch eine geeignete Wahl des skalaren Parameters im
Levenberg-Marquardt-Verfahren zur Lésung eines nichtlinearen
Ausgleichsproblems wird die Konvergenzordnung der Methode
in der Regel erhdht.

w | Die GauR-Newton-Methode zur L3sung eines nichtlinearen
Ausgleichsproblems kann man als Fixpunktiteration darstellen.

f | Die Konvergenzordnung der GauRk-Newton-Methode zur
Losung eines nichtlinearen Ausgleichsproblems ist immer
maximal 1.

Es sei ® = 0. Bestimmen Sie | A * — b||2. D
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Frage 3:

Frage 4:

Frage 5:

Frage 6:

I—Verstéindnisfragen VF-4

l[Az —bll2 = |Q(Az — b)||2 = [[Rz — Qb2

- . B . _ Rm* _ b1
Es gilt: [[Ax* — b2 = |[Rz* — Qb2 = H( 0 ) (bz)

Rax* = by, ||bz||2 Residuum. Hier by = (—4).

2

Der Parameter dient zur Dampfung der Korrektur. Ordnung bleibt. Konvergiert
moglicherweise langsamer, dafiir aber auch dann, wenn Gaul-Newton nicht
konvergiert.

Formal zk+1 = gk — (F’(w"’)T F'(a:’“))_1 F/(x*)T 2

Kann auch héher sein.
Falls || F(«*)|| = O mindestens 2 (lokall)

Mit der erste Frage in diesem Abschnitt folgt 0 = sin0 =
[|Az* —bll2 = 0.
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Verstandnisfragen VF-5

Es seien ® : R™ — R™ stetig differenzierbar und x* so, dass
®(x*) = x* gilt. Fiir z¢ € R™ wird die Fixpunktiteration
Trp4+1 = P(xr), kK =0,1,2,... definiert.

Weiter sei ®’(x) die Ableitung von ® an der Stelle .

Fir n = 1 sei auBerdem ®4(x) := %mz -1

f | Es gilt ||®"(x*)|| < 1.

f | Die Konvergenzordung der Fixpunktiteration ist maximal 2.

f | Das Fixpunktproblem ®;(x) = x hat eine eindeutige Lésung
z* € R.

Fir @1 sind auf dem Intervall [—1, 0] alle Voraussetzungen
des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.
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Frage 3:

Frage 4:

I—Verstéindnisfragen VE-5

Es gibt auch “abstoRende” Fixpunkte

: ®(x) = «P hat Konvergenzordnung p, denn * = 0,

& (z*)=...= P D(@*) =0

und
&) (£*) = p! #£ 0.

P (x) = %m2 — 1 = z hat genau 2 Ldsungen.

2 —4r—4=0 < z1,2:2:|:\/§

& ist auf [—1, 0] monoton fallend, also ®1([—1,0]) C [—1,—2
P () = %w also |®] (z)| < % auf [—1, 0].
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Verstandnisfragen VF-5

Wir betrachten die Fixpunktiteration zur Bestimmung einer Ldsung
x* < 0 des Fixpunktproblems ®1 (x) = «, mit einem Startwert
xg aus einer hinreichend kleinen Umgebung von x*. Geben Sie die

Konvergenzordnung dieser Methode an.

f | Bei der Sekantenmethode zur Bestimmung einer Nullstelle
einer skalaren Funktion f, miissen die Startwerte xg, €1 so
gewahlt werden, dass f(xo) f(x1) < 0 gilt.

w| Es sei f(x) = x? — 3. Das auf f angewandte
Newton-Verfahren konvergiert fiir jeden Startwert g > 0
gegen die Nullstelle * > 0 dieser Funktion.

f | Eine Dampfungsstrategie beim Newton-Verfahren zur
Bestimmung einer Nullstelle kann man nur bei skalarwertigen
Funktionen f : R — R anwenden.
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®’(x) hat nur z = 0 als Nullstelle = ®’(z*) # 0
=> Konvergenzordnung maximal 1. Es folgt genau 1

-n
2
[

(1))
o
[y

Frage 2: Muss nicht sein. Man verliert den Einschluss ja auch (voriibergehend) wahrend
der Iteration

Frage 3: Siehe Beispiel 5.24.

0<zo<V3 — V3<ax
z; =vV3 — x4, =+3, i=0,1,2,...
V3<® — V3<axipi<w®i, i=0,1,2,...

Frage 4. Geht mehrdimensional genauso.
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Verstandnisfragen VF-5

f | Es seien f : R — R zweimal stetig differenzierbar, und
f(z*) =0, f'(z*) #£ 0.

Weiter sei &g so gewahlt, dass die Newton-Methode
f(zk)

f'(xk)

mit Startwert g gegen x* konvergiert.
Dann gilt: |x* — zk| = (k41 — zx)? fiir k hinreichend groR.

LTr4+1 = T —

Es seien m = 1 und ®(x) = e 2,
Wir betrachten das Fixpunktproblem auf dem Intervall [0, 1].

Geben Sie eine scharfe obere Schranke firr die Li‘aschitzkonstante

L < 1 aus dem Banachschen Fixpunktsatz an. | 0.5
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Frage 1: Richtig ware
|z* — x| = |Tpt1 — zkl

oder
lze+1 — z*| < elzp — 2*|>.

Frage 2: [0, 1] wird durch e~ 3 ® auf [e_%, 1] abgebildet.

1 1
@' (z) = —Ee_%“” — |#/(@)| < 5 = 0.5 auf [0,1]
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Verstandnisfragen VF-6
Es sei P(f|xo,...,xyn) das Lagrange—Interpolationspolynom zu
den Daten (g, f(20))s-- -3 (Tn, f(xn)) mta=x¢ < - < x, = b.
Weiter sei [xg, ..., xy]f die dividierte Differenz der Ordnung n von f.

f |Esgilt firalle x € R P(f |x0,...,%n)(x) =

(x — xp)[xoy .- -y xn|f + P(f|xoy. -y Tn_1)(x).

w | Es sei IT,, der Raum der reellen Polynome vom Grad maximal n.
Die Knotenpolynome wg(x) := (x — x¢) + -+ (x — T—1),
k=1,...,n, wo(x) := 1, bilden eine Basis des Raumes II,,.
w | Die Auswertung des Interpolationspolynoms in der monomialen
Basis P(f | o, ..., Zn)(T) = Y po ar =¥ ist fiir
numerische Zwecke ungiinstig, weil das Problem (Auswertung)
beziiglich der Koeffizienten ay, oft schlecht konditioniert ist.

w | Der Fehler max,¢cq,p) | P(f | ®os .- -5 xn) — f(x)| hdngt
von der Wahl der Stiitzstellen ab.

Essei f(x) = 3x2 + 2. [xo, x1, T2, x3]f ist gleich D
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Frage 1: a) Polynomgrad nurn — 1

b) Richtig wire es wenn (& — &) durch HZ;_O"(:B — x;) ersetzt wird.
Frage 2: Das ist die Newtonsche Basis

Frage 3: Beispiel Kondition bzgl. ag.

OP(x)

600 = 1= Krel ,ag

‘P(w)
ao ist groB, |P(x)| klein, daher ist Kpei,ao &rok.
Frage 4: Wir hatten z. B. das Beispiel von Runge und

Fetb ()

Pa(@) = () = T

H (z — «;). Abhg. von z;.
i=0

Frage 5: [®o, ®1,x2,x3]f ist der fiihrende Koeffizient von P(f | zo,...,z3), d.h. der

Koeffizient von x#, also 0.
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Verstandnisfragen VF-6
Es sei f € Cl[a,b]. Das Integral I(f) = [, f(x) dx soll
numerisch approximiert werden durch eine Newton-Cotes-Formel
In(f) = (b—a) 32 owj f(zj) mita <z <...<zm < b
Weiter sei Ip, n(f) die aus I, (f) konstruierte summierte
Quadraturformel auf den Teilintervallen [t;_1,%;], 7 =1,...,n
mittj=a+jh, j=0,1,...,n h=(b—a)/n.

w

w

f

f

Es sei I2(f) die Simpson-Regel.
Dann gilt [I2,,(f) — I(f)| — O fir n — oco.
Es gilt I, (p) = I(p) fir alle Polynome p vom Grad maximal

m.
Es gilt I1 ,,(p) = I(p) fiir alle Polynome p vom Grad

maximal n.
Bei den Newton-Cotes-Formeln hangen die Gewichte w; von

dem Interval [a, b] ab.

Berechnen Sie eine Approximation von fo x® dx mit Hilfe der

summierten Trapezregel I1 2(f). -

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



Numerische Mathematik
I—Versté’ndnisfragen

2020-01-27

-n
2
[

(1))
[¢]
[y

Frage 2:

Frage 3:

Frage 4:

Frage 5:

I—Verstéindnisfragen VF-6

Stetigkeit reicht bereits fiir die Konvergenz der summierten Regeln. Mit
f € C#[a, b] hitten wir hier sogar O(h*), h = (b — a)/n

Der Exaktheitsgrad von Newton-Cotes-Formeln ist 7 oder m + 1, also ist m
immer OK.

Summation dndert nicht den Exaktheitsgrad

Weil wir die Darstellung h Y, w; f(x;) wahlen, sind die Gewichte nicht
intervallabhangig.

105 5 5y — 34 __
1(05+2.15 425 =32 =17
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