RHEINISCH WESTFALISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE
INSTITUT FUR GEOMETRIE UND PRAKTISCHE MATHEMATIK

Numerische Mathematik fiir Elektrotechniker — WS 19/20

Prof. Dr. Benjamin Berkels
Dr. Karl-Heinz Brakhage — Thomas Jankuhn — Christian Lébbert

3. Ubung

Aufgabe 1: (Verstédndnis Givens und Householder)

Es seien A € R™ " regulér, b € R™. Gesucht sei die Losung z € R™ von Az = b und es sei QR = A eine
Zerlegung von A mit ) orthogonal und R eine rechte, obere Dreiecksmatrix. Des Weiteren sei v € R™
mit v #0 und Q, =1 — 2% eine Householder-Transformation.

Priife ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind, bzw. ermittle die geforderten Werte.

Die Ermittlung der Lésung mit Hilfe von Givens-Rotationen ist stabil.

Ar =b< Rx = QTb.

Zur Losung von Az = b iiber die QR-Zerlegung muss @ explizit bestimmt werden.
Rang(A) = Rang(R).

Es sei A = QR mit einer orthogonalen Matrix (). Dann gilt: k2(A) = k2(R).
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Sei A = QR, wobei @) eine orthogonale Matrix ist und R = ( 0 15

). Berechnen Sie k2(A).

Die Householder-Transformation lésst sich geometrisch als Spiegelung interpretieren.
Es gilt: det(Q,) = 1.
Berechne det(Q,) fiir v = (5,3,5)7.

Es sei y := (2,3,6)7, v := y + sign(y1)||y||2e' und Q, die zugehoérige Householder-Matrix. e
bezeichnet dabei den ersten Einheitsvektor. Sei = := @, - y. Gib x1 an.

Sei A € R**2. Wie viele Givens-Rotationen benétigt man maximal, um eine QR-Zerlegung zu
berechnen?

Sei A € R**2. Wie viele Householder-Reflexionen benétigt man maximal, um eine QR-Zerlegung
zu berechnen?

Aufgabe 2: (Linearer Ausgleich)
Es seien

a)

b)

c)

-3 -7
A=| 3 -3 und b= ] -2
1 2 -9

Lose das lineare Ausgleichsproblem z* = argmin, g2 |A z — b|, itber Householder-Reflexionen.
Wie grof} ist das Residuum?

Lose das lineare Ausgleichsproblem z* = arg min g2 |A 2 — b|, iiber Normalgleichungen.
Wie grof} ist das Residuum?

Was lésst sich iiber die Stabilitdt und den Aufwand der Verfahren sagen?



Aufgabe 3 (Linearer Ausgleich)
Gegeben sind die Messwerte

Aus theoretischen Uberlegungen geht hervor, dass die Messdaten einer Funktion
f(t) = a-tcos(nt) + - (2t — 2)

geniigen.

a) Zu bestimmen sind die optimalen Parameter «, $ im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate. Stellen
Sie ein geeignetes lineares Ausgleichsproblem auf (Messdaten einsetzen!).

b) Hat das unter a) formulierte Ausgleichsproblem eine eindeutige Losung? Begriinden Sie IThre
Antwort.

c) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem mittels Givens-Rotationen. Geben Sie die Losung f(t)
sowie die 2-Norm des Residuums explizit an.

d) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem mittels Normalgleichungen.



