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hinenbau)frequently asked questions (FAQ), Klausur 25.03.08� Wel
he Themen sind klausurrelevant?Klausurrelevant sind alle in der Vorlesung und �Ubung behandelten Begri�e und Verfahren(wobei einMultiple-Choi
e-Teil vorkommen wird f�ur den es 50% der Gesamtpunkt-zahl geben wird | siehe au
h Online-�Ubungsaufgaben):Kondition, Stabilit�at, gest�orte lineare Glei
hungssysteme, Gau�-Elimination, LR-Trans-formation, Skalierung, Pivotisierung, (keine Na
hiteration), LDLT -Transformation, QR-Zerlegung (Givens, Householder), Aufwand, linearer Ausglei
h (QR und Normalglei
hun-gen), ni
htlineare skalare Glei
hungen (Bisektion, Sekantenverfahren), ni
htlineare Glei-
hungssysteme (Bana
h's
he Fixpunktiteration, Newton-Verfahren, vereinfa
htes Newton-Verfahren, ged�ampftes Newton-Verfahren), ni
htlinearer Ausglei
h (Gauss-Newton mitQRund Normalglei
hungen, Levenberg-Marquardt), Konvergenzordnung, Interpolation (La-grange, Newton, Neville-Aitken), numeris
he Di�erentiation, Quadratur (Newton-Cotes,au
h summiert, Gau�-Quadratur, keine Romberg-Extrapolation).� Mit wie vielen Stellen soll man in der Klausur re
hnen?Falls in der Aufgabenstellung die Verwendung einer bestimmten Anzahl von Stellen ge-fordert ist, hat man si
h nat�urli
h daran zu halten (Erinnerung: na
h jeder Operationentspre
hend runden und mit dem gerundeten Wert weiterre
hnen). Eine gro�e Anzahlvon Stellen (\Re
hnen Sie in 10-stelliger GPA") wird jedo
h si
her ni
ht gefordert werden,da dies f�ur eine zweist�undige Klausur ungeeignet w�are.Falls in der Aufgabenstellung keine Vors
hrift zur Gleitpunktarithmetik gema
ht ist, geltenfolgende Faustregeln:4{5 Stellen rei
hen bei fast allen klausurrelevanten Aufgaben. Hierbei ist es ni
ht not-wendig, eine bestimmte Gleitpunktarithmetik konsequent dur
hzuhalten (d. h. m�uhsamesRunden und neues Eintippen na
h jeder einzelnen Re
henoperation). Um Zeit zu sparenverwendet man stattdessen jeweils entweder die alten no
h im Spei
her be�ndli
hen (z. B.12-stelligen) Werte, oder tippt ni
ht mehr vorhandene Werte neu ein, wobei 4{5 Stellenrei
hen. Nur bei ho
hgenauen Re
hnungen ben�otigt man mehr Stellen, d. h. etwa � 8.Beim Romberg-Quadratur-S
hema beispielsweise muss von Anfang an, d. h. im gesam-ten S
hema, mit ausrei
hend vielen Stellen (etwa � 8) gere
hnet werden, da si
h dieRundungsfehler von oben links ja bis ins Ergebnis unten re
hts fortp
anzen.Da es si
h bei dem (ebenfalls ho
hgenauen, da quadratis
h konvergenten) Newton-Verfahrenhingegen um ein iteratives (d. h. alte Rundungsfehler werden im Falle der Konvergenz au-tomatis
h korrigiert) Verfahren handelt, ist es dort ausrei
hend, erst sukzessive mit jedemweiteren Iterationss
hritt immer mehr Stellen zur Verf�ugung zu stellen, um tats�a
hli
h diequadratis
he Konvergenz zu sehen und ni
ht nur Rundungsfehler zu iterieren.� Wie ausf�uhrli
h sind die Voraussetzungen des Bana
hs
hen Fixpunktsatzes darzustellen?Bei der Untersu
hung der (bei uns mindestens stetig di�erenzierbaren) Iterationsfunkti-on F (x) (mit x� = F (x�)) auf Selbstabbildung sind die Extrema von F zu bestimmen,wobei Randwerte und Extremwerte von F in Frage kommen. Nur wenn man glaubhaftvermitteln kann, dass F monoton ist, brau
ht man keine Extremwertbetra
htung von Fdur
hzuf�uhren, d. h. man brau
ht nur die Randwerte einzusetzen und ni
ht no
h zus�atzli
halle Extremwerte F (x0) zu bere
hnen mit F 0(x0) = 0. Beispielsweise glauben wir derAussage \F (x) = ex ist monoton in [0; 1℄ ) untersu
he nur Randwerte" ohne weiterenBeweis. Die Aussage \�1 � F (x) := sin(x) � 1 ) F ist selbstabbildend auf jedem In-tervall [a; b℄ � [�1; 1℄" glauben wir ebenfalls ohne weiteren Beweis. Jedo
h glauben wir



einer Aussage wie \F (x) = 5x4 + 3x3 � 2x2 + 10x � 3 ist monoton in [a; b℄" ni
ht ohneBeweis, d. h. es ist erst zu untersu
hen, ob Stellen x0 mit F 0(x0) = 0 in [a; b℄ liegen, und| falls dies der Fall ist | sind au
h alle Extremwerte F (x0) auszure
hnen und mit denRandwerten zu verglei
hen.Hat man eine abges
hlossene (unbedingt erw�ahnen!) Menge E gefunden mit F (E) =:eE � E (d. h. F bildet E auf si
h selbst ab), so ist nun die Kontraktivit�at zu untersu
hen,d. h. ob maxx2E jF 0(x)j =: L < 1 gilt. Da F stetig di�erenzierbar ist, kommen hierbeiau
h wieder Rand- und Extremwerte in Frage, so dass man bei monotonem F 0 (wiederbegr�unden, siehe oben) nur Randwerte von F 0 untersu
hen muss. Man hat also praktis
hdieselben �Uberlegungen wie bei der Selbstabbildung dur
hzuf�uhren, allerdings alles \umeine Ableitung h�oher".Im mehrdimensionalen Fall muss E konvex (unbedingt erw�ahnen!) sein, damitmaxx2E jjF 0(x)jj =: L < 1 hinrei
hend ist f�ur Kontraktivit�at. (Erinnerung: Eine Men-ge E ist konvex, wenn die Verbindungsstre
ke je zweier beliebiger Punkte aus E stetsganz in E liegt. Ein n-dimensionaler Quader (n-dimensionales Intervall) ist trivialerweisekonvex, ebenso eine n-dimensionale Kugel, ni
ht jedo
h ein L-f�ormiges Gebiet.) Bei derNormbildung wird man, wie in der �Ubung, in der Regel erst die Elemente der Ja
obi-Matrix F 0 einzeln betragsm�a�ig abs
h�atzen und dann die Norm bilden, was zwar gr�ober,aber sehr viel weniger aufw�andig ist als wenn man erst jjF 0(x)jj f�ur allgemeines x hin-s
hreibt und dann bzgl. x maximiert. Hierbei kann man si
h entweder f�ur die 1- oder1-Norm ents
heiden, wobei im Falle maxx2E jjF 0(x)jj1 � maxx2E jjF 0(x)jj1 meist die1-Norm am ges
hi
ktesten ist, da ja stets jjx1 � x0jj1 � jjx1 � x0jj1 gilt, so dass diea-priori-Abs
h�atzung dann g�unstiger wird als mit der 1-Norm. F�ur die 2-Norm ist die-ses vorherige komponentenweise Abs
h�atzen ni
ht zul�assig, da ni
ht si
her ist, dass einVergr�o�ern der Betr�age der Komponenten von F 0 au
h ein Vergr�o�ern von jjF 0jj2 zur Fol-ge hat. Dies ist aber keine nennenswerte Eins
hr�ankung, da die 2-Norm aufgrund ihresh�oheren Aufwandes (Eigenwertbestimmung von (F 0)TF 0) hierbei ohnehin kaum verwendetwird.Da der gesu
hte Fixpunkt x� stets in eE liegt, rei
ht es au
h aus, wenn man die Kon-traktivit�atsuntersu
hung auf dem kleineren Berei
h eE dur
hf�uhrt. Dies hat zwar denNa
hteil, dass die Zahlenwerte oft etwas uns
h�oner werden, jedo
h den erhebli
hen Vorteil,dass die Lips
hitzkonstante L dadur
h meist kleiner wird. Man muss allerdings bea
hten,dass die si
h daraus ergebende a-priori-Abs
h�atzung (\na
h n = 17 S
hritten gilt si
herjjxn�x�jj < "") nur gilt, wenn au
h der (evtl. vorges
hriebene) Startwert in eE liegt. Liegtder Startwert ni
ht eE, so brau
ht man eben einen S
hritt mehr (um n�amli
h von diesemStartwert aus E na
h eE zu kommen), d. h. es gilt si
her jjxn+1 � x�jj < ".Sowohl a-priori- als au
h a-posteriori-Abs
h�atzungen k�onnen fals
h sein, wenn die f�ur dieDi�erenzen jjx1 � x0jj bzw. jjxn � xn�1jj verwendete Vektornorm ni
ht mit der f�ur dieLips
hitzkonstante L verwendeten Matrixnorm vertr�agli
h ist. Dies ist der Fall, wennman vers
hiedene Normen verwendet, z. B. die jj � jj1-Norm f�ur L und die jj � jj1-Norm f�urjjx1 � x0jj, und wird mit Punktabz�ugen bewertet.� Wel
he Ri
htung hat das Unglei
hheitszei
hen bei der a-priori-Abs
h�atzung?Unter den obigen Voraussetzungen gilt die a-priori-Abs
h�atzung jjxn�x�jj � Ln1�L jjx1�x0jj.Um die Forderung jjxn�x�jj � " (z. B. " := 10�3) si
her zu erf�ullen, ist also Ln1�L jjx1�x0jj �" hinrei
hend, was wegen ln(L) < 0 �aquivalent ist zu n � ln� "(1�L)jjx1�x0jj�= ln(L). Ein "�"statt des "�" w�are hier o�ensi
htli
h v�ollig fals
h und wird ebenfalls mit Punktabz�ugenbewertet.



� Wel
he Funktion und wel
hes Vorzei
hen muss man beim ni
htlinearen Ausglei
h w�ahlen?Beim ni
htlinearen Ausglei
h ist eine Funktion F : Rn ! Rm , n < m (deshalb leideri. a. F (x) 6= 0) bzgl. der 2-Norm zu minimieren, d. h. im (Gau�s
hen) Sinne minimalerQuadrate der Komponenten von F : jjF (x)jj2 ! min, d. h. Betr�age der einzelnen Zei-len gegeneinander \ausglei
hen". Bei der Gau�-Newton-Methode wird dieses ni
htlineareProblem dur
h eine Iterationsfolge linearer Probleme ersetzt, indem man F jeweils im ak-tuellen Punkt xk linear approximiert (deshalb \Newton") und das si
h daraus ergebendelineare Ausglei
hsproblem jjF 0(xk)�xk + F (xk)jj2 ! min l�ost (mit xk+1 := xk + �xk).Hierzu wird das System [F 0(xk) j �F (xk)℄ (also inkl. re
hter Seite) QR-transformiert undder obere (n � n)-Teil ans
hlie�end dur
h R�u
kw�artseinsetzen exakt gel�ost. Das si
haus den letzten m � n Zeilen der transformierten re
hten Seite ergebende Residuum istdas Residuum jjF 0(xk)�xk + F (xk)jj2 der linearen N�aherung, das sowohl gr�o�er als au
hkleiner als das \e
hte" Residuum jjF (xk+1)jj2 sein kann. Arbeitet man hingegen mitNormalglei
hungen, so ist das System F 0(xk)TF 0(xk)�xk = �F 0(xk)TF (xk) mit LDLT -Transformation (oder bei kleinenm;n au
h mit Gau�elemination) zu l�osen, wobei man si
hwegen �2(F 0(xk)TF 0(xk)) = �2(F 0(xk))2 jedo
h eine Quadrierung und damit Vers
hle
h-terung der Kondition einhandelt.Ebenso wie beim linearen Ausglei
h kann au
h beim ni
htlinearen Ausglei
h die zu mini-mierende Funktion F (x) sowohl explizit als au
h implizit von den Werten in der Messwer-tetabelle abh�angen. Wir bes
hr�anken uns im Folgenden auf den Fall, dass m Messwer-tepaare (ti; yi), i = 1; : : : ;m, gegeben sind.Im expliziten Fall ist eine explizite analytis
he Funktion y(t;x) gegeben f�ur den Messwert y,der von dem anderen Messwert t sowie den unbekannten Parametern xj , j = 1; : : : ; n < m,abh�angt, z. B. y(t;x) = x1 exp(�x2t) mit n = 2. Man w�ahlt dann beispielsweise F (x) :=[y(ti;x) � yi℄i=1;:::;m, also ergibt si
h als (m � n)-Ja
obi-Matrix F 0(x)= [�y(ti;x)=�xj ℄i=1;:::;m;j=1;:::;n und als re
hte Seite �F (x) = [yi � y(ti;x)℄i=1;:::;m.Im impliziten Fall ist ein impliziter analytis
her Zusammenhang f(t; y;x) = 0 gegeben, derdie Messwerte t und y miteinander verkn�upft und von den unbekannten Parametern xj, j =1; : : : ; n < m, abh�angt, z. B. f(t; y;x) = (t=x1)2 + (y=x2)2 � 1 = 0 f�ur eine Ellipse in Nor-mallage in der (t; y)-Ebene mit n = 2. Man w�ahlt dann einfa
h F (x) := [f(ti; yi;x)℄i=1;:::;m,also ergibt si
h als (m�n)-Ja
obi-Matrix F 0(x) = [�f(ti; yi;x)=�xj ℄i=1;:::;m;j=1;:::;n und alsre
hte Seite �F (x) = [�f(ti; yi;x)℄i=1;:::;m.


