Diplom — VP Numerik 31. Méarz 2003

Aufgabe 1 (10 Punkte)
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit
-04 0.0 0.1 0.4
A = 1.2 24 06 |, b = 3.6
0.6 28 -0.7 5.0

a) Berechnen Sie die LR-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung, Geben sie L und R explizit an.
b) Losen Sie das Gleichungssystem Az = b mit Hilfe der unter a) berechneten LR-Zerlegung.

¢) Berechnen Sie die Kondition x von A bzgl. der co-Norm.
(Hinweis: Es gilt |47}« ~ 2.604.)

d) Betrachten Sie nun das gestérte Gleichungssystem Az = b. Wie groB darf der relative Fehler Ib —
b||so/]|b]|cc hichstens sein, damit der relative Fehler ||z — %]/ /||%||co micht gréfer als 5% ist?

Aufgabe 2 (11 Punkte)
Gegeben seien
31 2 0 0 1
1 3 1 0 0 1
M=12 13 0 0], b=1|1
0 00 3 « 1
0 00 «a 3 1

Das Gleichungssystem Ma = b soll mit Hilfe einer LDLTZerlegung der Matrix M gelost werden.

a) Geben Sie an, welche Eintréige in der Matrix L aufgrund der speziellen Struktur von M iiberhaupt
berechnet werden miissen. Begriinden Sie ihre Antwort.

b) Bestimmen Sie die LDL?Zerlegung von M mit Hilfe des Cholesky—Verfahrens. Geben Sie L und
D explizit an.

¢) Fiir welche Werte von « ist M positiv definit?

d) Losen Sie das Gleichungssystem Ma = b mit Hilfe der in Aufgabenteil b) berechneten Zerlegung fiir

a=2.
Aufgabe 3 (8 Punkte)
Gegeben sind die drei Mefiwerte
t; 10 2 3
yil3 11

die der Theorie nach zu einer Funktion der Form

1
D =a— + Bt
yit) =ag 7 +0

gehoren.

a) Stellen Sie das zugehorige lineare Ausgleichsproblem ||Axz — bl — min auf. Geben Sie A und b
explizit an.

b) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem mittels Givensrotationen. Geben Sie die Losung y(t) sowie
das Residuum explizit an.



Aufgabe 4 (11 Punkte)
Gegeben ist das nichtlineare Gleichungssystem

?+3zy\ _ (1
(2554)- (o)
Besimmen Sie mit dem Fixpunktverfahren die (eindeutige) Losung im ersten Quadranten auf eine Genauig-
keit von & = 1073, und fiihren Sie fiir die letzte Iterierte eine a-posteriori Fehlerabschitzung durch.
Hinweis: Bestimmen sie (mittels einer Skizze) zunichst ein Gebiet D = [a, b] X [¢,d] mit ganzen Zahlen
a, b, c und d, in dem der Fixpunkt liegt. Weisen Sie dann die Abbildung von D in ein Teilgebiet D’ C D

nach. Zeigen Sie dann die Kontraktivitdt in D’. Runden Sie Ihren Startwert (in beiden Komponenten)
auf eine Nachkommastelle.

Aufgabe 5 (10 Punkte)
Gesucht ist eine Niherung des Integrals

5
I:/ In(z® + 1) d.
1

a) Wieviele Unterteilungen (n) sind héchstens erforderlich, um mit der summierten Trapezregel eine
Genauigkeit von 5 - 1073 zu erreichen?

b) Berechnen Sie fiir die summierte Trapezregel zum obigen Integral Niherungen mit n = 2,4,8.
Fithren Sie danach eine geeignete vollstdndige Extrapolation durch. Wie 148t sich der Fehler des
zuletzt berechneten Wertes schitzen?

Aufgabe 6 (10 Punkte)
a) Gegeben sei die gewohnliche Differentialgleichung
y () = £y () + 1y (t) — 3y(t) +3

mit Anfangswerten y"'(1) = ¢/'(1) =2, v"(1) = y(1) = —-1.
Transformieren Sie die Differentialgleichung auf ein System erster Ordnung. Geben Sie auch die
transformierten Anfangswerte an.

b) Gegeben sei das Anfangswertproblem

s (22(1))? (1
= (t) = <t2z1(t)+3z2(t)>’ =(1) = <0>’

mit z(t) = (21(t), 22<t))T. Berechnen Sie mit dem expliziten Euler—Verfahren und der Schrittweite

h = 0.5 sowie dem verbesserten Euler—Verfahren und der Schrittweite A = 1 jeweils eine Approxi-
mation von z(2).



