
RWTH{Aa
hen Institut f�ur Geometrie und Praktis
he MathematikDiplom { VP Numerik 05. September 2005Aufgabe 1 (8 Punkte)a) Gegeben sei die Funktion f(x) :=px2 � 100 :Bestimmen Sie die relative Konditionszahl �rel(f) an der Stelle x = 10:2.b) Es sei nun ~x := 10:1 als gest�ortes Eingangsdatum gegeben. Wie gro� ist einerseits der zu erwartendeund andererseits der tats�a
hli
he relative Fehler rf gegen�uber dem exakten Wert f(10:2). Wasbeoba
hten Sie und warum ist das m�ogli
h?
) Bringen Sie die Funktion f(x) auf eine bei x � 10 numeris
h stabilere Form.d) Bere
hnen Sie in 3-stelliger Gleitpunktarithmetik die folgenden beiden Ausdr�u
ke:[(1000 + 4) + 3℄ + 2[(2 + 3) + 4℄ + 1000Geben Sie jeweils den absoluten Fehler gegen�uber dem exakten Wert an. Wel
he Regel bzgl. einerg�unstigen Summationsreihenfolge k�onnen Sie hieraus ableiten?Aufgabe 2 (12 Punkte)Es sei A = 0� 2 �3 5�15 45 400:7 0:1 �0:21A und b = 0� 32251:11A :a) F�uhren Sie eine Zeilenskalierung von A dur
h. Geben Sie die entspre
hende Diagonalmatrix D (mitskalierter Matrix B := DA) explizit an.b) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung von B mit Spaltenpivotisierung, d. h. PB = LR. Geben Sie dieMatrizen P , L und R explizit an.
) Bestimmen Sie die Determinante von A.d) L�osen Sie das lineare Glei
hungssystem Ax = b unter Verwendung aller Matrizen (D, P , L, R).e) Setzen Sie die verwendeten Verfahren (Zeilenskalierung, Pivotisierung) in Bezug zu den Begri�en\Kondition" und \Stabilit�at".Aufgabe 3 (11 Punkte)Gegeben sei die 2D-Fixpunktglei
hung�xy� = 0B� r16� y2412 + ln(x� 2)3 1CA =: �F1(x; y)F2(x; y)� =: F (x; y)a) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Bana
h f�ur den Berei
h E := [3; 4℄�[0; 1℄ erf�ullt sind. Verwenden Sie bei der De�nition der Kontraktionskonstante die k � k1-Norm.b) F�uhren Sie ausgehend vom Startwert (x0; y0) := (3:99; 0:5) zwei Fixpunktiterationen dur
h, d. h.bere
hnen Sie (x2; y2).
) Geben Sie eine a{priori und eine a{posteriori{Fehlerabs
h�atzung f�ur (x2; y2) an unter Verwendungder k � k1-Norm. Warum ist das Ergebnis gem�a� der a{posteriori{Abs
h�atzung meist wesentli
hgenauer als gem�a� der a{priori{Abs
h�atzung?



Aufgabe 4 (11 Punkte)Die Funktion y(t) := t�� 
os(�t) soll im Sinne minimaler Fehlerquadrate an folgende Messwerte angepasstwerden: ti 0:6 0:75 1 1:3yi �2:5 0:02 0:99 �0:2 :a) Stellen Sie das zugeh�orige ni
htlineare Ausglei
hsproblem explizit auf in Abh�angigkeit von � und �dur
h Einsetzen aller Messwerte.b) Stellen Sie das lineare Ausglei
hsproblem, das im k-ten Iterationss
hritt des Gau�-Newton-Verfahrenszu l�osen ist, explizit auf in Abh�angigkeit von �k und �k dur
h Einsetzen aller Messwerte.Hinweis: Vorsi
ht beim Di�erenzieren! Es gilt dd� t�� = �t�� ln t.
) F�ur die Startwerte �0 = 2, �0 = 2� ergibt si
h im ersten Iterationss
hritt des Gau�-Newton-Verfahrens das linearisierte Ausglei
hsproblem
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2 ! minL�osen Sie dieses mittels Givens-Rotationen und bestimmen Sie �1 := �0+��0 und �1 := �0+��0.d) Bestimmen Sie na
h diesem Iterationss
hritt sowohl das Residuum des linearisierten als au
h desni
htlinearen Ausglei
hsproblems.Aufgabe 5 (8 Punkte)a) Gegeben sei die Wertetabelle xi 0 1 2 3yi 0 0.12946 0.87652 1.39501Bestimmen Sie an der Stelle x = 1:5 den Wert p3(1:5) des Interpolationspolynoms dritten Grades,indem Sie das folgende Neville-Aitken-S
hema komplettieren:x0 = 0 0 &x1 = 1 0.12946 ! 0.19419& &x2 = 2 0.87652 ! ! 0.42579& & &x3 = 3 1.39501 ! 0.61728 ! 0.53156 !Geben Sie eine m�ogli
hst s
harfe Fehlerabs
h�atzung f�ur p3(1:5) unter der Annahme, dass die Wertezu der Funktion y(x) := R x0 sin(�t2=8)dt geh�oren, und dass x(5)0 := 1:8359 die einzige Nullstelle vony(5)(x) im Intervall (0; 3) ist.Hinweis: Es gilt y(4)(x) = ��216 h3x sin(�x2=8) + �x34 
os(�x2=8)i.b) Gegeben seien nun die Bedingungen q3(0) = 0, q03(0) = 1, q3(1) = 1, q03(1) = 0. Stellen Sie dasInterpolationspolynom q3(x) unter Verwendung des Newton-S
hemas auf.
) Warum ist es ni
ht sinnvoll, den Polynomgrad bei der Interpolation sehr gro� zu w�ahlen?Aufgabe 6 (10 Punkte)Gegeben sei das Anfangswertproblemy00(t)� 2ty0(t) + y(t) = 0; y(0) = 1; y0(0) = 0:



a) Formulieren Sie das �aquivalente System erster Ordnung.b) Bestimmen Sie eine N�aherung f�ur y00(1=2), indem Sie zwei S
hritte mit dem expliziten Eulerverfahrenma
hen.
) Bestimmen Sie eine N�aherung f�ur y00(1=2), indem Sie einen S
hritt mit der (impliziten) Trapezregelma
hen. L�osen Sie das si
h dabei ergebende lineare Glei
hungssystem mit einer Gau�-Elimination.d) Wel
he Problemklasse ergibt si
h, wenn man ein implizites Verfahren verwendet, um ein ni
htlinea-res System von Anfangswertproblemen zu l�osen? Wel
hes in der Vorlesung bespro
hene Verfahrenw�urden Sie hierbei verwenden?


