
RWTH{Aahen Institut f�ur Geometrie und Praktishe MathematikDiplom { VP Numerik 27. M�arz 2006Aufgabe 1 (11 Punkte)Es sei A = 0� 0 2 �13 0 01 �3 4 1A und b = 0��8925 1A :a) Bestimmen Sie in 3-stelliger Gleitpunktarithmetik die LR-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung(ohne Zeilen�aquilibrierung), d. h. PA = LR. Geben Sie die Matrizen L und R explizit an.b) L�osen Sie in 3-stelliger Gleitpunktarithmetik das lineare GleihungssystemAx = b unter Verwendungder LR-Zerlegung aus Teil a) (sonst 0 Punkte!).) F�ur den relativen Fehler der Matrix A gelte nun rA � 5 � 10�4. Wie gro� darf der relative Fehlerrb der rehten Seite b h�ohstens werden, damit f�ur den relativen Fehler der L�osung rx � 10�2 gilt?Wie gro� darf rA h�ohstens sein, damit die Fehlerformel verwendet werden darf?Hinweis: Verwenden Sie hierbei stets die k � k1-Norm. Es gilt kA�1k1 = 1:133.Aufgabe 2 (9 Punkte)a) Es sei A = 0� 2 �1 0�1 2 �0 � �1A :Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LDLT . Geben Sie die Matrizen L und D explizit an.(Berehnung �uber LR-Zerlegung gibt 0 Punkte!)b) F�ur welhe Werte von � und � ist A positiv de�nit?) Bestimmen Sie die Determinante von A.d) Es sei nun L = 0� 1 0 0� 23 1 00 � 65 11A ; D = 0� 3 0 00 53 00 0 35 1A ; b = 0� 1111A :L�osen Sie das lineare Gleihungssystem LDLTx = b.Aufgabe 3 (12 Punkte)Gegeben sei die 2D-Fixpunktgleihung�xy� = 0B� 2:25r1� y216(x+ 1)27 + 1:51CA =: �F1(y)F2(x)� =: F (x; y)a) Skizzieren Sie die Kurven x = F1(y) und y = F2(x) und markieren Sie alle Shnittpunkte der beidenKurven.b) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banah f�ur F (x; y) in E := [1; 2℄� [2; 3℄erf�ullt sind. (Reduktion auf eine einzige Gleihung durh gegenseitiges Einsetzen gibt 0 Punkte!)) Wie viele Iterationsshritte sind ausgehend vom Startwert (x0; y0) := (1:5; 2:5) h�ohstens erforder-lih, um den Fixpunkt in der k � k1-Norm bis auf einen Fehler von " := 10�3 anzun�ahern?



d) Geben Sie eine a-posteriori-Fehlerabsh�atzung f�ur (x2; y2) in der k � k1-Norm an.Aufgabe 4 (10 Punkte)Die Ebene E sei de�niert durh den Punkt x0 2 IR3 und die beiden Rihtungsvektoren u; v 2 IR3,E := �x 2 IR3 : x = x0 + �u+ �v; �; � 2 IR	:Gesuht ist derjenige Punkt x 2 E, welher in der k � k2-Norm den k�urzesten Abstand zu dem au�erhalbder Ebene liegenden Punkt y 2 IR3 hat.a) Formulieren Sie diese Aufgabe als lineares Ausgleihsproblem.b) L�osen Sie das lineare Ausgleihsproblem f�ur den speziellen Fall0� 1 �20 �3�2 3 1A��� ��0� 1�12 1A2 ! min�;�2IRmittels Givens-Rotationen.Bestimmen Sie den Abstand zwishen x und y in der k � k2-Norm.) Unter welhen Bedingungen wird die Kondition (gemessen in der k � k2-Norm) eines linearen Aus-gleihsproblems besonders shleht?Aufgabe 5 (9 Punkte)Gegeben sei die Wertetabelle xi 1 1.5 2 2.5 3yi 0 0.4055 0.6931 0.9163 1.0986a) Berehnen Sie die vier fehlenden dividierten Di�erenzen im folgenden Newton-Shema:x0 = 1 0 &x1 = 1:5 0.4055 ! [x0;x1℄y& &x2 = 2 0.6931 ! 0.5754 ! -0.2356& & &x3 = 2:5 0.9163 ! 0.4463 ! [x1;x2;x3℄y ! 0.0710& & & &x4 = 3 1.0986 ! [x3;x4℄y ! -0.0816 ! 0.0316 ! [x0;x1;x2;x3;x4℄yb) Stellen Sie das Interpolationspolynom p4(x) vom Grad 4 in Newton- oder Horner-artiger Form auf.) Geben Sie eine Absh�atzung f�ur den maximalen Fehler jp4(x) � y(x)j im Intervall [1; 3℄ an unterder Annahme, dass die Tabellenwerte zu der Funktion y(x) = R x0 ln(t)dt geh�oren.Hinweis: F�ur das Knotenpolynom ist keine Extremwertbetrahtung gefordert, sondern eine einfaheAbsh�atzung ausreihend.d) Wie klein muss allgemein der �aquidistante Abstand h zwishen den n + 1 St�utzstellen x0 : : : xngew�ahlt werden, damit unter den Annahmen jy(n+1)(x)j � M und Qnj=0 jx� xj j � n!hn+1 f�ur denFehler des Interpolationspolynoms pn(x) vom Grade n gilt: jpn(x)� y(x)j < " ?Aufgabe 6 (9 Punkte)Das Integral I := Z ��� sin(x)x dxsoll mit der summierten Trapezregel und anshlie�ender Romberg-Extrapolation zur Shrittweitenfolgehi := 2� � 2�i, i = 0; 1; : : : ;m = 3 approximiert werden.



a) Bestimmen Sie die drei eingerahmten Werte T10, T31, T33 in dem folgenden Extrapolationsshema:T (h0) = T00 = 0 &T (h1) = T10 = ! T11& &T (h2) = T20 = 3:57080 ! T21 ! 3.68220& & &T (h3) = T30 = 3:67102 ! T31 = ! 3.70379 ! T33 =Hinweis: Es gilt limx!0 sin(x)x = 1.b) Geben Sie eine Absh�atzung f�ur den Fehler jT (h3)� I j an.Hinweis: Mit f(x) := sin(x)x gilt maxx2[��;�℄ jf (2)(x)j = 13 .) Sh�atzen Sie den Fehler jT32 � I j.d) Warum spielt Ausl�oshung beim Romberg-Algorithmus keine Rolle?e) Wie h�angt der Fehler jTmm � I j von m ab?Ist es bei endliher relativer Mashinengenauigkeit eps sinnvoll, m beliebig gro� zu w�ahlen (Be-gr�undung!)?


