
Diplom { VP Numerik 28. August 2006Multiple-Choie-Test (20 Punkte)Bei jeder MC-Aufgabe ist mindestens eine Aussage korrekt. Wird dennoh bei einer MC-Aufgabekeine einzige Aussage angekreuzt, gilt diese Aufgabe als niht bearbeitet und wird mit 0 Punktenbewertet.Ansonsten gibt es f�ur jede falshe Antwort �0:5 Punkte, und f�ur jede korrekte Antwort 0.5Punkte, so dass man pro MC-Aufgabe �2 bis 2 Punkte erreihen kann. Da aus dem MC-Test als Ganzeskeine negativen Punkte entstehen d�urfen, kann man bei 10 MC-Aufgaben insgesamt zwishen 0 und20 Punkten erreihen.Um Fl�uhtigkeitsfehlern vorzubeugen, sind durhg�angig nur korrekte Aussagen anzukreuzen.MC 1 Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. Die Konditionszahl einer Funktion gibt an, wie stark sih Eingabefehler verst�arken, wenn man ex-akte Arithmetik zur Auswertung benutzt. Die Konditionszahl einer Funktion ist nie gr�o�er als 1. Ein stabiler Algorithmus impliziert eine gute Kondition. Die Konditionszahl einer Funktion gibt an, wie stark sih Eingabefehler aufgrund von Instabilit�atenim verwendeten Algorithmus verst�arken.MC 2. F�ur A 2 Rn�n mit det(A) 6= 0 und b; �b; x; �x 2 Rn mit b 6= 0 sei x die L�osung von Ax = bund x+�x die L�osung von A (x+�x) = b+�b. Es sei k:k eine Vektornorm auf Rn bzw. die zugeh�origeMatrix{Norm auf Rn�n . Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. k�xkkxk � kAk � kA�1k k�bkkbk k�xkkxk � kAk � kAk�1 k�bkkbk k�xk � kA�1k k�bk k�xk � kAk k�bkMC 3. Es sei A 2 Rn�n eine allgemeine, regul�are Matrix und x; b 2 Rn mit Ax = b. Weiter sei R 2 Rn�neine regul�are, obere Dreieksmatrix und S 2 Rn�n eine symmetrishe, positiv{de�nite Matrix. KreuzenSie alle korrekten Aussagen zur Zahl der ben�otigten Operationen (kurz \Ops") (nur Multiplikationen undDivisionen) an. Die L�osung von Rx = b ben�otigt n3 +O(n2) Ops Die L�osung von Ax = b per Gau�elimination ben�otigt n33 +O(n2) Ops Die L�osung von S x = b per Choleskyzerlegung ben�otigt n33 +O(n2) Ops Die L�osung von S x = b per Choleskyzerlegung ben�otigt n36 +O(n2) OpsMC 4. Es seien A 2 Rm�n und b 2 Rm mit Rang(A) = n. Weiter sei Q 2 Rm�m eine orthogonale Matrixund R 2 Rm�n eine obere Dreieksmatrix, so dass QA = R gilt. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. kAx� bk2 = kRx�Qbk2 f�ur alle x 2 Rn kAx� bk2 = kQRx� bk2 f�ur alle x 2 Rn Die Matrix R kann man mittels Givens{Rotationen bestimmen Die Matrix R kann man mittels Gau�{Elimination bestimmenMC 5. Es sei � : R ! R stetig di�erenzierbar und x� so, dass �(x�) = x� gilt. F�ur x0 2 R wird dieFixpunktiteration xk+1 = �(xk); k = 0; 1; 2; : : : de�niert. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. Falls �0(x�) < 0 gilt, so existiert kein x0 6= x� mit limk!1 xk = x� Falls j�0(x�)j < 1 gilt, so konvergiert die Fixpunktiteration f�ur alle Startwerte mit jx0 � x�j hinrei-hend klein Die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration ist in der Regel gr�o�er als 1 Falls �0(x�) = 0 gilt, so konvergiert die Fixpunktiteration f�ur alle Startwerte mit jx0�x�j hinreihendklein, und die Konvergenzordnung ist gr�o�er als 1



MC 6. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. Beim Newton{Verfahren wird oft eine D�ampfungsstrategiebenutzt. Diese dient dazu, die Konvergenzordnung des Verfahrens zu verbessern globale Konvergenz des Verfahrens zu gew�ahrleisten den Einzugsbereih des Verfahrens zu vergr�o�ern den Rehenaufwand pro Iteration zu d�ampfenMC 7. Es sei P (f �� x0; : : : ; xn) das Lagrange{Interpolationspolynom zu den Daten (x0; f(x0)); : : : ; (xn; f(xn))mit x0 < : : : < xn. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. P (� �� x0; : : : ; xn) = � f�ur alle Polynome � P (f �� x0; : : : ; xn)(xi) = f(xi) f�ur i = 0; 1; : : : ; n P (f �� x0; : : : ; xn)(x) = f(x) f�ur alle x 2 [x0; xn℄ Der Fehler maxx2[x0;xn℄ ��P (f �� x0; : : : ; xn)(x) � f(x)�� wird f�ur wahsendes n immer kleinerMC 8. Es sei I := R d f(x) dx, h := d � , m > 0 und xj =  + j hm f�ur j = 0; : : : ;m. Wir de�nierenIm(f) := R d P (f �� x0; : : : ; xm)(x) dx wobei P (f �� x0; : : : ; xm) das Lagrange{Interpolationspolynom zuden Daten (x0; f(x0)); : : : ; (xn; f(xm)) mit x0 < : : : < xm ist. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. Im(f) de�niert die Gau�-Quadratur zur Approximation von I I2(f) = h6 �f() + 4f(d+2 ) + f(d)� F�ur alle m gilt: Im(f) =Pmi=0 wi f(xi) mit wi � 0 Im(xk) = R d xk dx f�ur alle k = 0; : : : ;mMC 9. Gegeben sei das Anfangswertproblemy000(t) + y0(t)2 = t y(t) + et mit y(0) = 0; y0(0) = 3; y00(0) = 1:Wir setzen z(t) = (z1(t); z2(t); z3(t))T . Kreuzen Sie an, welhe der folgenden Anfangswertprobleme zudem obigen Problem �aquivalent sind. z0(t) = 0� z2(t)z3(t)t z1(t)� z2(t)2 + et1A mit z(0) = 0�3011A z0(t) = 0� z2(t)z3(t)t z1(t)� z2(t)2 + et1A mit z(0) = 0�0311A z0(t) = 0� z02(t)z03(t)t z1(t)� z2(t)2 + et1A mit z(0) = 0�0311A z0(t) = 0� t z1(t)z2(t)2z3(t) + z2(t)21A mit z(0) = 0�0311AMC 10. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. F�ur steife Probleme ist das implizite Euler{Verfahren besser geeignet als das explizite Euler{Verfahren,weil beim impliziten Verfahren die Konsistenzordnung h�oher ist F�ur steife Probleme ist das implizite Euler{Verfahren besser geeignet als das explizite Euler{Verfahren,weil beim impliziten Verfahren die Konvergenzordnung h�oher ist Das Stabilit�atsintervall des klassishen Runge{Kutta{Verfahrens ist (�1; 0) Das Stabilit�atsintervall der Trapezmethode ist (�1; 0)



Aufgabe 1 (11 Punkte)Es sei A = 0� 0 2 �120 �10 00:1 �0:4 0 1A und b = 0� 320�1:31A :a) F�uhren Sie eine Zeilenskalierung von A durh. Geben Sie die entsprehende Diagonalmatrix D (mitskalierter Matrix B := DA) explizit an.b) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung von B mit Spaltenpivotisierung, d. h. PB = LR. Geben Sie dieMatrizen P , L und R explizit an.) L�osen Sie das lineare Gleihungssystem Ax = b unter Verwendung aller Matrizen (D, P , L, R).Aufgabe 2 (10 Punkte)Gegeben sei das lineare AusgleihsproblemkAx� bk2 ! minx2IR2; (1)mit A := 0�3 24 00 11A ; b := 0� 12�31Aa) L�osen Sie das Ausgleihsproblem (1) mittels Householder-Spiegelungen. Gehen Sie dabei niht zuden Normalgleihungen �uber (sonst 0 Punkte!).b) Berehnen Sie die Norm des Residuums. Setzen Sie hierzu niht die L�osung aus a) in (1) ein (sonst0 Punkte!).Aufgabe 3 (11 Punkte)Gegeben sei die 2D-Fixpunktgleihung�xy� = 0B� r1� y2434� sin�� x+ y2 �1CA =: �F1(x; y)F2(x; y)� =: F (x; y)a) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banah f�ur den Bereih E := [0; 1℄�[0; 1℄ erf�ullt sind. Verwenden Sie die k � k1-Norm.Hinweis: Die Funktion f(y) := � y4q1� y24 ist monoton fallend in [0; 1℄.b) F�uhren Sie ausgehend vom Startwert (x0; y0) := (0:9; 0:2) zwei Fixpunktiterationen durh, d. h.berehnen Sie (x2; y2).) Wie viele Iterationsshritte sind ausgehend vom Startwert (x0; y0) := (0:9; 0:2) h�ohstens erforder-lih, um den Fixpunkt in der k � k1-Norm bis auf einen Fehler von " := 10�3 anzun�ahern?d) Geben Sie eine a{posteriori{Fehlerabsh�atzung f�ur (x2; y2) an unter Verwendung der k � k1-Norm.Aufgabe 4 (8 Punkte)Gegeben sei die Wertetabelle xi 0 1 2yi 0 0.7468 0.8821a) Bestimmen Sie an der Stelle x = 1:5 den Wert p2(1:5) des Interpolationspolynoms zweiten Grades,indem Sie das zugeh�orige Neville-Aitken-Shema aufstellen. Geben Sie p2(1:5) explizit an.b) Geben Sie eine m�oglihst sharfe Fehlerabsh�atzung f�ur p2(1:5) unter der Annahme, dass die Wertezu der Funktion y(x) := R x0 e�t2dt geh�oren, und dass die Nullstellen der vierten Ableitung von y(x)bei x = 0 und x = �p1:5 angenommen werden.


