
RWTH{Aahen Institut f�ur Geometrie und Praktishe MathematikDiplom { VP Numerik 26. M�arz 2007Multiple-Choie-Test (20 Punkte)Bei jeder MC-Aufgabe ist mindestens eine Aussage korrekt. Wird dennoh bei einer MC-Aufgabekeine einzige Aussage angekreuzt, gilt diese Aufgabe als niht bearbeitet und wird mit 0 Punktenbewertet.Ansonsten gibt es f�ur jede falshe Antwort �0:5 Punkte, und f�ur jede korrekte Antwort 0.5Punkte, so dass man pro MC-Aufgabe �2 bis 2 Punkte erreihen kann. Da aus dem MC-Test als Ganzeskeine negativen Punkte entstehen d�urfen, kann man bei 10 MC-Aufgaben insgesamt zwishen 0 und20 Punkten erreihen.Um Fl�uhtigkeitsfehlern vorzubeugen, sind durhg�angig nur korrekte Aussagen anzukreuzen.MC 1 Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. Die Subtraktion zweier nahezu gleih gro�er Zahlen ist gut konditioniert. Die Subtraktion zweier betragsm�a�ig stark untershiedliher Zahlen ist gut konditioniert. Die Division zweier nahezu gleih gro�er Zahlen ist shleht konditioniert. Die Exponentialfunktion ex ist gut konditioniert f�ur alle x 2 R.MC 2 Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. In dreistelliger Gleitpunktarithmetik mit Standardrundung erh�alt man als Ergebnis von 1+5 � 10�3den Wert 1:01. In vierstelliger Gleitpunktarithmetik mit Standardrundung erh�alt man als Ergebnis von 1 + 10�4den Wert 1:0001. Unter Verwendung der Standardrundung sind relative Rundungsfehler stets kleiner als die relativeMashinengenauigkeit. Die relative Mashinengenauigkeit ist der Quotient aus der betragskleinsten und der betragsgr�o�tenMashinenzahl.MC 3. Mit x; ~x 2 R und der zweimal di�erenzierbaren Funktion f : R ! R seien rx := �� ~x�xx �� und rf :=��f(~x)�f(x)f(x) �� die relativen Fehler der Ein- und Ausgabe, und es gelten die De�nitionen �rel(x) := ��x�f 0(x)f(x) ��sowie �rel;1(x) := �� xf(x) �� � sup�2R jf 0(�)j. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an, wobei x 6= 0, f(x) 6= 0sowie �rel;1(x) <1 vorausgesetzt sei. rf � �rel(x) � rx gilt stets f�ur alle x 2 R. rf � �rel(x) � rx gilt nur in erster N�aherung bez�uglih ~x� x. rf � �rel;1(x) � rx gilt stets f�ur alle x 2 R. rf � �rel;1(x) � rx gilt niht unbedingt f�ur alle x 2 R.MC 4. Mit b;~b; x; ~x 2 Rn und A; ~A 2 Rn�n sowie Ax = b und ~A~x = ~b seien rb := k~b�bkkbk , rx := k~x�xkkxkund rA := k ~A�AkkAk die relativen Fehler der rehten Seite, der L�osung und der Matrix, und es gelten dieDe�nitionen �A := kAk � kA�1k sowie h := k ~A � Ak � kA�1k. Hierbei sei k � k eine Vektornorm auf Rnbzw. die zugeh�orige Matrix{Norm auf Rn�n , und es sei kbk; det(A) 6= 0 vorausgesetzt. Kreuzen Sie allekorrekten Aussagen an. Es gilt stets rx � �A rA+rb1�h . rx � �A rA+rb1�h gilt stets, wenn h < 1 gilt. k~x� xk � kAk�1 � k~b� bk gilt stets, wenn h = 0 gilt. k~x� xk � kA�1k � k~b� bk gilt stets, wenn h = 0 gilt.



MC 5. Ein lineares Gleihungssystem soll mit dem Gau�-Algorithmus gel�ost werden. Der Algorith-mus kann mittels Zeilen�aquilibrierung bzw. Pivotisierung erweitert werden. Kreuzen Sie alle korrektenAussagen an. Durh Zeilen�aquilibrierung verringert sih der Rehenaufwand des Gau�-Algorithmus. Bei exakter Rehnung ist der Gau�-Algorithmus mit Pivotisierung f�ur eindeutig l�osbare lineare Glei-hungssysteme stets durhf�uhrbar. Die Zeilen�aquilibrierung ist in der k � k1-Norm die optimale Diagonalskalierung. Pivotisierung verbessert die Kondition des Gau�-Algorithmus.MC 6. Mit mit m > n und A 2 Rm�n , x 2 Rn , b 2 Rm soll das lineare Ausgleihsproblem kAx� bk2 !minx2R gel�ost werden. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. Die Normalgleihungen tragen ihren Namen, weil das damit berehnete Residuum senkreht auf bsteht. Wegen �2(ATA) = �2(A)2 sind die Normalgleihungen f�ur die numerishe L�osung gro�er Gleihungs-systeme besonders geeignet. Im Gegensatz zu Givens-Rotationen l�asst sih mit Householder-Spiegelungen das Residuum kAx�bk2niht direkt aus dem transformierten System ablesen, sondern man muss erst Ax � b explizit aus-rehnen. Bei der Verwendung einer QR-Transformation (Givens/Householder) muss die Matrix Q niht ex-plizit aufgestellt werden, um die L�osung x zu erhalten.MC 7. Das skalare bzw. vektorwertige Nullstellenproblem f(x) = 0 soll iterativ gel�ost werden. Hierbeisei kxk � x�k die Norm des Fehlers in Iterationsshritt k. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. Die Konvergenzordnung p � 1 bedeutet, dass sih kxk�x�k von Iteration zu Iteration asymptotishjeweils um den Faktor p verringert. Die Konvergenzordnung p � 1 bedeutet, dass sih die Anzahl korrekter Stellen (d. h. der Logarith-mus von kxk � x�k) von Iteration zu Iteration asymptotish jeweils um den Faktor p vergr�ossert. Beim Bisektionsverfahren f�ur skalare Nullstellenprobleme liegt im Gegensatz zum Fixpunktverfah-ren die gesuhte Nullstelle stets zwishen dem neuen Iterationswert xk und dem alten Iterationswertxk�1. Die st�andige Wiederverwendung einer zuvor durhgef�uhrten LR-Zerlegung der Jaobi-Matrix be-shleunigt das modi�zierte Newton-Verfahren.MC 8. Eine skalare Funktion f(x) soll mittels Interpolation an vershiedenen St�utzstellen im IntervallI � R durh ein Polynom p(x) approximiert werden. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. Mit dem bekannten Wert y berehnet das Neville-Aitken-Verfahren den Wert p(y), ohne das Poly-nom p(x) allgemein f�ur beliebige x aufzustellen. Setzt man den bekannten Wert y in das Newtonpolynom p(x) ein, erh�alt man niht den Wert p(y),den das entsprehende Neville-Aitken-Shema liefert. Die Newton-Interpolation liefert dasselbe Interpolationspolynom wie die Lagrange-Interpolation. F�ur jede ausreihend oft stetig di�erenzierbare Funktion f(x) kann man den Fehler maxx2I jf(x)�p(x)j beliebig klein mahen, indem man einfah die Anzahl der �aquidistanten Interpolationspunktein I gro� genug maht.MC 9. Das Integral I := R ba f(x) dx soll numerish approximiert werden. Kreuzen Sie alle korrektenAussagen an. Newton-Cotes-Formeln basieren auf der Integration des Interpolationspolynoms zu �aquidistantenSt�utzstellen. Die Simpsonregel (3 St�utzstellen) ist exakt, falls f(x) ein quadratishes Polynom ist. Bei Gau�-Quadraturformeln sind die St�utzstellen im allgemeinen niht �aquidistant. Unabh�angig von f(x) ist eine Gau�-Quadraturformel stets genauer als eine Newton-Cotes-Formelmit derselben St�utzstellenanzahl.



MC 10. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. Das Newton-Verfahren (Nullstellensuhe) l�asst sih als Fixpunktiteration formulieren. Das Levenberg-Marquardt-Verfahren l�asst sih niht als Fixpunktiteration formulieren. Beim Gau�-Newton-Verfahren hat das linearisierte Ausgleihsproblem in jedem Iterationsshrittstets eine eindeutige L�osung. Beim Levenberg-Marquardt-Verfahren hat das linearisierte Ausgleihsproblem in jedem Iterations-shritt stets eine eindeutige L�osung.Aufgabe 1 (11 Punkte)a) Es sei A = 0BB� 3 �3 0 9�3 5 4 �90 4 17� �2 09 �9 0 311CCA :Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LDLT . Geben Sie die Matrizen L und D explizit an.(Berehnung �uber LR-Zerlegung gibt 0 Punkte!)b) F�ur welhe Werte von � ist A positiv de�nit?) F�ur welhe Werte von � ist ATA positiv de�nit?d) Bestimmen Sie die Determinante von A f�ur � = 2.e) Es sei nun L = 0BB� 1 0 0 0�3 1 0 00 5 1 02 �2 �1 11CCA ; D = 0BB�2 0 0 00 1 0 00 0 3 00 0 0 21CCA ; b = 0BB� �21236�241CCA :L�osen Sie das lineare Gleihungssystem LDLTx = b.(Berehnung �uber LR-Zerlegung gibt 0 Punkte!)Aufgabe 2 (10 Punkte)a) Gegeben sei das lineare Ausgleihsproblem0BB� 3 �10 20 04 1 1CCA�ab�+0BB� 1�22�11CCA2 ! mina;b2RL�osen Sie dieses mittels Givens-Rotationen. Bestimmen Sie anshlie�end die k � k2-Norm des Resi-duums.



b) Unabh�angig von Teil a) soll nun die Funktion y(t) := A ln� t� � im Sinne minimaler Fehlerquadratean die Messwerte aus folgender Tabelle angepasst werden:ti 1 2 3 5yi �1 0 1 2 :i) Formulieren Sie diese Aufgabe als nihtlineares Ausgleihsproblem in Abh�angigkeit der Pa-rameter A und � durh explizites Einsetzen aller Messwerte aus der Tabelle.ii) Stellen Sie das lineare Ausgleihsproblem, das sih im k-ten Iterationsshritt des Gau�-Newton-Verfahrens ergeben w�urde, explizit auf in Abh�angigkeit der IteriertenAk und �k durh Einsetzenaller Messwerte aus der Tabelle.iii) Transformieren Sie das urspr�unglihe nihtlineare Ausgleihsproblem in ein �aquivalentes linea-res Ausgleihsproblem, und geben Sie dieses explizit an durh Einsetzen aller Messwerte ausder Tabelle. Geben Sie auh den Zusammenhang zwishen den alten Parametern (A, �) undden neuen Parametern ( ~A, ~� ) explizit an.Hinweis: Es gilt ln� t� � = ln(t)� ln(�).Aufgabe 3 (9 Punkte)Gegeben sei die 2D-Fixpunktgleihung0BB�xy1CCA = 0BB� y4 + (x� y)28x3 + 1� os�� x+ y4 �1CCA =: 0BB�F1(x; y)F2(x; y)1CCA =: F (x; y)a) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banah f�ur den Bereih E := [0; 1℄�[0; 1℄ erf�ullt sind. Verwenden Sie die k � k1-Norm.b) F�uhren Sie ausgehend vom Startwert (x0; y0) := (0:2; 0:3) zwei Fixpunktiterationen durh, d. h.berehnen Sie (x2; y2).) Geben Sie eine a-priori- und eine a-posteriori-Fehlerabsh�atzung f�ur (x2; y2) an unter Verwendungder k � k1-Norm.d) Wie viele Iterationsshritte sind ausgehend vom Startwert (x0; y0) := (0:2; 0:3) h�ohstens erforder-lih, um den Fixpunkt in der k � k1-Norm bis auf einen Fehler von " := 10�3 anzun�ahern?Aufgabe 4 (10 Punkte)Gegeben sei das Anfangswertproblemy00(t)� ty0(t) + 4t2y(t) = 0; y(1) = 1; y0(1) = 2:a) Formulieren Sie das �aquivalente System erster Ordnung.b) Bestimmen Sie eine N�aherung f�ur y00(5=4), indem Sie einen Shritt mit dem verbesserten Eulerver-fahren durhf�uhren.) Bestimmen Sie eine N�aherung f�ur y00(9=8), indem Sie einen Shritt mit der (impliziten) Trapezme-thode durhf�uhren. L�osen Sie das sih dabei ergebende lineare Gleihungssystem mit einer Gau�-Elimination.


