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Diplom — VP Numerik 26. Marz 2007

Multiple-Choice-Test (20 Punkte)

Bei jeder MC-Aufgabe ist mindestens eine Aussage korrekt. Wird dennoch bei einer MC-Aufgabe
keine einzige Aussage angekreuzt, gilt diese Aufgabe als nicht bearbeitet und wird mit 0 Punkten
bewertet.

Ansonsten gibt es fiir jede falsche Antwort —0.5 Punkte, und fiir jede korrekte Antwort 0.5
Punkte, so dass man pro MC-Aufgabe —2 bis 2 Punkte erreichen kann. Da aus dem MC-Test als Ganzes
keine negativen Punkte entstehen diirfen, kann man bei 10 MC-Aufgaben insgesamt zwischen 0 und
20 Punkten erreichen.

Um Fliichtigkeitsfehlern vorzubeugen, sind durchgéingig nur korrekte Aussagen anzukreuzen.

MC 1 Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

(O Die Subtraktion zweier nahezu gleich grofier Zahlen ist gut konditioniert.

(O Die Subtraktion zweier betragsméfig stark unterschiedlicher Zahlen ist gut konditioniert.
(O Die Division zweier nahezu gleich grofier Zahlen ist schlecht konditioniert.

(O Die Exponentialfunktion e” ist gut konditioniert fiir alle z € R.

MC 2 Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

In dreistelliger Gleitpunktarithmetik mit Standardrundung erhilt man als Ergebnis von 1+ 5-1073
den Wert 1.01.

In vierstelliger Gleitpunktarithmetik mit Standardrundung erhilt man als Ergebnis von 1+ 10~*
den Wert 1.0001.

Unter Verwendung der Standardrundung sind relative Rundungsfehler stets kleiner als die relative
Maschinengenauigkeit.
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Die relative Maschinengenauigkeit ist der Quotient aus der betragskleinsten und der betragsgréfiten
Maschinenzahl.

MC 3. Mit z,Z € R und der zweimal differenzierbaren Funktion f : R — R seien r, := ‘i;ﬂ und ry =
‘fi‘ d1e relativen Fehler der Ein- und Ausgabe, und es gelten die Definitionen kyei(x | z()x

SOWie Krel, oo ‘f ‘ supgcr | f'(€)|. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an, wobei 75 0, f(z ) #0

SOWie Krel oo (T ) < 00 vorausgesetzt sei.

O rf < krel(z) - 75 gilt stets fiir alle z € R

O rf < krel(z) - 7 gilt nur in erster N&herung beziiglich & — «.

O 7§ < Krel,oo () - 75 gilt stets fiir alle 2 € R.

O 7§ < Krel,oo(2) - T2 gilt nicht unbedingt fiir alle z € R.
MC 4. Mit b,b,z,% € R* und A, A € R"*" sowie Az = b und AZ = b seien ry, := HEHZ(\)H’ T 1= Hfﬁ;ﬁ””
und r4 := H’ﬁzl’?“ die relativen Fehler der rechten Seite, der Losung und der Matrix, und es gelten die
Definitionen k4 := ||A|| - [|[A™!]| sowie h := |[|[A — A|| - ||[A~"||. Hierbei sei || || eine Vektornorm auf R"

bzw. die zugehorige Matrix—Norm auf R”*", und es sei ||b||, det(A4) # 0 vorausgesetzt. Kreuzen Sie alle
korrekten Aussagen an.

O Es gilt stets r, < kqtatre,

O 1y < ko™t gilt stets, wenn h < 1 gilt.

O |1z — =|| § ||A|| L. ||b = b|| gilt stets, wenn h = 0 gilt.

O |1z — || < [JA=Y] - ||b — b|| gilt stets, wenn h = 0 gilt.



MC 5. Ein lineares Gleichungssystem soll mit dem Gauf3-Algorithmus gelést werden. Der Algorith-
mus kann mittels Zeilendquilibrierung bzw. Pivotisierung erweitert werden. Kreuzen Sie alle korrekten
Aussagen an.

(O Durch Zeilendquilibrierung verringert sich der Rechenaufwand des Gauf-Algorithmus.

(O Bei exakter Rechnung ist der Gauf3-Algorithmus mit Pivotisierung fiir eindeutig l6sbare lineare Glei-
chungssysteme stets durchfiihrbar.

(O Die Zeileniéquilibrierung ist in der || - ||so-Norm die optimale Diagonalskalierung.

O Pivotisierung verbessert die Kondition des Gauf3-Algorithmus.

MC 6. Mit mit m >n und A € R™*" x € R*, b € R™ soll das lineare Ausgleichsproblem ||Az — b||s —
min,cr gelost werden. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

(O Die Normalgleichungen tragen ihren Namen, weil das damit berechnete Residuum senkrecht auf b
steht.

O Wegen ks (AT A) = ky(A)? sind die Normalgleichungen fiir die numerische Lésung groier Gleichungs-
systeme besonders geeignet.

O Im Gegensatz zu Givens-Rotationen lisst sich mit Householder-Spiegelungen das Residuum || Az—b||2
nicht direkt aus dem transformierten System ablesen, sondern man muss erst Az — b explizit aus-
rechnen.

O Bei der Verwendung einer @ R-Transformation (Givens/Householder) muss die Matrix @ nicht ex-
plizit aufgestellt werden, um die Lésung = zu erhalten.

MC 7. Das skalare bzw. vektorwertige Nullstellenproblem f(z) = 0 soll iterativ gelost werden. Hierbei
sei ||zx — 2*|| die Norm des Fehlers in Iterationsschritt k. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

(O Die Konvergenzordnung p > 1 bedeutet, dass sich ||z, —x*|| von Iteration zu Iteration asymptotisch
jeweils um den Faktor p verringert.

(O Die Konvergenzordnung p > 1 bedeutet, dass sich die Anzahl korrekter Stellen (d.h. der Logarith-
mus von ||z — z*||) von Iteration zu Iteration asymptotisch jeweils um den Faktor p vergrossert.

(O Beim Bisektionsverfahren fiir skalare Nullstellenprobleme liegt im Gegensatz zum Fixpunktverfah-
ren die gesuchte Nullstelle stets zwischen dem neuen Iterationswert x; und dem alten Iterationswert
Tr—1.

O Die sténdige Wiederverwendung einer zuvor durchgefithrten LR-Zerlegung der Jacobi-Matrix be-
schleunigt das modifizierte Newton-Verfahren.

MC 8. Eine skalare Funktion f(z) soll mittels Interpolation an verschiedenen Stiitzstellen im Intervall
I C R durch ein Polynom p(x) approximiert werden. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

(O Mit dem bekannten Wert y berechnet das Neville-Aitken-Verfahren den Wert p(y), ohne das Poly-
nom p(z) allgemein fiir beliebige = aufzustellen.

O Setzt man den bekannten Wert y in das Newtonpolynom p(z) ein, erhélt man nicht den Wert p(y),
den das entsprechende Neville-Aitken-Schema liefert.

(O Die Newton-Interpolation liefert dasselbe Interpolationspolynom wie die Lagrange-Interpolation.

O Fiir jede ausreichend oft stetig differenzierbare Funktion f(z) kann man den Fehler max ¢y |f(z) —
p(z)| beliebig klein machen, indem man einfach die Anzahl der dquidistanten Interpolationspunkte
in I grof} genug macht.

MC 9. Das Integral I := fab f(z)dx soll numerisch approximiert werden. Kreuzen Sie alle korrekten
Aussagen an.

(O Newton-Cotes-Formeln basieren auf der Integration des Interpolationspolynoms zu dquidistanten
Stiitzstellen.
Die Simpsonregel (3 Stiitzstellen) ist exakt, falls f(z) ein quadratisches Polynom ist.

Bei Gauf}-Quadraturformeln sind die Stiitzstellen im allgemeinen nicht dquidistant.

OO0

Unabhingig von f(z) ist eine GauBl-Quadraturformel stets genauer als eine Newton-Cotes-Formel
mit derselben Stiitzstellenanzahl.



MC 10. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

(O Das Newton-Verfahren (Nullstellensuche) lisst sich als Fixpunktiteration formulieren.

(O Das Levenberg-Marquardt-Verfahren lisst sich nicht als Fixpunktiteration formulieren.

O Beim GauB-Newton-Verfahren hat das linearisierte Ausgleichsproblem in jedem Iterationsschritt
stets eine eindeutige Losung.

(O Beim Levenberg-Marquardt-Verfahren hat das linearisierte Ausgleichsproblem in jedem Iterations-
schritt stets eine eindeutige Losung.

Aufgabe 1 (11 Punkte)

a) Es sei

3 -3 0 9
-3 5 4 -9
0 4 17-a* 0
9 -9 0 31

Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LDLT. Geben Sie die Matrizen L und D explizit an.
(Berechnung {iber LR-Zerlegung gibt 0 Punkte!)

b) Fiir welche Werte von « ist A positiv definit?
¢) Fiir welche Werte von « ist AT A positiv definit?
d) Bestimmen Sie die Determinante von A fiir a = 2.
e) Es sei nun
1 0 0 O 2 0 0O -2
-3 1 0 O 01 0O 12
L= 0 5 1 0 D= 00 3 0}’ b= 36
2 -2 -1 1 0 0 0 2 —24
Losen Sie das lineare Gleichungssystem LDLTz = b.
(Berechnung {iber LR-Zerlegung gibt 0 Punkte!)
Aufgabe 2 (10 Punkte)
a) Gegeben sei das lineare Ausgleichsproblem
3 -1 1
0 2 * + 2 — min
0 O b 2 a.beER
4 1 -1/,
Losen Sie dieses mittels Givens-Rotationen. Bestimmen Sie anschlieffend die || - ||o-Norm des Resi-

duums.



b) Unabhingig von Teil a) soll nun die Funktion y(¢) := Aln <£> im Sinne minimaler Fehlerquadrate
T
an die Messwerte aus folgender Tabelle angepasst werden:

ti| 1 2
yi|_1 0

3 5
1 2

i) Formulieren Sie diese Aufgabe als nichtlineares Ausgleichsproblem in Abhiingigkeit der Pa-
rameter A und 7 durch explizites Einsetzen aller Messwerte aus der Tabelle.

ii) Stellen Sie das lineare Ausgleichsproblem, das sich im k-ten Iterationsschritt des Gau-Newton-
Verfahrens ergeben wiirde, explizit auf in Abhéngigkeit der Iterierten Ay und 7 durch Einsetzen
aller Messwerte aus der Tabelle.

iii) Transformieren Sie das urspriingliche nichtlineare Ausgleichsproblem in ein fiquivalentes linea-
res Ausgleichsproblem, und geben Sie dieses explizit an durch Einsetzen aller Messwerte aus
der Tabelle. Geben Sie auch den Zusammenhang zwischen den alten Parametern (A4, 7) und
den neuen Parametern (A, 7) explizit an.

t
Hinweis: Es gilt ln<—> =In(t) — In(7).
T

Aufgabe 3 (9 Punkte)
Gegeben sei die 2D-Fixpunktgleichung
— )2
x g Ct) Fi(z,y)
—| 478 —. —: F(,y)

£+lcos(7rm+y) Fy(z,y)

Y 3 T 4 2(T, Y
a) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banach fiir den Bereich E := [0, 1] x

[0, 1] erfiillt sind. Verwenden Sie die || - ||oo-Norm.

b) Fiihren Sie ausgehend vom Startwert (zo,yo) := (0.2,0.3) zwei Fixpunktiterationen durch, d.h.
berechnen Sie (z2,y2).

c) Geben Sie eine a-priori- und eine a-posteriori-Fehlerabschiitzung fiir (z2,y2) an unter Verwendung
der ||  ||co-Norm.

d) Wie viele Iterationsschritte sind ausgehend vom Startwert (zo,yo) := (0.2,0.3) hichstens erforder-
lich, um den Fixpunkt in der || - [|.-Norm bis auf einen Fehler von ¢ := 10~2 anzunihern?

Aufgabe 4 (10 Punkte)
Gegeben sei das Anfangswertproblem

y'() —ty' (1) + 47y (t) =0, y(1) =1, y'(1) =2
a) Formulieren Sie das dquivalente System erster Ordnung.

b) Bestimmen Sie eine Ndherung fiir y”(5/4), indem Sie einen Schritt mit dem verbesserten Eulerver-
fahren durchfiihren.

c) Bestimmen Sie eine N&herung fiir 4" (9/8), indem Sie einen Schritt mit der (impliziten) Trapezme-
thode durchfiihren. Loésen Sie das sich dabei ergebende lineare Gleichungssystem mit einer Gauf-
Elimination.



