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Verständnisfragen-Teil (24 Punkte)

Es gibt zu jeder der 12 Aufgaben vier Teilaufgaben. Diese sind mit “wahr” bzw. “falsch” zu kennzeichnen
(hinschreiben). Es müssen mindestens zwei Fragen mit wahr oder falsch gekennzeichnet werden. Sonst
wird die Aufgabe als nicht bearbeitet gewertet, also mit 0 Punkten. Das ist auch der Fall, wenn eine
Teilaufgabe falsch ist. Ansonsten gibt es für jede richtige Teilaufgabe 0.5 Punkte.

Beantworten Sie mindestens zwei Fragen mit wahr oder falsch!

VF-1: Es seien xMIN bzw. xMAX die kleinste bzw. größte (strikt) positive Zahl sowie eps die relative
Maschinengenauigkeit in der Menge M(b,m, r,R) der Maschinenzahlen gemäß Vorlesung/Buch und
D := [−xMAX,−xMIN] ∪ [xMIN, xMAX]. Ferner beschreibe fl : D → M(b,m, r,R) die Standardrundung.
Alle Zahlen sind im Dezimalsystem angegeben.

1. In M(4, 6,−2, 8) gilt: xMIN = 0.015625

2. In M(10, 6,−5, 5) gilt: xMAX = 9.99 · 104

3. Es gilt |fl(x)− x| ≤ eps für alle x ∈ D.

4. Die Zahl 16.5 ist in M(2, 8,−8, 8) exakt darstellbar.

VF-2:

1. Je besser die Kondition eines Problems, desto stabiler sind Algorithmen zur Lösung dieses
Problems.

2. Bei einem stabilen Algorithmus ist der Ausgabefehler in der selben Größenordnung wie der
Eingabefehler.

3. Die Funktion f(x, y) = x− y ist gut konditioniert für alle x > 0, y < 0.

4. Die Funktion f(x, y) = (x3 − 1) sin y ist in der Nähe von (1, 1) gut konditioniert.

VF-3: Es seien A ∈ Rn×n beliebig aber regulär, b ∈ Rn und gesucht sei die Lösung x ∈ Rn von Ax = b.

1. Es sei κ(A) die Konditionszahl der Matrix A. Es gilt κ(A) = κ(A−1).

2. Es sei x̃ die Lösung des gestörten Problems Ax̃ = b̃ und κ(A) die Konditionszahl der Matrix
A bezüglich ‖ · ‖. Es gilt ‖x̃− x‖ ≤ κ(A)‖b̃− b‖.

3. Zu A existiert eine eindeutige Zerlegung A = LR.

4. Das Lösen des Gleichungssystems über LR-Zerlegung ohne Pivotisierung aber mit Zei-
lenäquilibrierung ist ein stabiles Verfahren.

VF-4: Es sei A ∈ Rm×n.

1. Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist wieder eine orthogonale Matrix.

2. Das Givens-Verfahren zur Berechnung einer QR-Zerlegung von A ist ohne Pivotisierung
nicht stabil.

3. Die einzelnen Schritte des Householder-Algorithmus zur QR-Zerlegung von A lassen sich
geometrisch als Spiegelungen interpretieren.

4. Die Householder-Transformation wird durch eine symmetrische Matrix beschrieben.
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VF-5: Gegeben seien A ∈ Rm×n mit m > n, Rang(A) = n und eine rechte Seite b ∈ Rm. Es sei
x∗ ∈ Rn eine Lösung des zugehörigen linearen Ausgleichsproblems.

1. x∗ ist Lösung von ATAx∗ = AT b.

2. Die Matrix ATA ist symmetrisch positiv definit.

3. Der Vektor Ax∗ − b steht senkrecht auf Ax∗.

4. Sei x̃∗ die Lösung des linearen Ausgleichsproblems bei gestörten Daten b̃. Für die Kondition

des linearen Ausgleichsproblems bezüglich Störungen in b gilt:
‖x̃∗−x∗‖2
‖x∗‖2

≤ κ2 (A)
2 ‖b̃−b‖2
‖b‖2

.

VF-6: Gegeben seien A ∈ Rm×n mit vollem Rang und m > n, eine QR-Zerlegung A = QR und b ∈ Rm.

Es seien QTA = R :=

 R̃

0

 mit R̃ ∈ Rn×n und QT b =

 b1

b2

 mit b1 ∈ Rn und b2 ∈ R(m−n). Sei

x∗ die Lösung des zugehörigen linearen Ausgleichproblems.

1. Es gilt detR 6= 0.

2. Das Residuum des zugehörigen linearen Ausgleichproblems ist ‖b1‖2.

3. Es gilt ‖Ax− b‖2 = ‖Rx−QT b‖2 für alle x ∈ Rn .

4. Die Lösung des linearen Ausgleichsproblems ist gegeben durch x∗ = R−1QT b.

VF-7: Es seien Φ : Rn → Rn eine differenzierbare Abbildung und E ⊂ Rn eine abgeschlossene Menge
sowie x0 ∈ E.

1. Es seien maxx∈E ‖Φ′(x)‖ ≤ L für L ∈ R und Φ(E) ⊂ E. Die Fixpunktiteration xk+1 :=
Φ(xk) konvergiert dann gegen den eindeutigen Fixpunkt x∗ = Φ(x∗).

2. Es seien maxx∈E ‖Φ′(x)‖ = M > 1 und Φ(E) ⊂ E. Dann divergiert die Fixpunktiteration
xk+1 := Φ(xk).

3. Es seien n = 1 und E ein Intervall. Weiter seien maxx∈E |Φ′(x)| < 1 und Φ(E) ⊂ E.
Die Fixpunktiteration xk+1 := Φ(xk) konvergiert dann gegen den eindeutigen Fixpunkt
x∗ = Φ(x∗) in E.

4. Es seien ‖Φ(x) − Φ(y)‖ ≤ L‖x − y‖ für alle x, y ∈ E und L ∈ [0, 1) sowie Φ(E) ⊂ E.
Die Fixpunktiteration xk+1 := Φ(xk) konvergiert dann gegen den eindeutigen Fixpunkt
x∗ = Φ(x∗) in E.

VF-8: Es sei f : R→ R zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung U von x∗ mit f(x∗) = 0.

1. Es sei f(x) := 2x3 − 1. Die Newton-Iteration zur Berechnung einer Nullstelle von f lautet:

xk+1 := xk − 1
3 ·

x3
k−1
x2
k

.

2. Es sei f(x) := x4 − 2. Die Newton-Iteration zur Berechnung einer Nullstelle von f lautet:
xk+1 := 3

4xk −
1
x3
k

.

3. Das Newton-Verfahren lässt sich als Fixpunktverfahren interpretieren.

4. Der Näherungswert xk+1 ist die Nullstelle der Tangente an f im Punkt (xk, f(xk)).
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VF-9: Es sei eine nichtlineare Funktion F : Rn → Rm gegeben.

1. Das zugehörige nichtlineare Ausgleichsproblem lautet:
Finde x∗ mit ‖F (x∗)− x∗‖2 = minx∈Rn ‖F (x)− x‖2.

2. Beim Levenberg-Marquardt-Verfahren wählt man den Dämpfungsparameter abhängig vom
Verhältnis der Änderung im nichtlinearen Residuum zur Änderung des Residuums des li-
nearen Modells.

3. Das Gauss-Newton-Verfahren ist eine Fixpunktiteration.

4. Das Gauss-Newton-Verfahren liefert für beliebige Startwerte eine Lösung des zugehörigen
nichtlinearen Ausgleichsproblems.

VF-10: Es sei Πn =
{∑n

j=0 ajx
j |a0, ..., an ∈ R

}
der Raum der Polynome vom Grade (höchstens) n. Fer-

ner sei P (f
∣∣ x0, . . . , xn) das Lagrange–Interpolationspolynom zu den Daten (x0, f(x0)), . . . , (xn, f(xn)).

1. Die Lagrange-Fundamentalpolynome ljn(x) =
(x−x0)...(x−xj−1)(x−xj+1)...(x−xn)

(xj−x0)...(xj−xj−1)(xj−xj+1)...(xj−xn)
,

0 ≤ j ≤ n bilden eine Basis von Πn.

2. Die Lagrange-Fundamentalpolynome zur Darstellung von P (f
∣∣ x0, . . . , xn) sind gerade so

konstruiert, dass gilt: ljn(xi) = δji, i, j = 0, . . . , n. (Hinweis: δij = 0 falls i 6= j, δjj = 1)

3.
{
a1x, a2x

2, . . . , an−1x
n−1} bildet für beliebige, nicht verschwindende Koeffizienten

a1, . . . , an−1 ∈ R eine Basis von Πn.

4. Für ein festes x̄ ist die Auswertung von P (f
∣∣ x0, . . . , xn)(x̄) sowohl mittels Neville-Aitken-

Schema als auch mittels Newton-Schema und anschließender Auswertung von der Ordnung
O(n2).

VF-11: Es sei P (f
∣∣ x0, . . . , xn) das Lagrange–Interpolationspolynom zu den Daten

(x0, f(x0)), . . . , (xn, f(xn)) mit x0 < . . . < xn.

1. Die Bestimmung von P (f
∣∣ x0, . . . , xn) mit dem Newton-Schema und mittels eines linearen

Gleichungssystems (Vandermonde-Matrix) führt zum gleichen Polynom P (f
∣∣ x0, . . . , xn).

2. Die Bestimmung von P (f
∣∣ x0, . . . , xn) mittels eines linearen Gleichungssystems

(Vandermonde-Matrix) ist stets effizienter als die Verwendung des Newton-Schemas.

3. P (f
∣∣ x0, . . . , xn) kann mit Hilfe der Lagrange-Fundamentalpolynome bestimmt werden.

4. Falls es sich bei der Funktion f um ein Polynom vom Grad ≤ n handelt, dann gilt stets
f(x) = P (f

∣∣ x0, . . . , xn)(x).

VF-12: Es sei f ∈ C[a, b]. Das Integral I(f) :=
∫ b
a
f(x)dx werde durch eine Newton-Cotes-Formel

Im(f) zu äquidistanten Stützstellen a ≤ x0 < . . . < xm ≤ b approximiert.

1. Im(q) = I(q) für alle q ∈ Πm+2.

2. Es gilt Im(f) =
∫ b
a
P (f

∣∣ x0, . . . , xm)(x) dx.

3. Falls f ∈ Cm+1[a, b], dann gilt für den Fehler

|I(f)− Im(f)| ≤ (b−a)m+2

(m+1)! maxx∈[a,b] |f (m+1)(x)|.

4. Newton-Cotes-Formeln höherer Ordnung können aufgrund von Auslöschung instabil sein.
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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Es sei

A =

1 −2 2
4 −3 3
8 1 1

 .

a) Führen Sie eine Zeilenskalierung von A durch. Geben Sie die entsprechende Diagonalmatrix D (mit
skalierter Matrix B := DA) explizit an.

b) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung von B mit Spaltenpivotisierung, d. h. PB = LR. Geben Sie die
Matrizen P , L und R explizit an.

c) Bestimmen Sie die Determinante der Matrix A. Verwenden Sie hierzu die LR-Zerlegung aus den
vorherigen Aufgabenteilen. (Achtung: Andere Lösungswege werden mit 0 Punkten bewertet.)

Aufgabe 2 (8 Punkte)
Gegeben seien Messwerte

ti −1 1 2

fi 1 7.4 20.1
,

die zu dem Bildungsgesetz
f(t) = eat+b

gehören.

a) Stellen Sie das zugehörige nichtlineare Ausgleichsproblem ‖F (x)‖2 → min explizit auf (Messwerte
schon einsetzen!).

b) Für das Gauß–Newton–Verfahren seien die Startwerte a0 = 0.75, b0 = 0.25 gegeben. Wie lautet
das lineare Ausgleichsproblem für den ersten Schritt? (Der erste Schritt muss nicht durchgeführt
werden.)

c) Lösen Sie das lineare Ausgleichsproblem ‖Ax− b‖2 → min für

A =


8 0
4 2
4 2
2 1

 und b =


1
0
0
0


mittels Householder-Transformationen. Geben Sie die Lösung x und das Residuum explizit an.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
Gesucht sind die Lösungen des folgenden nichtlinearen Gleichungssystems:

2x2 + y2 − 18 = 0

2x y + 3 y − 7 = 0

a) Fertigen Sie eine Skizze an, die die Lage der Lösung(en) im 1. Quadranten verdeutlicht und bestim-
men Sie daraus einen guten ganzzahligen Startwert (x0, y0).

b) Eine Lösung liegt im Bereich [2, 3] × [0, 1]. Geben Sie hierfür eine geeignete 2D-Fixpunktgleichung
an, und weisen Sie die Voraussetzungen des Fixpunksatzes von Banach nach. Begründen Sie Ihre
Aussagen.
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c) Eine weitere Lösung liegt in [−1, 0]× [4, 5]. Für diese ist

(
x
y

)
= F

(
x
y

)
=

 7− 3 y

2 y√
18− 2x2


eine geeignete Fixpunktiteration mit Kontraktionszahl (bzgl. der 1-Norm) L = 0.5. Wieviele Schritte
sind ausgehend von dem ganzzahligen Startwert (x0, y0) = (−1, 4) höchstens erforderlich, um eine
Genauigkeit von ε = 2 · 10−4 zu erzielen?

d) Geben Sie eine a–posteriori–Fehlerabschätzung für (x2, y2) an.

Aufgabe 4 (6 Punkte)
Für die Funktion (das Integral)

F (x) =

∫ x

0

e(1−t
2/2)dt

ist eine Wertetabelle gegeben.

x 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
F (x) 0.0000 1.3046 2.3258 2.9517 3.2518 3.3646 3.3977

a) Gesucht ist eine Näherung für F (1.25). Geben Sie die geeigneten Tabellenwerte zur Berechnung mit
einem Polynom dritten Grades an und begründen Sie ihre Wahl. (Berechnung nicht erforderlich.)

b) Berechnen Sie einen möglichst guten Näherungswert für F (1.9) mit dem Neville-Aitken-Schema
unter Benutzung der Stützstellen 1.5, 2, 2.5 und geben Sie eine möglichst gute Fehlerabschätzung
hierzu an.

Hinweis: F (x) ist die Stammfunktion von e1−x
2/2. Man berechne F ′(x) und F ′′(x). Es gilt F (3)(x) =

(x2 − 1) e1−x
2/2, F (4)(x) = −x (x2 − 3) e1−x

2/2, F (5)(x) = (x4 − 6x2 + 3) e1−x
2/2

Aufgabe 5 (6 Punkte)
Für das Integral

I =

∫ 1

−1
esin xdx

sollen numerisch Näherungen bestimmt werden.

a) Wieviel Schritte (n) braucht man mit der summierten Trapezregel, um eine Genauigkeit von ε = 10−5

zu erreichen? Schätzen Sie dazu die entsprechende Ableitung ab, ohne Extrema zu benutzen.

b) Bestimmen Sie mittels der summierten Simpsonregel eine Näherung für I mit der Schrittweite h =
1.0 und geben Sie eine Fehlerabschätzung an.
Hinweis: Für f(x) = esin x gilt maxξ∈R|f (4)(ξ)| = 4 · e


