RWTH-Aachen Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik
IGPM RWTH-Aachen NumaMB H10

Verstidndnisfragen-Teil (24 Punkte)

Es gibt zu jeder der 12 Aufgaben vier Teilaufgaben. Diese sind mit “wahr” bzw. “falsch” zu kennzeichnen
(hinschreiben). Es miissen mindestens zwei Fragen mit wahr oder falsch gekennzeichnet werden. Sonst
wird die Aufgabe als nicht bearbeitet gewertet, also mit 0 Punkten. Das ist auch der Fall, wenn eine
Teilaufgabe falsch ist. Ansonsten gibt es fiir jede richtige Teilaufgabe 0.5 Punkte.

Beantworten Sie mindestens zwei Fragen mit wahr oder falsch!

VF-1: Es seien zyn bzw. zyax die kleinste bzw. grofite (strikt) positive Zahl sowie eps die relative
Maschinengenauigkeit in der Menge M(b, m,r, R) der Maschinenzahlen gemé#fi Vorlesung/Buch und
D := [—2max, —2miN] U [2min, Zvax]- Ferner beschreibe fl : D — M(b, m, r, R) die Standardrundung.
Alle Zahlen sind im Dezimalsystem angegeben.

1.|In M(4, 6, —2, 8) gilt: zpxn = 0.015625

.|In M(10, 6, —5,5) gilt: zpax = 9.99 - 10*

2
3. |Es gilt [fi(x) — x| < eps fiir alle x € D.
4.|Die Zahl 16.5 ist in M(2, 8, —8, 8) exakt darstellbar.

VF-2:

1.|Je besser die Kondition eines Problems, desto stabiler sind Algorithmen zur Losung dieses
Problems.

2.|Bei einem stabilen Algorithmus ist der Ausgabefehler in der selben Groéflenordnung wie der
Eingabefehler.

3. |Die Funktion f(z,y) = x — y ist gut konditioniert fiir alle z > 0, y < 0.

4.|Die Funktion f(z,y) = (23 — 1)siny ist in der Niihe von (1,1) gut konditioniert.

VF-3: Esseien A € R"*"™ beliebig aber regulér, b € R™ und gesucht sei die Lésung « € R™ von Ax = b.
1. |Es sei (A) die Konditionszahl der Matrix A. Es gilt x(A) = x(A71).

2.|Es sei  die Losung des gestérten Problems Az = b und k(A) die Konditionszahl der Matrix
A beziiglich || - ||. Es gilt |Z — z|| < &(A)||b —b]|.

3.|Zu A existiert eine eindeutige Zerlegung A = LR.

4.|Das Losen des Gleichungssystems iiber LR-Zerlegung ohne Pivotisierung aber mit Zei-
lenéquilibrierung ist ein stabiles Verfahren.

VF-4: Essei A € Rm*",

1.|Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist wieder eine orthogonale Matrix.

2.|Das Givens-Verfahren zur Berechnung einer () R-Zerlegung von A ist ohne Pivotisierung
nicht stabil.

3. |Die einzelnen Schritte des Householder-Algorithmus zur @) R-Zerlegung von A lassen sich
geometrisch als Spiegelungen interpretieren.

4. |Die Householder-Transformation wird durch eine symmetrische Matrix beschrieben.
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VF-5: Gegeben seien A € R™*™ mit m > n, Rang(A) = n und eine rechte Seite b € R™. Es sei
z* € R™ eine Losung des zugehorigen linearen Ausgleichsproblems.

1.|z* ist Losung von AT Az* = ATb.

.|Die Matrix AT A ist symmetrisch positiv definit.

2
3.|Der Vektor Ax* — b steht senkrecht auf Ax*.
4

.|Sei #* die Losung des linearen Ausgleichsproblems bei gestorten Daten b. Fiir die Kondition

5 —z* b—b
des linearen Ausgleichsproblems beziiglich Storungen in b gilt: W < Kg (A)2 H HbHQHZ'

VF-6: Gegeben seien A € R™*"™ mit vollem Rang und m > n, eine QQ R-Zerlegung A = QR und b € R™.

. T R - T bl . _ .
Es seien Q* A =R := mit R € R™™ und Q* b = mit b; € R und by € R(™=") Sej
0 bo
die Losung des zugehorigen linearen Ausgleichproblems.

Es gilt det R # 0.

Es gilt ||Az — b2 = ||Rz — Q7|2 fiir alle z € R™ .

o
1.
2.|Das Residuum des zugehorigen linearen Ausgleichproblems ist | b1 ||2.
3.
4.

Die Losung des linearen Ausgleichsproblems ist gegeben durch z* = R~1QTb.

VF-7: Es seien ® : R™ — R" eine differenzierbare Abbildung und F C R" eine abgeschlossene Menge
sowie zg € F.

1.|Es seien max,ep ||/ (z)|| < L fir L € R und ®(E) C E. Die Fixpunktiteration 41 :=
() konvergiert dann gegen den eindeutigen Fixpunkt z* = ®(x*).

2.|Es seien maxgep [|®'(2)]] = M > 1 und ®(F) C E. Dann divergiert die Fixpunktiteration
Tht1 = (D(l'k)

3.|Es seien n = 1 und E ein Intervall. Weiter seien maxgecp |®'(z)] < 1 und ®(F) C E.
Die Fixpunktiteration zpiq1 := ®(x;) konvergiert dann gegen den eindeutigen Fixpunkt
x* = ®(z*) in E.

4.|Es seien ||®(z) — @(y)|| < L|lz — y|| fir alle z,y € FE und L € [0,1) sowie ®(E) C E.
Die Fixpunktiteration xpiq1 := ®(x;) konvergiert dann gegen den eindeutigen Fixpunkt
x* = ®(z*) in E.

VF-8: Essei f: R — R zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung U von z* mit f(z*) = 0.

1.|Es sei f(z) := 22® — 1. Die Newton-Iteration zur Berechnung einer Nullstelle von f lautet:
1 xzfl

Th+1 Z=$k—§~ xi .

2.|Es sei f(z) := x* — 2. Die Newton-Iteration zur Berechnung einer Nullstelle von f lautet:

.3 1

3. |Das Newton-Verfahren lésst sich als Fixpunktverfahren interpretieren.

4. |Der Néherungswert x; ist die Nullstelle der Tangente an f im Punkt (z, f(zx)).
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VF-9: Es sei eine nichtlineare Funktion F': R” — R™ gegeben.

1. |Das zugehorige nichtlineare Ausgleichsproblem lautet:
Finde z* mit ||F(z*) — 2*||2 = mingegrn | F(x) — x|2.

2. |Beim Levenberg"-Marquardt-Verfahren wahlt man den Déirgpfungsparameter abhéngig vom
Verhéltnis der Anderung im nichtlinearen Residuum zur Anderung des Residuums des li-
nearen Modells.

3.|Das Gauss-Newton-Verfahren ist eine Fixpunktiteration.

4.|Das Gauss-Newton-Verfahren liefert fiir beliebige Startwerte eine Losung des zugehorigen
nichtlinearen Ausgleichsproblems.

VF-10: Esseill, = {Z?:o ajzlag, ..., a, € R} der Raum der Polynome vom Grade (hochstens) n. Fer-

ner sei P(f | Zo, ..., Z,) das Lagrange—Interpolationspolynom zu den Daten (zg, f (o)), ..., (zn, f(zn))-

_ _@=xo). (z—zj 1) (@—Tj41) ... (T—2n)
(zj—m0)...(z;—zj—1) (@ —@j41).. . (€j—n)

1.|Die Lagrange-Fundamentalpolynome I, (x)
0 < j < n bilden eine Basis von IL,,.

2. |Die Lagrange-Fundamentalpolynome zur Darstellung von P(f | xo,...,Ty) sind gerade so
konstruiert, dass gilt: I, (z;) = 6;;, ¢,7 =0,...,n. (Hinweis: §;; = 0 falls i # 7, 6;; = 1)

3. {ala:, asz?, . .. ,an_lx”_l} bildet fiir beliebige, nicht verschwindende Koeffizienten
ai,...,a,_1 € R eine Basis von II,,.

4. |Fiir ein festes 7z ist die Auswertung von P(f ‘ x0, - - -, Tn)(Z) sowohl mittels Neville-Aitken-
Schema als auch mittels Newton-Schema und anschlielender Auswertung von der Ordnung

O(n?).

VF-11: Es sei P(f | Zo,...,&,) das Lagrange-Interpolationspolynom zu den Daten
(o, f(x0))y- -y (@, f(zy)) mit g < ... < zp.
1. |Die Bestimmung von P(f | zo,...,®,) mit dem Newton-Schema und mittels eines linearen

Gleichungssystems (Vandermonde-Matrix) fithrt zum gleichen Polynom P(f ‘ X0y ey Tpy)e

2.|Die Bestimmung von P(f ‘ Zo,...,Tn) mittels eines linearen Gleichungssystems
(Vandermonde-Matrix) ist stets effizienter als die Verwendung des Newton-Schemas.

3.P(f f Zo, ..., Zy) kann mit Hilfe der Lagrange-Fundamentalpolynome bestimmt werden.

4.|Falls es sich bei der Funktion f um ein Polynom vom Grad < n handelt, dann gilt stets

flx)=P(f ’ 2oy Zn)(T).

VF-12: Es sei f € Cla,b]. Das Integral I(f) :

= ff f(z)dxz werde durch eine Newton-Cotes-Formel
I, (f) zu dquidistanten Stiitzstellen a < 29 < ... < 2z <

b approximiert.

AIm(q) = I(q) fir alle g € I, 40.

1

2.|Es gilt I,(f) = [* P(f | 20, .., 2m)(x) da.

3.|Falls f € C™*1[a,b], dann gilt fiir den Fehler
—q)m+? m

1(f) = In(£)] < S0 maxaepoy |FO 0 ()

4.|Newton-Cotes-Formeln hoherer Ordnung kénnen aufgrund von Ausléschung instabil sein.
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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Es sei
1 -2 2
A=14 -3 3
8§ 1 1

a) Fiihren Sie eine Zeilenskalierung von A durch. Geben Sie die entsprechende Diagonalmatrix D (mit
skalierter Matrix B := DA) explizit an.

b) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung von B mit Spaltenpivotisierung, d.h. PB = LR. Geben Sie die
Matrizen P, L und R explizit an.

¢) Bestimmen Sie die Determinante der Matrix A. Verwenden Sie hierzu die LR-Zerlegung aus den
vorherigen Aufgabenteilen. (Achtung: Andere Losungswege werden mit 0 Punkten bewertet.)

Aufgabe 2 (8 Punkte)
Gegeben seien Messwerte
t; | -1 1 2
fil 1 74 201
die zu dem Bildungsgesetz
f(t) = et

gehoren.

a) Stellen Sie das zugehérige nichtlineare Ausgleichsproblem ||F(z)|l2 — min explizit auf (Messwerte
schon einsetzen!).

b) Fiir das Gau—~Newton—Verfahren seien die Startwerte ag = 0.75, bg = 0.25 gegeben. Wie lautet
das lineare Ausgleichsproblem fiir den ersten Schritt? (Der erste Schritt muss nicht durchgefiihrt
werden.)

c¢) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem ||Az — b|j2 — min fiir

8

A= und b=

NN O
o O O

4
4
2

mittels Householder-Transformationen. Geben Sie die Losung x und das Residuum explizit an.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
Gesucht sind die Losungen des folgenden nichtlinearen Gleichungssystems:

222 4+9y2—-18 = 0

2zy+3y—-7 = 0

a) Fertigen Sie eine Skizze an, die die Lage der Losung(en) im 1. Quadranten verdeutlicht und bestim-
men Sie daraus einen guten ganzzahligen Startwert (zo, yo).

b) Eine Losung liegt im Bereich [2, 3] x [0, 1]. Geben Sie hierfiir eine geeignete 2D-Fixpunktgleichung
an, und weisen Sie die Voraussetzungen des Fixpunksatzes von Banach nach. Begriinden Sie Thre
Aussagen.
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c¢) Eine weitere Losung liegt in [—1, 0] x [4, 5]. Fiir diese ist

7T—3y

() =rC) =2

eine geeignete Fixpunktiteration mit Kontraktionszahl (bzgl. der 1-Norm) L = 0.5. Wieviele Schritte
sind ausgehend von dem ganzzahligen Startwert (xo,yo) = (—1,4) hochstens erforderlich, um eine
Genauigkeit von € = 2- 1074 zu erzielen?

d) Geben Sie eine a—posteriori-Fehlerabschétzung fiir (x2,y2) an.

Aufgabe 4 (6 Punkte)
Fiir die Funktion (das Integral)
T
F(z) = / =t/ gy
0

ist eine Wertetabelle gegeben.

T ‘ 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
F(m)‘0.0000 1.3046 2.3258 2.9517 3.2518 3.3646 3.3977

a) Gesucht ist eine Niherung fiir F/(1.25). Geben Sie die geeigneten Tabellenwerte zur Berechnung mit
einem Polynom dritten Grades an und begriinden Sie ihre Wahl. (Berechnung nicht erforderlich.)

b) Berechnen Sie einen moglichst guten Naherungswert fiir F/(1.9) mit dem Neville-Aitken-Schema
unter Benutzung der Stiitzstellen 1.5, 2, 2.5 und geben Sie eine moglichst gute Fehlerabschétzung
hierzu an.

Hinweis: F(z) ist die Stammfunktion von e¢'~*"/2. Man berechne F’(z) und F”(z). Es gilt F®(z) =
(22 —1)e' =" /2, FW(z) = —z (2% - 3) !~ /2, FO(z) = (a* — 627 + 3) e+ /2

Aufgabe 5 (6 Punkte)
Fiir das Integral

sollen numerisch Naherungen bestimmt werden.

a) Wieviel Schritte (n) braucht man mit der summierten Trapezregel, um eine Genauigkeit von e = 10~°
zu erreichen? Schétzen Sie dazu die entsprechende Ableitung ab, ohne Extrema zu benutzen.

b) Bestimmen Sie mittels der summierten Simpsonregel eine Niherung fiir I mit der Schrittweite h =
1.0 und geben Sie eine Fehlerabschétzung an.
Hinweis: Fiir f(z) = 5% gilt maxecr|f@(€)| =4 ¢



