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Zugelassene Hilfsmittel:

e Die vom Institut zur Klausur verteilte Formelsammlung, die Sie mit Namen und Matrikelnum-
mer versehen.

e Ein Taschenrechner, der explizit vom Institut zugelassen wurde und auf der “Positiv—Liste” steht, die zu
Klausurbeginn auch aufliegt.
ACHTUNG: Die Benutzung eines anderen Taschenrechners gilt als TAuschungsversuch!

Benutzter Taschenrechner (genaue Typenbezeichnung) :

Sie haben insgesamt 120 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Zum Bestehen der Klausur miissen mindestens 50% der
Gesamtpunktzahl erreicht werden. Sie kénnen Ihre Klausur am Mittwoch, dem 2. September 2015 im Raum 149
einsehen und sich (nur!) dort gegebenenfalls zur miindlichen Priifung anmelden. Eine Einteilung zur Einsicht erfolgt
zusammen mit der Bekanntgabe der Ergebnisse.

Bitte beginnen Sie mit der Bearbeitung der Aufgabe direkt unter der Aufgabenstellung. Sollte der Platz unterhalb
der Aufgabe nicht ausreichen, so setzen Sie die Aufgabe bitte auf der rechten Seite fort. Wenn auch das noch nicht
ausreicht, so fahren Sie auf einem der hinteren Leerblitter fort und geben dies bitte vorne mit einem Hinweis an.

Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnummer — auch die benutzten Blanko—
Blitter.

Die Klausur kann nach einer Aufbewahrungsfrist von 3 Jahren (ab Klausurdatum) innerhalb von drei Wochen am
Institut abgeholt werden.

Die/der Studierende erklirt hiermit auch, dass sie/er sich aktuell gesund fiihlt. Im Falle eines Priifungsabbruchs
wegen Krankheit gilt Folgendes: Die/der Studierende sucht unverziiglich, d. h. direkt im Anschluss an den Prii-
fungsabbruch eine Arztin bzw. einen Arzt auf und lisst sich ein Attest ausstellen, auf dem Befundtatsachen sowie
Datum und genaue Uhrzeit der Untersuchung aufgefiihrt werden. Dieses Attest ist unverziiglich beim ZPA einzu-
reichen und wird von dort an den zustdndigen Priifungsausschuss weitergeleitet. Der Priifungsausschuss entscheidet
iber die Anerkennung des Attestes. Bei Feststellung der vermeintlichen Priifungsunfahigkeit nach Beendigung der
Priifung gilt zuséitzlich: Aus dem Attest muss sich ergeben, warum die/der Studierende nicht in der Lage war,
die Beeintriachtigung frither zu erkennen. Der Priifungsausschuss entscheidet ggf. unter Einbeziehung einer/eines
Vertrauensérztin/-arztes iiber die Anerkennung des Attestes.

Ich versichere mit meiner Unterschrift auch, dass ich nur den oben eingetragenen Taschenrechner benutze, der
sich zudem auf der “Positiv-Liste” befindet und dass ich keine sonstigen elektronischen Geréte wie Handy, Tablet,
MP3-Player usw. bei mir habe.
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Verstidndnisfragen-Teil (30 Punkte)

Jeder der 6 Verstandnisfragenblocke besteht aus 10 Verstdndnisfragen. Werden alle 10 Fragen in einem Versténd-
nisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es dafiir 5 Punkte. Fiir 9 richtige Antworten gibt es 4 Punkte; fiir 8
richtige 3, fiir 7 richtige 2 und fiir 6 richtige Antworten gibt es einen Punkt. Werden weniger als 6 Fragen in einem
Verstandnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 0 Punkte.

Beantworten Sie alle Fragen mit wahr oder falsch bzw. geben Sie das Ergebnis numerisch als Dezimalzahl mit
mindestens 5 signifikanten Ziffern an.

Original - d.h. unvertauschte Reihenfolge

VF-1: In der Menge M(b,m,r, R) der Maschinenzahlen geméf Vorlesung/Buch seien zyn bzw. zpax die
kleinste bzw. grofite (strikt) positive Zahl sowie eps die relative Maschinengenauigkeit. Weiter seien D :=
[—zmax, —zmiN] U [MiN, max] und fl : D — M(b, m, r, R) beschreibe die Reduktionsabbildung (Standardrun-
dung).

1. |Es gilt fi(z) = z fir alle © € M(b,m,r, R).
Es gilt |fl(z) — x| < eps fiir alle z € D.

Die Anzahl der Elemente in der Menge M(b, m, r, R) hingt von m ab.
Die nicht-normalisierte Darstellung der Zahl 13 in M(3, 8, —8,8) ist 111.
Geben Sie xpax fiir M(3,3,—-2,4) an.

Die Funktion f(z) = 22 In(z) is gut konditioniert fiir z — oo.

Die Subtraktion zweier Zahlen mit demselben Vorzeichen ist immer schlecht konditioniert.

I e I A Il I

Ein Algorithmus zur numerischen Losung eines Problems kann nur stabil sein, wenn das vorliegende
Problem gut konditioniert ist.

9. |Eine gute Kondition eines Problems induziert eine geringe Fehlerfortpflanzung in einem Verfahren
zur numerischen Lésung des Problems.

10.|Berechnen Sie die relative Konditionszahl der Funktion f(z1,xs) = xf 22 fiir (21, 22) = (e, 7).

VF-2: Esseien A € R™ "™ beliebig aber regulér, b € R™ und gesucht sei die Losung = € R™ von Az = b.
1. |Es sei B := DA die zeilenéquilibrierte Matrix zu A. Dann gilt Koo (B) < koo (4).

2. |Es sei k(A) die Konditionszahl bzgl. || - ||. Bei Stérung der Eingabedaten b ist der relative Fehler in
der Lésung ”gﬁ;ﬁcu maximal um einen Faktor x(A) grofer als der relative Eingabefehler Hl‘)lgll"\l_

3. |Es existieren stets eine Permutationsmatrix P, eine normierte untere Dreiecksmatrix L und eine
obere Dreiecksmatrix R, so dass PA = LR gilt.

4. |Es sei R € R™ ™ eine reguldre obere Dreiecksmatrix. Der Rechenaufwand zur Bestimmung der
Losung y von Ry = b iiber Riickwartseinsetzen betrigt etwa %n Operationen.
8

0
5. |Essei A= . Berechnen Sie k2(A).
0 4

6. |Es sei PA = L R die iiber den Gauf-Algorithmus mit Spaltenpivotisierung berechnete Faktorisie-
rung. Dann gilt: | det(A)| = | det(R)|.

7. |Pivotisierung verbessert die Kondition des Gleichungssystems A x = b.

8. |Fiir die Konditionszahl der Matrix A gilt x(A) = k(A™1).

9. |Es seien # eine Annéherung der Losung x und r := b — A% das zugehorige Residuum. Die Norm des
Residuums ||7|| ist stets von derselben Grofenordnung wie die Norm des Fehlers ||z — Z||.

-3 4 1
10.|Berechnen Sie || Al fiir A = 0 4 -1
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VF-3:

1. |Es sei A eine symmetrisch positiv definite n x n-Matrix. Es existiert stets eine normierte untere
Dreiecksmatrix L und eine obere Dreiecksmatrix R, so dass A = LR gilt.

2. |Der Rechenaufwand zur Bestimmung der Cholesky-Zerlegung einer symmetrisch positiv definiten
n X n-Matrix iiber das Cholesky-Verfahren betrigt etwa %nQ Operationen.

3. |Es sei A eine symmetrisch positiv definite n x n-Matrix. Fiir die stabile Berechnung der Cholesky-
Zerlegung A = L D L" ist Pivotisierung notwendig.

4. |Fiir jede orthogonale Matrix Q gilt Q7 Q = QQT.

1 0 3 0
5. |Essei A= LDLT mit L = und D = . Geben Sie det(A) an.

10 1 0 1.5

6. |Esseienv € R™ mitv #0und Q, = I —2232 eine Householder-Transformation. Dann ist £5(Q,) =
1.

7. |Es seien v € R™ mit v # 0 und Q, = I — 2% eine Householder-Transformation. Fiir die Losung
des Gleichungssystems Q,x = b gilt x = Q,b.

8. |Die Berechnung einer @) R-Zerlegung A = Q R von A € R™*" {iber Householder-Transformationen
ist nur dann durchfithrbar, wenn die Matrix A den vollen Spaltenrang n hat.

9. |Das Produkt zweier Givens-Rotationen ist eine orthogonale Matrix.

3
10.|Es seien @ eine orthogonale Matrix und @ = . Geben Sie |b| an.
4 0

VF-4: Es seien A € R™*™ mit Rang(4) = n < m, und b € R™. Weiter seien ) € R™*™ eine orthogonale
Matrix und R € R™*" eine obere Dreiecksmatrix so, dass Q A = R gilt. Sei 2* € R" die eindeutige Minimalstelle
mit |[Az* — bl|2 = mingepn || Az — bl|2. Weiter sei © € [0, %) der Winkel zwischen Az* und b.

2
Es gilt Rx* = Qb.

Es gilt AT Az* = b.

Je kleiner der Winkel ©, desto besser ist das Problem konditioniert.
Es gilt [|[Axz —b||2 = ||[Rx — Qb||2 fiir beliebiges 2 € R™.

Bestimmen Sie (Az* — b)T Az*.

Die Matrix R kann man iiber das Cholesky Verfahren angewandt auf A7 A bestimmen.

IS A Nl I I

Die Gaufi-Newton Methode zur Lésung eines nichtlinearen Ausgleichsproblems ist immer konvergent
in einer hinreichend kleinen Umgebung der Losung.

8. |Bei der Gaufi-Newton Methode zur Losung eines nichtlinearen Ausgleichsproblems hat die System-
matrix des linearisierten Ausgleichsproblems in jedem Schritt stets vollen Rang.

9. |Beim Levenberg-Marquardt-Verfahren zur Losung eines nichtlinearen Ausgleichsproblems hat die
Systemmatrix des linearisierten Ausgleichsproblems in jedem Schritt stets vollen Rang.

3
10.|Es seien m =3, n =2 und Qb= | 4 |. Bestimmen Sie ||Az™ — b]|2.
-1




Numerik MB H15 IGPM - RWTH Aachen

VF-5: Es seien ® : R” — R” stetig differenzierbar und z* so, dass ®(z*) = z* gilt. Fiir 9 € R™ wird die
Fixpunktiteration x5 = ®(zx), k£ =0,1,2,... definiert. Weiter sei ®'(z) die Ableitung von ® an der Stelle x.

1. |Die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration ist immer 1.

2. |Falls ||®'(2*)|| < 1 gilt, so konvergiert die Fixpunktiteration fiir alle Startwerte x¢ mit ||zo — z*||
hinreichend klein.

3. |Esseien n = 1, f : R — R zweimal stetig differenzierbar, und f(z*) = 0, f'(z*) # 0. Es sei

O(x) :=x— Jf,((a;)). Dann gilt: ®'(z*) = 0.

4. |Es seien n = 1 und ®(z) = e~ 2%. Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind fiir ®
auf dem Intervall [0, 1] erfiillt.

5. |Es sei f(z) = 2® — 1. Wir betrachten das Sekantenverfahren zur Annéiherung der Nullstelle dieser
Funktion, mit Startwerten xo = 0, 1 = 1. Berechnen Sie x5.

6. |Es seien f : R — R zweimal stetig differenzierbar, und f(z*) = 0, f'(z*) # 0. Weiter sei xy so

gewahlt, dass die Newton Methode xx11 = ) — ;,((i’;)) mit Startwert xy gegen x* konvergiert. Es
gilt: z* — x =~ xp — rp_1 fir k hinreichend grof.

7. |Die Bisektionsmethode zur Bestimmung einer Nullstelle einer skalaren Funktion konvergiert nur
dann, wenn die Startwerte dieser Methode in einer hinreichend kleinen Umgebung einer Nullstelle
gewahlt werden.

8. |Eine Dampfungsstrategie beim Newton Verfahren dient dazu, die Konvergenzordnung der Methode
zu erhdhen.

9. |Es sei f(z) = ¢*" — 2. Das auf f angewandte Newton Verfahren konvergiert fiir jeden Startwert
g > 0 gegen die Nullstelle * > 0 dieser Funktion.

10.|Es sei f : R™ — R™ zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung von z*, und es gelte: f(x*) = 0,
det(f'(x)) # 0 fiir alle x € U. Geben Sie die grofite lokale Konvergenzordnung fiir die Newton
Methode an, die Sie in diesem Fall garantieren kénnen.

VF-6: Es sei P(f|xo,...,z,) das Lagrange—Interpolationspolynom zu den Daten (zo, f(z0)), ..., (zn, f(zn))
mit a = z9 < ... < 2, = b. Zudem sei [zg,...,z,] f die dividierte Differenz der Ordnung n von f.

Weiterhin soll zu f € C?[a,b] das Integral I(f) = f; f(z) dx numerisch approximiert werden durch eine Qua-
draturformel.

1. |Es sei f(x) = 42 + 2. Dann gilt [zg, 21, 79, 3] f = 12.

2. |Es gilt P(f|xo,...,2n)(x;) = f(z;) fir j =0,1,...,n.

3. |Es gilt maxge(qp [P(f |20, .-, 2n) — f(2)] < maxgpepa) [P(f] 20, .. @n-1) — f(2)]-
4. |Die Wahl von dquidistanten Stiitzstellen ist optimal fiir die Polynominterpolation.
5

6

Es seien 29 = 0, 1 = 2, f(0) = 0 und f(2) = 5. Berechnen Sie P(f|zg,x1)(1).

Es seien xg, . . . , z,, die Stiitzstellen der Newton-Cotes Quadratur, und I,,, die zugehorige Quadratur.
Dann gilt: L, (f) = f: P(f|zos--xm)(z)d.
7. |Es seien xg, ..., z,, die Stiitzstellen der Gauk-Quadratur, und I, die zugehorige Quadratur. Dann

gilt: I,,,(f) = f; P(f|xo,-..,zm)(x)dz.

8. |Es seien I5(f) die Simpsonregel und I7(f) die zugehorige summierte Regel auf n Teilintervallen. Es
gilt [I3(f) — I(f)| = O fiir n — oo.

9. |Bei der Gaufs-Quadratur hingen die Gewichte von der Funktion f ab.
10.|Seien @ = 0, b = 2 und I;(f) die Trapezregel. Berechnen Sie I (23 + 1).
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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Es sei A € R eine Konstante, sowie

2 1 3 13
A=|2 3 3+x], b=[17+3A
2X A+4 5\A+3 17 + 19X

Ziel dieser Aufgabe ist die Losung des Gleichungssystems Ax = b.
a) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung von A.

b) Berechnen Sie die Determinante von A mit Hilfe der LR-Zerlegung, und bestétigen Sie, dass man das Glei-
chungssystem Ax = b fiir jedes A € R 16sen kann.

¢) Losen Sie das Gleichungssystem mittels Vorwiérts- und Riickwértseinsetzen.
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Aufgabe 2 (7 Punkte)
Die Funktion y(t) := (2t —a)? + (v/t — b)? soll im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate optimal an folgende Messwerte
angepasst werden:

[0 0.25]1 |4
yi|-11]-9.1]12.4]68

Bestimmen Sie die Parameter a und b ndherungsweise.

a) Formulieren Sie dazu das entsprechende nichtlineare Ausgleichsproblem ||F'(x)||2 — min. Geben Sie F' und z
explizit an.

b) Fiir das Gauk-Newton-Verfahren ist der Startwert (a®,b°) = (0,0) gegeben. Stellen Sie das zugehérige linea-
risierte Ausgleichsproblem fiir den ersten Schritt auf.

c¢) Fiihren Sie ausgehend vom Startwert aus Aufgabenteil b) einen Gauf-Newton-Schritt durch. Losen Sie das
auftretende lineare Ausgleichsproblem mittels Normalgleichungen. Geben Sie y(t) explizit fiir die gefundene
Naherung von (a, b) an.
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Aufgabe 3 (8 Punkte)
Gesucht ist der Fixpunkt der Funktion s
1 s -y 1
sin (T) + 3

y2 (;L'2—2)+1
8

B
VRS
< 8
"
I
N

Dieser solle iterativ mit dem Banachschen Fixpunktverfahren fiir Systeme bestimmt werden.

a) Zeigen Sie, dass im Gebiet D = [—1,1] x [—1,1] genau ein Fixpunkt existiert.

b) Fiihren Sie ausgehend von dem Startvektor (0,0)7 zwei Iterationen mit dem Fixpunktverfahren aus, und
geben Sie eine a-priori und eine a-posteriori Fehlerabschitzung fiir (xo,y)7 an.

Hinweis: Verwenden Sie die co-Norm. Sollten Sie in Teil a) kein L herausgefunden haben, so verwenden Sie L = %
in Teil b).

10
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MATR:

Aufgabe 4
Gegeben sei die Wertetabelle

zi |2 -112

a) Berechnen Sie die fehlenden dividierten Differenzen im folgenden Newton-Schema:

To = —2
r1 =—1
xTo =1
r3 =2

1
N\
[.Z‘l]f — 4
hN hN
[J?Q]f — [a:l,x2]f — —2
N\ N\ N\

[l’g]f — [$2,£L’3]f — [%1,1’2,1’3]]8 — 1

(5 Punkte)

(Geben Sie die zu erginzenden Werte dabei separat und mit nachvollziehbarem Rechenweg unterhalb der

Aufgabenstellung an.)

b) Stellen Sie fiir das Interpolationspolynom p3(z) vom Grad 3 zur gegebenen Wertetabelle eine Newton-Darstellung
auf. Berechnen Sie anschliefend p3(0) durch Horner-artige Auswertung dieser Newton-Darstellung.

c) Fiir die n-ten Ableitungen von f gelte max e[, | (z)| <6-n-(n—1) fiir n €N, n> 2. Bestimmen Sie

unter dieser Annahme eine moglichst

scharfe Abschétzung fir | f(0) — p3(0)].

12



Fortsetzung Aufgabe 4 Numerik MB H15

13



Numerik MB H15 NAME: MATR:

Aufgabe 5 (4 Punkte)

Es sei f(z) = 2% — 22*. Gesucht ist eine Niherung fiir das Integral

1
10 = [ s,
-1
a) Approximieren Sie das Integral mit Hilfe der Simpson-Regel I(f).

b) Berechnen Sie eine moglichst genaue Schranke fiir [I(f) — I2(f)| ohne I(f) auszurechnen. Geben Sie dann
auch eine Schranke fiir den relativen Fehler an. Nutzen Sie dabei, dass I(f) = —%.

14
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