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Zugelassene Hilfsmittel:

e Die vom Institut zur Klausur verteilte Formelsammlung, die Sie mit Namen und Matrikelnum-
mer versehen.

e Ein Taschenrechner, der explizit vom Institut zugelassen wurde und auf der “Positiv—Liste” steht, die zu
Klausurbeginn auch aufliegt.
ACHTUNG: Die Benutzung eines anderen Taschenrechners gilt als Tduschungsversuch!

Benutzter Taschenrechner (genaue Typenbezeichnung) :

Sie haben insgesamt 120 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Zum Bestehen der Klausur miissen mindestens 50% der
Gesamtpunktzahl erreicht werden. Sie konnen Thre Klausur am Donnerstag, dem 8. September 2016 im Raum
149 einsehen und sich (nur!) dort gegebenenfalls zur miindlichen Priifung anmelden. Eine Einteilung zur Einsicht
erfolgt zusammen mit der Bekanntgabe der Ergebnisse.

Bitte beginnen Sie mit der Bearbeitung der Aufgabe direkt unter der Aufgabenstellung. Sollte der Platz unterhalb
der Aufgabe nicht ausreichen, so setzen Sie die Aufgabe bitte auf der rechten Seite fort. Wenn auch das noch nicht
ausreicht, so fahren Sie auf einem der hinteren Leerblétter fort und geben dies bitte vorne mit einem Hinweis an.

Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnummer — auch die benutzten Blanko—
Blatter.

Die Klausur kann nach einer Aufbewahrungsfrist von 3 Jahren (ab Januar 2020) innerhalb von drei Wochen am
Institut abgeholt werden.

Die/der Studierende erkldrt hiermit auch, dass sie/er sich aktuell gesund fiihlt. Im Falle eines Priifungsabbruchs
wegen Krankheit gilt Folgendes: Die/der Studierende sucht unverziiglich, d. h. direkt im Anschluss an den Prii-
fungsabbruch eine Arztin bzw. einen Arzt auf und lisst sich ein Attest ausstellen. Dieses muss das Datum und die
Uhrzeit dokumentieren und die Bestétigung der Arztin/des Arztes ausweisen, dass die gesundheitliche Beeintréichti-
gung nicht vor (bzw. im Falle der Priifungsunfihigkeit nach Abgabe der Priifungsunterlagen nicht vor oder wihrend)
der Priifung festgestellt werden konnte. Dieses Attest ist unverziiglich beim ZPA einzureichen. Ggf. entscheidet der
Priifungsausschuss (insbesondere im Fall der vermeintlichen Priifungsunfihigkeit nach Beendigung der Priifung)
unter Einbeziehung einer/eines Vertrauensérztin/-arztes iiber die Anerkennung des Attestes.

Ich versichere mit meiner Unterschrift auch, dass ich nur den oben eingetragenen Taschenrechner benutze, der
sich zudem auf der “Positiv-Liste” befindet und dass ich keine sonstigen elektronischen Gerite wie Handy, Tablet,
MP3-Player usw. bei mir habe.
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Verstindnisfragen-Teil

(30 Punkte)

Jeder der 6 Verstindnisfragenblocke besteht aus 10 Verstdndnisfragen. Werden alle 10 Fragen in einem Verstind-
nisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es dafiir 5 Punkte. Fiir 9 richtige Antworten gibt es 4 Punkte; fiir 8
richtige 3, fiir 7 richtige 2 und fiir 6 richtige Antworten gibt es einen Punkt. Werden weniger als 6 Fragen in einem
Verstandnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 0 Punkte.
Beantworten Sie alle Fragen mit wahr oder falsch bzw. geben Sie das Ergebnis numerisch als Dezimalzahl mit
mindestens 5 signifikanten Ziffern an.

VF-1:

Es seien zyin bzw. axpmax die kleinste bzw. grofte (strikt) positive Zahl sowie eps die relative
Maschinengenauigkeit in der Menge M(b, m,r, R) der Maschinenzahlen gemif Vorlesung/Buch und D :
[—zmax, —2miN] U [2min, max]. Ferner beschreibe fl : D — M(b, m,r, R) die Standardrundung. Alle Zahlen
sind im Dezimalsystem angegeben.

1. | Esgilt [fl(z +y)| < [fl(x)] 4+ [f(y)| fir alle 2,y € D.

2. | Es gilt eps = %_b

3. | In M(2,8,-2,2) ist zmin = 3.

4. | Die Funktion f(x) = xln(x) ist gut konditioniert fiir x — oo.

5. | Geben Sie die nicht-normalisierte Darstellung der Zahl 23 in M(7,6, —8,8) an.

6. | Die Funktion f(z,y) = i ist fiir alle (x,y) mit y # 0 gut konditioniert.

7. | Wir betrachten die Berechnung einer Summe S, := > ", x;. Die Stabilitit dieser Summenbildung
héngt von der Reihenfolge der Summanden z; ab.

8. | Ein Algorithmus zur numerischen Losung eines Problems ist stabil, wenn das vorliegende Problem
gut konditioniert ist.

9. | Fiir schlecht konditionierte Probleme gibt es keine stabilen Algorithmen zur Loésung des Problems.

10.| Es seien f(z) = 7%4-1 und Z ein Naherungswert fiir x = 2, der mit einem relativen Fehler von maximal

2% behaftet ist. Bestimmen Sie in erster Niiherung eine (scharfe) Schranke fiir den relativen Fehler
in f(Z) als Anndherung fiir f(x).

VF-2: Esseien A € R™ " beliebig aber regulédr, b € R™ und gesucht sei die Losung z* € R™ von Ax = b.

1. | Es sei B := DA die zeilenéiquilibrierte Matrix zu A. Dann gilt Bz* = b.
2. | Es seien x eine ~AnnéaLherung der Losung z* und r := b — AZ das zugehorige Residuum. Es gilt
Il < () =2 mit k(A) = [|A]|A7Y).
3. | Es existiert immer eine QR-Zerlegung A = QR von A.
4. | Es sei A = QR eine QR-Zerlegung von A. Dann gilt Rz* = Qb.
5. | Es seien koo(A) die Konditionszahl bzgl. der Maximumnorm und A := (; ?) Berechnen Sie
Koo (A).
6. | Es existieren stets eine Permutationsmatrix P, eine normierte untere Dreiecksmatrix L und eine
obere Dreiecksmatrix R, so dass PA = LR gilt.
7. | Es sei R € R™*™ eine regulire obere Dreiecksmatrix. Der Rechenaufwand zur Bestimmung der
Losung y von Ry = b iiber Riickwértseinsetzen betrigt etwa %n?’ Operationen.
8. | Ohne Pivotisierung ist die Gauss-Elimination nicht fiir jedes A durchfiihrbar.
9. | Falls die Matrix A orthogonal ist, gilt ko2(A) = 1, wobei ka(-) die Konditionszahl bzgl. der euklidi-
schen Norm ist.
-3 4 1
10.| Es seien A= | 0 4 —1] und D die zugehorige Diagonalmatrix der Zeilenskalierung. Berech-
1 -1 2

nen Sie || D]|z.
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VF-3:

4 0 2
1. | Fiir die Matrix A= |0 0 1| existiert eine Cholesky-Zerlegung.
2 1 4

2. | Essei A = LDLT die Cholesky-Zerlegung der positiv definiten Matrix A. Dann gilt A~! = LD~'LT,

3. | Der Rechenaufwand zur Bestimmung der Cholesky-Zerlegung einer symmetrisch positiv definiten
n x n-Matrix {iber das Cholesky-Verfahren betrigt etwa %nz Operationen.

4. | Fiir jede symmetrische orthogonale Matrix Q gilt Q% = I.

. s .. (1 0 ~ /2 0 . i
5. |Essei A= LDL m1tL_<10 1 und D = 0 25 . Geben Sie det(A~") an.

6. | Das Produkt zweier Householder-Transformationen ist eine Spiegelung.

7. | Das Produkt zweier Givens-Transformationen ist eine Rotation.

8. |Es seien v € R™ mit v # 0 und Q, = I — 2
Q.v = —w.

T = . .
27— eine Householder-Transformation. Dann gilt:

1

9. | Eine @ R-Zerlegung A = Q R von A € R™*" existiert nur dann, wenn die Matrix A den vollen
Spaltenrang n hat.

10. | Es seien v,z € R? mit v # 0, = (_31>, und Q, = I — 222" eine Householder-Transformation.

vTy
Geben Sie [|Q,z||3 an.

VF-4: Es seien A € R™*"™ mit Rang(A) = n < m, und b € R™. Weiter seien € R"*™ eine orthogonale
Matrix und R € R™*™ eine obere Dreiecksmatrix so, dass Q A = R = (IJ) gilt, mit R € R™ " Ferner seien

z* € R" die eindeutige Minimalstelle des Minimierungsproblems mingcgn ||Az — bl|2 und © € [0, %) der Winkel
zwischen A z* und b.

1. | Es gilt det(R) # 0.

Es gilt Rz* = Qb.

2
3. | Bs gilt ka(A) = ra(R).
4. | Je kleiner der Winkel O, desto besser ist die Stabilitéit des Losungsverfahrens iiber die Q) R-Zerlegung.

1 1 2
5 |Esseien A= [0 1] und b= |1 |. Bestimmen Sie ©.
0 1 1

6. |Essei LDLT = AT A die Cholesky-Zerlegung von AT A. Dann gilt 2* = L=TD~1L=1ATp.

7. | Die Gaul-Newton Methode zur Losung eines nichtlinearen Ausgleichsproblems kann man als Fix-
punktiteration darstellen.

8. | Bei der Gauf-Newton Methode zur Losung eines nichtlinearen Ausgleichsproblems ist die Konver-
genzordnung in der Regel zwei.

9. | Eine geeignete Wahl des skalaren Parameters p im Levenberg-Marquardt-Verfahren kann den Ein-
zugsbereich der Methode erweitern.

—1
10.|Es seien m =3, n=1und Qb= [ 4 |. Bestimmen Sie ||Az* — b||5.
3
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VF-5: Es seien ® : R" — R” stetig differenzierbar und z* so, dass ®(z*) = z* gilt. Fiir zp € R™ wird die
Fixpunktiteration z511 = ®(zx), £ =0,1,2,... definiert. Weiter sei ®'(z) die Ableitung von ® an der Stelle x.

1. | Falls ®'(z*) = 0, ist die lokale Konvergenzordnung der Fixpunktiteration mindestens 2.

2. | Falls die Fixpunktiteration konvergiert, so gilt ||®'(z*)| < 1.

3. | Das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle eines Gleichungssystems f(z) = 0 kann man
als Fixpunktiteration darstellen.

4. | Es seien n = 1 und ®(z) = £2® — {z. Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind
fir ® auf dem Intervall [0, 1] erfiillt.

5. |Es seien n =1, f : R — R zweimal stetig differenzierbar, und f(z*) = 0, f/'(z*) # 0. Weiter sei

O(z) :=x — ;,((9;)). Bestimmen Sie ®'(z*).

6. |Esseien f: R™ = R"™, M € R™*"™ mit det(M) # 0, und ®(z) := ©— M f(z). Das Nullstellenproblem
f(x) = 0 hat dieselbe Losungen wie das das Fixpunktproblem ®(z) = x.

7. | Es seien f: R — R zweimal stetig differenzierbar, und f(z*) = 0, f'(z*) # 0. Sei z¢ so gewahlt,
dass die Newton Methode 11 = xp — ]{,((‘7;’2))

T* — x = Tpy1 — T fiir k hinreichend grof.

mit Startwert zo gegen x* konvergiert. Es gilt:

8. | Die Sekantenmethode zur Bestimmung einer Nullstelle einer skalaren Funktion konvergiert nur dann
wenn die Startwerte o, 1 dieser Methode so gewahlt werden, dass f(zo)f(z1) < 0 gilt.

9. | Es sei f(x) = 22 — 2. Das auf f angewandte Newton Verfahren konvergiert fiir jeden Startwert
xp > 0 gegen die Nullstelle * > 0 dieser Funktion.

10.| Es sei f : R™ — R"™ zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung U von z*, und es gelte
f(x*) =0, det(f'(x)) # 0 fiir alle x € U. Geben Sie die lokale Konvergenzordnung an, mit der die
Newton Methode fiir diesen Fall mindestens konvergiert,.

VF-6: Es sei P(f|xo,...,z,) das Lagrange-Interpolationspolynom zu den Daten (zo, f(z0)), ..., (zn, f(zn))
mit a =xz9 <...<x, =b. Es sei [xq,...,2,] f die dividierte Differenz der Ordnung n von f.

Es gilt P(Q | xo,...,z,) = @ fir alle Polynome @ vom Grad maximal n.

Es gilt P(f|zo,...,zn)(x) = P(f|Zn-1,...,20)(z) + (x —x0)(x — 1) ... (. — Tp_1)[T0,-- ., Zn] f-

Es gllt maXycla,b] ‘P(f | Zo, .. ';'Tn) - f(ﬂ?)| < maXgea,b] |P(f | Lo, - .- 7In—1) - f($)|

1
2
3. | Essei P(f|xo,...,2,)(x) = 20, ajz’. Dann gilt a, = [zo,..., 2] f.
4
)

Es seien 29 = 1, 21 = 2, f(zo) = 0 und f(z1) = 4. Berechnen Sie P(f|zq,z1)(%).

Essei f € Cla, b]. Das Integral I(f) = f; f(z) dz soll numerisch approximiert werden durch eine Quadraturformel
In(f) = (b—a) 37w f(x;) mit a < xo < ... <z, < b. Weiter sei I}, (f) die aus I,,,(f) konstruierte summierte
Quadraturformel auf den Teilintervallen [t;_y,t;], j =1,...,n, mit t; = a+jh, j =0,1,...,n, h = =2

6. | Es seien INY(f) und IG(f) die Newton-Cotes und die Formel der Gauss-Quadratur. Fiir m > 1
gilt, dass der Exaktheitsgrad von IYC(f) strikt kleiner ist als der von IS (f).

7. | Essei P(f|xo,...,xn) das Lagrange-Interpolationspolynom. Bei der Gauss-Quadratur gilt I,,,(f) =
b
fa P(f|xzo,...,om)(x)dz.

8. | Es seien f € C%[a,b] und I5(f) die Simpsonregel. Es gilt |I5(f) — I(f)| < ch®, wobei die Konstante
¢ nicht von n abhingt.

9. | Bei der Gauss-Quadratur hingen die Stiitzstellen x; von der Funktion f ab.

10. | Es seien a = 0, b =1 und I>(f) die Simpsonregel. Berechnen Sie den Fehler I(z® + 1) — I(2® + 1).
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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Es sei a € [—1,1] ein Parameter, sowie

s

Ala) =

[\CI IR SO RN el

Ziel dieser Aufgabe ist die Losung des Gleichungssystems A(«) - z(a) = b(«).

a) Bestimmen Sie die L R-Zerlegung von A in Abhéngigkeit von o mit Pivotisierung (jedoch ohne Zeilenéquili-
brierung), d.h. PA = LR. Geben Sie L(a), R(c) und P(a) = P explizit an.
Hinweis: Es ist wichtig den Wertebereich von « zu beachten!

b) Berechnen Sie die Determinante von A mit Hilfe der L R-Zerlegung.

Ist das Gleichungssystem A(a) - z(a) = b(«) fiir alle o € [—1, 1] eindeutig losbar? Geben Sie jene « an, fiir
welche dies der Fall ist.

c) Losen Sie das Gleichungssystem mittels Vorwérts- und Riickwértseinsetzen, wobei angenommen wird, dass
A(w) vollen Spaltenrang hat.
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Aufgabe 2 (6 Punkte)
;i f\/ﬁ/5‘ f\/§/3‘ 0 ‘ V3/3 ‘ V15/5
| 256 | L | 32| | 2s7

Die Werte in der oben gegebenen Tabelle gehorchen n&herungsweise dem Gesetz
y(x) = e*(52% — 3x) + (322 — 1) .

Bestimmen Sie die Parameter o und 8 optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate.

a) Formulieren Sie dazu das entsprechende lineare Ausgleichsproblem
||Az — b||]2 — min. Geben Sie A, b und z explizit an.

b) Bestimmen Sie die Losung des Ausgleichsproblems iiber die Normalengleichungen und geben Sie o und 3
explizit an.

c) Berechnen Sie das Residuum fiir die in b) gefundenen Parameter.



Fortsetzung Aufgabe 2 Numerik MB H16




Numerik MB H16 NAME: MATR:

Aufgabe 3 (9 Punkte)
Gegeben sei die 2D-Fixpunktgleichung

<x> <i+x(1—w)y(1—y)> <F1(w,y)> Fla.y)

= =: = T, Y) .

4 s(1L+z—y) Fy(z,y)

Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banach fiir den Bereich E := [0, 1] x [0, 1] erfiillt
sind. Verwenden Sie die || - ||;-Norm.

Fithren Sie ausgehend vom Startwert (zo,yo) := (0, 0) zwei Fixpunktschritte durch, d.h. berechnen Sie
(22, 92).

Geben Sie eine a-priori- und eine a-posteriori-Fehlerabschétzung fiir (x2, y2) unter Verwendung der || -||;-Norm
an.

Wie viele Iterationsschritte/Fixpunktschritte sind ausgehend vom Startwert (xo,yo) := (0, 0) hochstens
erforderlich, um den Fixpunkt in der | - ||;-Norm bis auf einen Fehler von £ = 3- 107> anzunihern?

10
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Aufgabe 4 (4 Punkte)
Die Funktion (das Integral)

F(z) = /01 In(cost) dt

ist als Tabelle gegeben.

T ‘ 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14
F(zx) ‘—0.001339 -0.01084 -0.03739 -0.09158 -0.1875 -0.3473 -0.6159

Berechnen Sie einen moglichst guten Ndherungswert fiir £(1.1) mit dem Neville-Aitken-Schema unter Benutzung
von drei Tabellenwerten und geben Sie eine Fehlerabschitzung an.

Hinweis:

F'(z) = In(cosz) — F"(z) = —tanz — F®(z) = — (1 + tan? z) — FW(z) = —2tanz (14 tan®z).

12
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Aufgabe 5 (5 Punkte)
Gesucht ist eine Ndherung fiir das Integral

die um hochstens e = 0.04 von der exakten Losung abweicht.

a) Wie viele Schritte sind dafiir mit der summierten Trapezregel notwendig?
b) Geben Sie den Ndherungswert des Integrals fiir die in a) berechnete Schrittzahl an.

c) Wie viele Schritte wiren mit der summierten Gaufkformel notwendig, die pro Intervall die gleiche Stiitzstel-
lenzahl wie die Trapezregel hat?

Hinweis: Fiir 2 € [0,1] gilt |f((x)] < 1.29, |f@(2)] < 2.3, |fO)(z)] < 14.5, |fP (x)] < 28.5, | fO)(x)| < 53.6

14
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