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Zugelassene Hilfsmittel:

e Die vom Institut zur Klausur verteilte Formelsammlung, die Sie mit Namen und Matrikelnum-
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e Ein Taschenrechner, der explizit vom Institut zugelassen wurde und auf der “Positiv—Liste” steht, die zu
Klausurbeginn auch aufliegt.
ACHTUNG: Die Benutzung eines anderen Taschenrechners gilt als Tduschungsversuch!
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Sie haben insgesamt 120 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Zum Bestehen der Klausur miissen mindestens 50% der
Gesamtpunktzahl erreicht werden. Achtung: Fehlende Begriindungen fithren zu Punktabziigen! Sie kénnen
Thre Klausur am Donnerstag, dem 6. April 2017 im Raum 149 einsehen und sich (nur!) dort gegebenenfalls zur
miindlichen Priifung anmelden. Eine Einteilung zur Einsicht erfolgt zusammen mit der Bekanntgabe der Ergebnisse.

Bitte beginnen Sie mit der Bearbeitung der Aufgabe direkt unter der Aufgabenstellung. Sollte der Platz unterhalb
der Aufgabe nicht ausreichen, so setzen Sie die Aufgabe bitte auf der rechten Seite fort. Wenn auch das noch nicht
ausreicht, so fahren Sie auf einem der hinteren Leerblétter fort und geben dies bitte vorne mit einem Hinweis an.

Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnummer — auch die benutzten Blanko—
Blatter.

Die/der Studierende erkldrt hiermit auch, dass sie/er sich aktuell gesund fiihlt. Im Falle eines Priifungsabbruchs
wegen Krankheit gilt Folgendes: Die/der Studierende sucht unverziiglich, d. h. direkt im Anschluss an den Prii-
fungsabbruch eine Arztin bzw. einen Arzt auf und lisst sich ein Attest ausstellen. Dieses muss das Datum und die
Uhrzeit dokumentieren und die Bestétigung der Arztin/des Arztes ausweisen, dass die gesundheitliche Beeintréichti-
gung nicht vor (bzw. im Falle der Priifungsunfihigkeit nach Abgabe der Priifungsunterlagen nicht vor oder wiahrend)
der Priifung festgestellt werden konnte. Dieses Attest ist unverziiglich beim ZPA einzureichen. Ggf. entscheidet der
Priifungsausschuss (insbesondere im Fall der vermeintlichen Priifungsunfihigkeit nach Beendigung der Priifung)
unter Einbeziehung einer/eines Vertrauensérztin/-arztes iiber die Anerkennung des Attestes.

Ich versichere mit meiner Unterschrift auch, dass ich nur den oben eingetragenen Taschenrechner benutze, der
sich zudem auf der “Positiv-Liste” befindet und dass ich keine sonstigen elektronischen Gerite wie Handy, Tablet,
MP3-Player usw. bei mir habe.
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Verstindnisfragen-Teil (30 Punkte)

Jeder der 6 Verstindnisfragenblocke besteht aus 10 Verstdndnisfragen. Werden alle 10 Fragen in einem Verstind-
nisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es dafiir 5 Punkte. Fiir 9 richtige Antworten gibt es 4 Punkte; fiir 8
richtige 3, fiir 7 richtige 2 und fiir 6 richtige Antworten gibt es einen Punkt. Werden weniger als 6 Fragen in einem
Verstandnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 0 Punkte.

Beantworten Sie alle Fragen mit wahr oder falsch bzw. geben Sie das Ergebnis numerisch als Dezimalzahl mit
mindestens 5 signifikanten Ziffern an.

VF-1: Es seien zygn bzw. axymax die kleinste bzw. grofte (strikt) positive Zahl sowie eps die relative
Maschinengenauigkeit in der Menge M(b, m,r, R) der Maschinenzahlen geméif Vorlesung/Buch und D :=
[—zMmAx, —2MmIN] U [omIN, 2max]. Ferner beschreibe fl : D — M(b,m,r, R) die Standardrundung, und es sei
© (gem. Vorlesung/Buch) der Minusoperator fiir M, d.h.: z © y := flI(fi(z) — fi(y)) wobei wir hier annehmen,
dass alle Zwischenergebnisse in D liegen. Alle Zahlen sind im Dezimalsystem angegeben.

1. | Fiir jedes z € D existiert eine Zahl € mit |¢| < eps und fl(z) =z + e.

2. | Es existiert ein x € D, so dass \ﬂ(ﬁl—wl = eps.

3. | Die Zahl 31 ist in M(2, 6, —8, 8) exakt darstellbar.

4. | Es gilt W < eps fir alle z,y € M(b,m,r, R) mit x # y.

5. | Berechnen Sie ayax fiir M(3,2, -1, 3).

6. | Es gilt W < eps fiir alle z,y € D mit x # y.

7. | Bei einem stabilen Algorithmus ist der Ausgabefehler nicht viel grofer als der Eingabefehler.

8. | Die Subtraktion zweier Zahlen mit demselben Vorzeichen ist immer schlecht konditioniert.

9. | Die Funktion f(x1,x2) = xee™ ist fiir alle (x1,22) mit |z1]| < 1 gut konditioniert.

10.| Es sei f(z) = H% und Z ein Naherungswert fiir z = 3, der mit einem relativen Fehler von maximal
2% behaftet ist. Bestimmen Sie in erster Ndherung eine (scharfe) Schranke fiir den relativen Fehler
in f(Z) als Ann&herung fiir f(z).

VF-2: Es seien A € R"*" beliebig aber regulir, b € R™ und gesucht sei die Losung = € R™ von Ax = b.

1. | Es sei & eine Anndherung der Losung = und r := b — A% das zugehorige Residuum.
Es gilt [|r|| < £(A)]|Z — ]|, mit £(A) := [|A][JA7].

2. | Es existiert stets eine untere Dreiecksmatrix L und eine obere Dreiecksmatrix R, so dass A = LR
gilt.

3. | Falls A orthogonal ist, gilt ATA = 1.

4. | Es sei B € R™ " beliebig aber reguldr und x(-) die Konditionszahl bzgl. || - ||.
Es gilt k(A B) < k(A)k(B).

5. | Es sei B := DA die zeilendquilibrierte Matrix zu A. Geben Sie || Bl an.

2

6. | Fiir die Matrix A = (_1

g) existiert eine Cholesky Zerlegung.

7. | Der Rechenaufwand zur Bestimmung der Losung x iiber die Gauf-Elimination mit Spaltenpivoti-
sierung betragt etwa %n?’ Operationen (gem. Vorlesung/Buch).

8. | Pivotisierung verbessert die Kondition der Gaufs-Elimination.

9. | Es sei PA = LR die iiber den Gauf-Algorithmus mit Spaltenpivotisierung berechnete Faktorisie-

rung. Dann gilt: |det(A™1)| = m.
3 2 5
10.|EsseiA=|—-1 0 1 |. Berechnen Sie ||A]|;.

2 -2 =2
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VF-3: Es seien A eine symmetrisch positiv definite n x n-Matrix, b € R” und A = L D LT die Cholesky-
Zerlegung von A.

L. | Es gilt | All2 = |D]..

2. | Das Problem Az = b ist immer gut konditioniert.

3. | Das Cholesky-Vefahren zur Bestimmung der Cholesky-Zerlegung ist ein stabiles Verfahren.

4. | Fiir die stabile Berechnung einer L R-Zerlegung A = L R von A ist Pivotisierung notwendig.

5 0
5. | Es sei @ eine orthogonale Matrix und @ | 0 | = | ¢ |. Geben Sie || an.
12 0

6. |Esgilt A=t = LD-'LT.

7. | Das Produkt zweier Givens-Rotations-Matrizen ist eine orthogonale Matrix.

8. | Es seien @, € R™*" eine Householder-Transformations-Matrix und z € R™ beliebig.
Es gilt [[Quzloc = [ oo

9. | Die Berechnung einer Q R-Zerlegung B = Q R von B € R™*" iiber Householder-Transformationen
ist nur dann stabil, wenn die Matrix B vollen Spaltenrang hat.

10.| Es sei @, eine Householder-Transformation. Geben Sie den Wert des grofiten Eigenwertes der
Matrix @, an.

VF-4: Es seien A € R™*™, mit Rang(A) = n < m, und b € R™. Weiter seien ) € R"™*™ eine orthogonale

Matrix und R € R™*"™ eine obere Dreiecksmatrix so, dass Q A = R = (g) gilt, mit R € R"*". Es sei 2* € R™

die eindeutige Minimalstelle des Minimierungsproblems mingecr» ||Ax — b||2. Weiter sei © € [0, %) der Winkel
zwischen A z* und b.

1. | Je kleiner der Winkel ©, desto kleiner ist die Gréfke %.

2. | Bs gilt Ra* = QT b.

3. | Die Matrix R kann man iiber Givens-Rotationen bestimmen.

4. | Es gilt det(R) = det(A).

5. |Esselen m=4,n=3und Qb=

1
0 . . .
3 |- Bestimmen Sie |4 z* — b]|o.

—4

6. |Es gilt |[Az —b|j2 = |[Rz — Qb]|2 fiir beliebiges x € R™.

7. | Durch eine geeignete Wahl des skalaren Parameters im Levenberg-Marquardt-Verfahren zur Losung
eines nichtlinearen Ausgleichsproblems wird die Konvergenzordnung der Methode in der Regel
erhoht.

8. | Die Gauf-Newton Methode zur Losung eines nichtlinearen Ausgleichsproblems kann man als Fix-
punktiteration darstellen.

9. | Die Konvergenzordnung der Gauf-Newton Methode zur Losung eines nichtlinearen Ausgleichspro-
blems ist immer maximal 1.

10.| Es sei © = 0. Bestimmen Sie ||Az* — b]|2.
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VF-5: Es seien ® : R™ — R” stetig differenzierbar und z* so, dass ®(z*) = z* gilt. Fiir 9 € R™ wird die
Fixpunktiteration z;11 = ®(xy), k =0,1,2,... definiert. Weiter sei ®'(z) die Ableitung von ® an der Stelle z.

Fiir n = 1 sei auBerdem @1 (z) := 2% — 1.

1. | Esgilt ||®'(z*)| < 1.

2. | Die Konvergenzordung der Fixpunktiteration ist maximal 2.

Das Fixpunktproblem ®;(z) = x hat eine eindeutige Losung z* in R.

3.
4. | Fiir ®; sind auf dem Intervall [—1, 0] alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.

5. | Wir betrachten die Fixpunktiteration zur Bestimmung einer Losung «* < 0 des Fixpunktproblems
@, (r) = x, mit einem Startwert xo aus einer hinreichend kleinen Umgebung von z*. Geben Sie die
Konvergenzordnung dieser Methode an.

6. | Bei der Sekantenmethode zur Bestimmung einer Nullstelle einer skalaren Funktion f, miissen die
Startwerte o, 1 so gewdhlt werden dass f(xo)f(z1) < 0 gilt.

7. |Es sei f(x) = 22 — 3. Das auf f angewandte Newton Verfahren konvergiert fiir jeden Startwert
xp > 0 gegen die Nullstelle * > 0 dieser Funktion.

8. | Eine Dampfungsstrategie beim Newton Vefahren zur Bestimmung einer Nullstelle kann man nur
bei skalarwertigen Funktionen f: R — R anwenden.

9. |Es seien f: R — R zweimal stetig differenzierbar, und f(2*) = 0, f'(z*) # 0. Weiter sei zq so
f(zr)
I E)
gilt: |[v* — 21| &~ (w441 — o3)? fiir k& hinreichend groR.

gewahlt, dass die Newton Methode xy41 = ) —

mit Startwert xy gegen z* konvergiert. Dann

10.| Es seien n = 1 und ®(z) = e~ 2%. Wir betrachten das Fixpunktproblem auf dem Intervall [0, 1].
Geben Sie eine scharfe obere Schranke fiir die Lipschitzkonstante L < 1 aus dem Banachschen
Fixpunktsatz an.

VF-6: Es sei P(f|xo,...,z,) das Lagrange-Interpolationspolynom zu den Daten (zq, f(z0)), ..., (zn, f(zn))
mit a = xzg < ... < x, = b. Weiter sei [zq,...,z,]f die dividierte Differenz der Ordnung n von f.

1. | Es gilt P(f|zo,...,xn)(x) = (x — zpn)[x0s ..., Tn]f + P(f |20, ...,Tn_1)(z) fiir alle z € R.

2. | Es sei II,, der Raum aller reellen Polynome vom Grad maximal n. Die Knotenpolynome wq(x) := 1,
wi(z) == (x —x0)...(x —xK_1), k=1,...,n, bilden eine Basis des Raumes IL,.

3. | Die Auswertung des Interpolationspolynoms in der monomialen Basis P(f|xo,...,2,)(z) =
S h_oarx® ist fiir numerische Zwecke ungiinstig, weil das Problem (Auswertung) beziiglich der
Koeffizienten a; oft schlecht konditioniert ist.

4. | Der Fehler maxgepqp) |P(f |20, ..,2n) — f(2)| hingt von der Wahl der Stiitzstellen ab.

5. | Es sei f(z) = 322 + 2. Bestimmen Sie [z, 71, 22, 73] f.

Essei f € Cla, b]. Das Integral I(f) = f: f(x) dz soll numerisch approximiert werden durch eine Quadraturformel

IL.(f) = (b—a) Z;’;O w;f(z;)mita < zo < ... <z, < b Weiter sei I}, (f) die aus I,,,(f) konstruierte summierte

Quadraturformel auf den Teilintervallen [t;_1,t;], j =1,...,n, mit t; = a+ jh, j=0,1,...,n, h = b_T“.

6. | Es sei Io(f) die Simpsonregel. Dann gilt |13 (f) — I(f)| — 0 fiir n — oo.

7. | Es gilt I,,,(p) = I(p) fiir alle Polynome p vom Grad maximal m.

8. | Es gilt IT(p) = I(p) fiir alle Polynome p vom Grad maximal n.

9. | Bei den Newton-Cotes-Formeln hingen die Gewichte w; von dem Interval [a, b] ab.

10. | Berechnen Sie eine Approximation von f02 2% dr mit Hilfe der summierten Trapezregel I3(f).
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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Es sei a € (0,0.9] eine Konstante, sowie

3 1 -3 4
A=|-3a 1—-a 3a+2], b= |3 —4a
3 3 a—1 8+«

Ziel dieser Aufgabe ist die Losung des Gleichungssystems Ax = b.

a) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung von A in Abhingigkeit von a (ohne Pivotisierung). Geben Sie L und R
explizit an.

b) Geben Sie eine scharfe, obere Schranke fiir || A|| unabhingig von a € (0,0.9] an. Ist das Gleichungssystem
Az = fiir alle a € R eindeutig lsbar? Geben Sie alle a € (0,0.9] an, fiir welche das der Fall ist.

c) Losen Sie das Gleichungssystem mittels Vorwérts- und Riickwértseinsetzen, wobei angenommen wird, dass A
nicht singular sei.
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Aufgabe 2 (6 Punkte)
Die Parameter o, 5 € R sollen so gewahlt werden, dass die Messwerte

LL’Z‘—101
fil5 9 =5

im Sinne kleinster Fehlerquadrate durch die Modellfunktion

flz) =« (;xQ + ;x) + B (—8z* — 3z + 12)

optimal approximiert werden.

a) Stellen Sie das zugehorige lineare Ausgleichsproblem auf.

b) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem mit dem Householder-Verfahren und geben Sie die Norm des Resi-
duums an.
Hinweis: Givensrotationen oder der Ansatz iiber Normalengleichungen werden mit 0 Punkten bewertet.
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Aufgabe 3 (8 Punkte)
Die Losungen des Gleichungssystems 5
22— y =9
4
2 2
2 vy
25 16

sollen iterativ mit dem Newton- und dem vereinfachten Newton-Verfahren fiir Systeme bestimmt werden.
a) Fertigen Sie zunéchst eine Skizze an, aus der die Lage aller Nullstellen hervorgeht, und geben Sie geeignete
Startwerte an (Genauigkeit +0.5).

b) Benutzen Sie dann als Startwert fiir die Nullstelle im 3. Quadranten fiir beide Verfahren

() -(2)

Yo -2)7

und fithren Sie je zwei Iterationen durch.

Ay
=

o

=y

10
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Aufgabe 4 (5 Punkte)
Gegeben sei die Wertetabelle einer Funktion y

-1 0 1 2 4 8
-0.74682 0 0.74682 0.88208 0.88623 0.88623

Tq

Yi

a) Mit der Hilfe eines Polynoms zweiten Grades (p2(x)) berechne man einen moglichst guten Niherungswert fiir
y(1.5) mit dem Neville-Aitken-Schema. Geben Sie p2(1.5) explizit an.

b) Sei nun y(z) := [ e~ dt. Geben Sie eine moglichst scharfe Fehlerabschiitzung fiir den in Teil a) bestimmten

Wert p2(1.5) an, ohne jedoch y(1.5) zu berechnen!

12
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Aufgabe 5 (5 Punkte)
Gesucht ist eine Ndherung fiir das Integral

1.2 1.2
I(f) = (z) do = / In(cos(x)) d.

—1.2 —1.2

Zur numerischen Approximation wollen wir die 2-Punkt Gauf-Formel verwenden, welche fiir das Interval [-1,1]
durch
1
1 1 1 1
de~2-{=-g|—1\/= = -
e (1s(48) - (1)

a) Wieviele Schritte sind mit der summierten 2-Punkte Gauf-Formel notwendig, um einen Fehler von héchstens
1073 zu erhalten?

gegeben ist.

b) Berechnen Sie den Ndherungswert fiir I(f) mittels der summierten 2-Punkt Gauf-Formel fiir n = 1 Teilinter-
valle.

Hinweis: f(x) = —tanz, f’(z)=—(1+tan’z), fO(z)=—2tanz (1+tan’z),
fO(z) = -2 (1+tan®z) (14 3tan’z), fO2) = -8 (14 tan®z) (2tanz + 3tan®z).

14
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