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Verstindnisfragen-Teil (30 Punkte)

Jeder der 6 Verstindnisfragenblocke besteht aus 10 Verstdndnisfragen. Werden alle 10 Fragen in einem Verstind-
nisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es dafiir 5 Punkte. Fiir 9 richtige Antworten gibt es 4 Punkte; fiir 8
richtige 3, fiir 7 richtige 2 und fiir 6 richtige Antworten gibt es einen Punkt. Werden weniger als 6 Fragen in einem
Verstandnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 0 Punkte.

Beantworten Sie alle Fragen mit wahr oder falsch bzw. geben Sie das Ergebnis numerisch als Zahl mit mindestens
5 signifikanten Ziffern an. Falls nicht anders gefordert, muss das Ergebnis als Dezimalzahl angegeben werden.

VF-1: Es seien zpyny bzw. zyax die kleinste bzw. grofite (strikt) positive Zahl sowie eps := bl;m die

relative Maschinengenauigkeit in der Menge M(b, m,r, R) der Maschinenzahlen gemé&f Vorlesung/Buch und
D := [—amax, —TMIN] U [2miN, 2max]. Ferner beschreibe fl : D — M(b, m, 7, R) die Standardrundung.

1. | In M(10,5,—8,8) gilt eps = 5 - 1075,

2. | Fiir jedes © € D existiert eine Zahl € mit |e| < eps und fl(z) = z(1 + ¢).

Es gilt: |fl(z) — 2| < eps|z| fiir alle z € D.

Es gilt zpax = b,

Geben Sie die nicht-normalisierte Darstellung der Zahl 36 in M(7,4, —8, 8) an.

1

In M(2,4, —4,4) gilt zyn = o

I IR B Il

Bei einem stabilen Algorithmus ist der durch Rundungseffekte verursachte Fehler im Ergebnis
von derselben Groéfenordnung wie der durch die Kondition des Problems bedingte unvermeidbare
Fehler.

8. | Es seien # = 3 und y = 3 + 1071°. Bei der Berechnung von e® — e¥ tritt Ausldschung auf.

9. | Die Funktion f(x) = T%H ist fiir alle x € [—1, 1] gut konditioniert.

10. | Berechnen Sie die Kondition f,¢,(z,y) der Funktion f(z,y) = z?y® im Punkt (2,1).

VF-2: Esseien A € R" "™ beliebig aber regulér, b € R™ und gesucht sei die Losung « € R™ von Az = b.

1. | Es sei B := DA die zeilendquilibrierte Matrix zu A. Dann gilt || B]|oo = 1.

2. | Es seien & eine Anndherung der Losung x* und r := b — A% das zugehorige Residuum. Es gilt

L2l < (A el mit w(A) = | Al A7

3. | Fiir die Konditionszahl der Matrix A gilt k(A)x(A™!) = 1.

4. | Es existiert immer eine L-R-Zerlegung der Form PA = LR, wobei P eine geeignete Permutations-

matrix ist.
5 3 1
5. | Berechnen Sie det(A™!) fir A= [0 1 -1
0 0 2

6. | Die Gauf-Elimination ohne Pivotisierung ist fiir jede symmetrisch positiv definite Matrix A durch-
fihrbar.

7. | Die Gauf-Elimination mit Pivotisierung fiihrt auf eine Zerlegung P A = L R.

8. | Der Rechenaufwand zur Bestimmung der Losung = iiber den Gauf-Algorithmus mit Spaltenpivo-
tisierung betréigt etwa %nB Operationen.

9. |Essei A= LDLT die L-D-LT-Zerlegung von A mit einer Diagonalmatrix D, fiir die det(D) > 0
gilt. Dann ist A symmetrisch positiv definit.

10. | Es seien n =4 und A = L D LT die L-D-LT-Zerlegung von A mit einer Diagonalmatrix D, fiir die
di; =4 (i =1,...,4) gilt. Berechnen Sie det(A).
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VF-3: Es seien A € R™*™ und A = @Q R eine @Q-R-Zerlegung von A, mit einer oberen Dreiecksmatrix R.
Weiterhin seien Hj, ..., Hj;, Householder-Transformationen mit QT = Hy, ... Hy H;.

1. | Fiir jede symmetrische orthogonale Matrix @ gilt Q2 = I.

2. |Essei A= (2 g) mit |a] = 1. Dann ist A eine orthogonale Matrix.

3. | Bs gilt |det(A)] = | det(R)|.

4. | Es gilt ATA = RTR.

5. | Es seien v = <§), e] = <(1)) und @, die Householder Transformation beziiglich v. Geben Sie

el Q, v an.

6. | Es seien m = n und det(A) # 0. Dann gilt: ko(A4) = ka(R), wobel k2(-) die Konditionszahl
beziiglich der euklidischen Norm ist.

7. | Die Householder-Methode zur Bestimmung der - R-Zerlegung ist nur durchfilhrbar wenn A vollen
Rang hat.

8. | Jede Householder-Transformation H; ist symmetrisch positiv definit.

9. | Die Produktmatrix Q7 ist orthogonal.

10.| Es seien v € R%2, v # 0, . = <4

2) und @, die Householder Transformation beziiglich v. Geben Sie
1Qu |3 an.

VF-4: Es seien A € R™*", mit Rang(4) = n < m, und b € R™. Weiter seien ) € R™*™ eine orthogonale
Matrix und R € R™*"™ eine obere Dreiecksmatrix so, dass Q A = g gilt. Weiter sei z* € R" die eindeutige

Minimalstelle des Minimierungsproblems mingegn ||Az — b2 und © der Winkel zwischen Az* und b.
Ebenso sei F' : R™ — R™ mit m > n stetig differenzierbar. Wir betrachten das (nichtlineare) Ausgleichsproblem:
Bestimme & € R™ so, dass || F(£)|]2 = mingern || F(2)||2.

1. | Je kleiner der Betrag des Winkels O, desto schlechter ist das lineare Ausgleichsproblem konditio-
niert.

2. | Es gilt |Az — b||2 = min < (Az —b) L Bild(A), wobei Bild(A) := {Az | x € R"}.

3. | Es gilt ||Az||2 = ||Rx]2 fiir alle z € R™.

4. Es gllt HQ(A) = KZQ(R).

2 1 1

5. |Esseilen A= |3 1] undb=| 2 |.Bestimmen Sie O.
0 1 -1

6. | Essei Qb=: (21), mit b; € R"” und by, € R™~". Dann gilt: 2* = R~'b;.
2

7. | Beim Gaufi-Newton Verfahren zur Losung des nichtlinearen Ausgleichsproblems ergibt sich in jedem
Tterationsschritt stets ein eindeutig losbares lineares Ausgleichsproblem.

8. | Die Konvergenzordnung des Levenberg-Marquardt-Verfahrens ist in der Regel grofer als die der
Gaufs-Newton-Methode.

9. | Mit einer geeigneten Wahl des im Levenberg-Marquardt-Verfahren verwendeten Parameters p kann
man den Einzugsbereich der Methode vergrofern.

-1
10.| Es seien m =3, n=2und Qb= | 4 |. Bestimmen Sie ||Axz* — b||2.
-3
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VF-5: Es seien ® : R — R” zweimal stetig differenzierbar und z* so, dass ®(z*) = z* gilt. Fiir zp € R™ wird
die Fixpunktiteration 1 = ®(z), k = 0,1,2,... definiert. Weiter sei ®'(z) die Ableitung (Jacobi-Matrix)
von ® an der Stelle x.

Weiterhin sei f: R — R zweimal stetig differenzierbar, und f(z*) = 0, f/'(z*) # 0. Fiir das Intervall [a, b] gilt,
dass a < z* < b, wobei z* die einzige Nullstelle von f in [a, b] ist.

1. |Esseienn =1, ®(z) := $2°— 1z, und 2* = 0. Die Fixpunktiteration konvergiert fiir alle Startwerte

xo mit x| < 0 und § > 0 hinreichend klein.

2. | Falls ®'(2*) = 0, ist die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration mindestens 2.

3. | Falls [|®'(2*)]|cc = 2 und ||®’(z*)||2 = 0.6 gilt, so konvergiert die Fixpunktiteration fiir alle Start-
werte aus einer hinreichend kleinen Umgebung von x*.

4. | Es seien n = 1 und ®(z) := e~ *. Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind fiir
® auf dem Intervall [0.1, 2] erfiillt.

5. | Es sei ®(z) :=x — ]{,((g;)). Bestimmen Sie ®'(z*).

6. | Das vereinfachte Newton-Verfahren bendtigt die Ableitung f’ nicht.

7. | Es sei f konvex auf [a,b], d.h. f”(x) > 0 fiir alle € [a,b]. Dann gilt: Das Newton-Verfahren
konvergiert fiir jeden Startwert o € [a, b].

8. | Das Sekanten-Verfahren konvergiert fiir jeden Startwert o € [a, b].

9. | Eine Ddmpfungsstrategie beim Newton-Verfahren dient dazu, den Einzugsbereich der Methode zu
vergrofern.

10. | Es seien xq ein Startwert aus einer hinreichend kleinen Umgebung von z* und x, k > 1, die mit dem
Newton-Verfahren berechnete Folge. Geben Sie den Wert fiir p so an, dass * — xf &~ (241 — 2%)?P
fiir k£ hinreichend groft gilt.

VF-6: Es seien n € Nund P(f|zo,...,z,) das Lagrange-Interpolationspolynom vom Grad n, das die Funktion
f:[a,b] = R in den Stiitzstellen a < zg < ... < x, < b interpoliert.

Weiter seien d,, der fithrende Koeffizient dieses Polynoms und [z, ..., z,] f die dividierte Differenz der Ordnung
n von f.

1. | Es gilt: P(f|z0,---,20)(x) = P(f |20, Tn_1)(x) + Iy (x — z;) fiir alle z € R.

2. | Es gilt maxyeja) |P(f 20, 20)(2) — f(2)| < maxgeiap [P(f |20, s 2n-1)(x) — f(2)]-

3. | Es gilt P(Q|=xog,...,z,) = Q fiir alle Polynome @ vom Grad maximal n.

4. | Es sei {;,(z) = szoyk#ﬁ, 0 < j <n. Dann gilt P(f|zg,...,zn)(z) = E?:o f(x;)ln(z) fiir
alle x € R.

5. | Es seien f(z) = 22, 19 = —1 und z; = 5. Bestimmen Sie den Wert [z, z1]f.

Es sei f € C*([a,b]). Das Integral I(f) = f: f(x) dz soll numerisch approximiert werden.
Weiter sei I, (f) = (b —a) Z;‘n:o w; f(z;) eine Quadraturformel mit a <z < ... <z, <b.

6. | Die relative Kondition, beziiglich der Maximumnorm, der Bestimmung von I(f) ist gut.

7. | Bei der Gauf-Quadratur und bei den Newton-Cotes Formeln sind die Gewichte w; unabhéngig
von der Funktion f.

8. | Die Gauf-Quadratur basiert auf der analytischen Integration eines Lagrange-Interpolations-
polynoms an f, wobei die Stiitzstellen so gewihlt werden, dass der Exaktheitgrad von I,,, maximal
wird.

9. | Fiir die Newton-Cotes Formeln gilt lim,, oo |1 (f) — I(f)] = 0.

10.| Es seien a = 0, b = 1 und I(f) die Simpsonregel. Geben Sie das kleinste n an, fiir das der Fehler
I(2z™ + x) — I(22™ + x) nicht 0 ist.
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Aufgabe 1 (6 Punkte)

Gegeben seien

8 2a+2 -2 0
A=14 —a+1 2a-1], b=|—-8a| und a € R\ {0}.
0 4o 4 —16

a) Bestimmen Sie die L-R-Zerlegung der Matrix A mit Pivotisierung. Geben Sie L, R und P explizit an.

b) Berechnen Sie det(A) unter Verwendung der in a) gefundenen Zerlegung fiir alle o € R\ {0}. Fiir welche «
hat die Matrix A vollen Rang?

c) Berechnen Sie die Losung des Gleichungssystems Az = b unter Verwendung der in a) gefundenen Zerlegung
fiir alle o« € R\ {0} mit det(A) # 0.
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Aufgabe 2 (5 Punkte)

Wir betrachten das lineare Ausgleichsproblem

[ Az — bll2 = min [[Ay — b2
yER™

fiir eine Matrix A € R**2? und Daten b = (1,0,1,0)7 € R*. Von der Matrix sei die Q-R-Zerlegung A = Q R bekannt
mit

1 0 0 1 2 4
V2o -1 1 0 0 3
Q=10 1 1 0o "™dE=1y g
1 0 0 1 0 0

a) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem mithilfe der Q-R-Zerlegung. Geben Sie die Norm des Residuums
||Az — b||2 an.

b) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem mithilfe der Normalgleichungen.
Hinweis: Die Matrix A muss dazu nicht ausgerechnet werden.

c) Es sei nun A € R™*™ mit m > n eine beliebige Matrix mit schlechter Kondition und vollem Rang. Sollte
man eher die Q-R-Zerlegung oder die Normalengleichungen zum Loésen eines linearen Ausgleichproblems mit
A nehmen? Begriinden Sie Ihre Antwort.
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Aufgabe 3 (9 Punkte)
Gesucht sind die Losungen des folgenden nichtlinearen Gleichungssystems:

22 42y7—18 = 0
2zy+3xz—7 = 0
a) Fertigen Sie eine Skizze an, die die Lage der Losung(en) im 1. Quadranten verdeutlicht. Bestimmen Sie einen

guten, d.h. moglichst kleinen ganzzahligen Bereich [x,, o] X [Yu, Yo], in dem eine Losung liegt.

b) Geben Sie fiir die in a) fixierte Losung eine geeignete 2D-Fixpunktgleichung an, und weisen Sie hierfiir die
Voraussetzungen des Fixpunksatzes von Banach nach. Begriinden Sie Thre Aussagen.

c) Eine weitere Losung liegt in [4, 5] x [—1,0]. Fiir diese ist
/18 — 242
()-r()=("ro
)

y 7T—3x
2x

eine geeignete Fixpunktiteration mit Kontraktionszahl (beziiglich der co-Norm) L = 0.5. Wieviele Schritte
sind ausgehend von dem ganzzahligen Startwert (o, yo) = (4, —1) hochstens erforderlich, um eine Genauigkeit

3
von € = 1 10~% zu erzielen.

d) Geben Sie eine a—posteriori—Fehlerabschétzung fiir (z2,y2) an.

Y

3.5
2.5
1.5

0.5

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65
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Aufgabe 4 (4 Punkte)
Fiir die Funktion F ist eine Wertetabelle gegeben.

T 1
F(x)|-2

0123435

133211

a) Gesucht ist eine moglichst gute Ndherung fiir (1.5) mit der Hilfe eines Polynoms zweiten Grades. Welche
Stiitzstellen wihlen Sie, um dieses Polynom zu bestimmen, und warum? Berechnen Sie den entsprechenden
Naherungswert mit dem Neville-Aitken-Schema.

b) Geben Sie eine moglichst gute Fehlerabschitzung fiir den in Aufgabenteil a) berechneten Niherungswert an.

Hinweis: Es gilt |[F("™)(z)| < 2" + 4, fiir alle n und alle z € [—1,5].

12



Fortsetzung Aufgabe 4 Numerik MB F18

13



Numerik MB F18 NAME: MATR:

Aufgabe 5 (6 Punkte)
Gegeben sei die Quadraturformel

Q(f) =co f(=1) + 1 f(0) + 2 f(1),

die ndherungsweise das Integral fil f(z) dx berechnet.
a) Leiten Sie die Werte fiir ¢g, ¢; und ¢ her, sodass die Quadraturformel mindestens den Exaktheitsgrad 2 hat.

4
b) Es sei T" > 2 gegeben. Nutzen Sie die Quadraturformel aus a) um f(z) := —; auf dem Intervall [2,7]
x

niaherungsweise zu integrieren. Falls Sie in a) keine Werte herausbekommen haben, rechnen Sie allgemein mit
den Konstanten cg, ¢; und cy weiter.

c) Essei T > 2 gegeben. Bestimmen Sie fiir die summierte Trapezregel eine geeignete Anzahl Teilintervalle n so,

T
4
dass der Quadraturfehler fiir das Integral / — dx unter € = 1073 bleibt.
9 X
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