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Verstindnisfragen-Teil (30 Punkte)

Jeder der 6 Verstindnisfragenblocke besteht aus 10 Verstdndnisfragen. Werden alle 10 Fragen in einem Verstind-
nisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es dafiir 5 Punkte. Fiir 9 richtige Antworten gibt es 4 Punkte; fiir 8
richtige 3, fiir 7 richtige 2 und fiir 6 richtige Antworten gibt es einen Punkt. Werden weniger als 6 Fragen in einem
Verstandnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 0 Punkte.

Beantworten Sie alle Fragen mit wahr oder falsch bzw. geben Sie das Ergebnis numerisch als Zahl mit mindestens
5 signifikanten Ziffern an. Falls nicht anders gefordert, muss das Ergebnis als Dezimalzahl angegeben werden.

VF-1: Es seien zyiny bzw. zyax die kleinste bzw. grofite (strikt) positive Zahl sowie eps := ¥ die
relative Maschinengenauigkeit in der Menge M(b, m,r, R) der Maschinenzahlen gemif Vorlesung/Buch und
D := [—2max, —ZMIN] U [min, max]- Ferner beschreibe fl : D — M(b, m, r, R) die Standardrundung.

1. [In M(2,3,-3,3) gilt zvin = 5.

In M(2,5, -8, 8) gilt eps = 35.

2
3. | Fiir jedes z € D existiert eine Zahl ¢ mit |e| < eps und |fi(z) — x| = |¢].
4

Falls die Kondition eines Problems schlecht ist, sind Algorithmen zur Losung dieses Problems in
der Regel instabil.

o

Geben Sie die nicht-normalisierte Darstellung der Zahl 24 in M(4,4, —8, 8) an.

6. | Die Multiplikation zweier Zahlen ist stets gut konditioniert.

7. | Bei einem stabilen Algorithmus ist der durch Rundungseffekte verursachte Fehler im Ergebnis
von derselben Gréfsenordnung wie der durch die Kondition des Problems bedingte unvermeidbare
Fehler.

8. | Es seien * = 3 und y = 3 + 1071%. Bei der Berechnung von e®¥ — ¢¥ tritt Ausléschung auf.

9. | Die Funktion f(x) = 17 ist gut konditioniert fiir alle z € (—1,1).

10.| Berechnen Sie die Kondition k¢;(x,y) der Funktion f(x,y) = 2 + 3® im Punkt (1,1).

VF-2: Esseien A € R"*"™ beliebig aber regulér, b € R™ und gesucht sei die Losung « € R™ von Ax = b.

1. | Ziel der Zeilendquilibrierung ist es, ein dquivalentes Gleichungssystem zu erhalten, dessen System-
matrix eine kleinere Konditionszahl als A hat.

2. | Es seien 7 eine Ann#herung der Losung z* und r := b — A% das zugehorige Residuum. Es gilt

= 2| iyl
=T < 1A -

3. | Fiir die Konditionszahl der Matrix A gilt x(A) > 1.

4. | Ohne Pivotisierung ist Gaufs-Elimination fiir A nicht immer durchfiihrbar.

5. | Berechnen Sie x2(A) der Matrix A = (100 g)

6. | Pivotisierung verbessert die Stabilitdt der Gauk-Elimination.

7. | Die Gauf-Elimination mit Pivotisierung fiithrt auf eine Zerlegung A = LR.

8. | Es sei A eine untere Dreiecksmatrix. Der Rechenaufwand zur Bestimmung der Losung des Glei-
chungsssytems A x = b iiber Vorwirtseinsetzen betrigt etwa %n2 Operationen.

9. |Essei A= LDLT mit einer normierten untere Dreiecksmatrix L und einer Diagonalmatrix D mit
nur strikt positiven Diagonaleintrigen. Dann ist A symmetrisch positiv definit.

-2 6 2
10. | Berechnen Sie [|A|; firA=| 0 4 -1

5 -1 2
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VF-3: Esseien A € R"™*" und A = QR eine QR-Zerlegung von A, mit einer oberen Dreiecksmatrix R.

1. |Esgilt R=QTA.

2. | Fiir jede orthogonale Matrix Q gilt Q% = I.

3. | Die Summe zweier orthogonaler m x m- Matrizen ist wieder eine orthogonale Matrix.

4. | Die Householder-Methode zur Bestimmung der ) R-Zerlegung ist ein stabiles Verfahren.

5. | Es selen v = (é) und @, die Householder Transformation beziiglich v. Geben Sie (Q,), ; an.

6. | Es seien v € R™, v # 0, und @, die Householder Transformation beziiglich v. Es gilt Q,, = Q.
fiir alle a € R, o # 0.

7. | Die Givens-Methode zur Bestimmung der Q) R-Zerlegung ist nur durchfiihrbar, wenn A vollen Rang
hat.

8. | Jede Givens-Transformation ist symmetrisch und orthogonal.

9. | Es gilt: ||A|l2 = ||R||2, wobei || - ||2 die euklidische Norm ist.

10. | Es seien z = <;’> und G € R?*? eine Givens Transformation. Geben Sie ||Gz||3 an.

VF-4: Es seien A € R™*"™ mit Rang(A) = n < m, und b € R™. Weiter seien € R"*™ eine orthogonale

R

Matrix und R € R™*"™ eine obere Dreiecksmatrix so, dass QA = 0 gilt. Weiter sei z* € R” die eindeutige

Minimalstelle des Minimierungsproblems min,ecgn ||[Ax — b||2 und © der Winkel zwischen Az* und b.
Ebenso sei F' : R™ — R™ mit m > n stetig differenzierbar. Dazu betrachten wir das (nichtlineare) Ausgleichs-
problem: Bestimme & € R™ so, dass ||F(Z)||2 = mingern ||F(x)]]2-

1. | Die Kondition des linearen Ausgleichsproblems hingt vom Winkel © ab.

Es gilt |[Az — b||s = ||Rx — QT b||; fiir alle z € R™.

2
3. | Es gilt AT Az = AT,
4. | Es gilt b7 (Az* —b) = 0.

2
5. |Esselenm=4,n=2und Qb= 1 . Bestimmen Sie ||Az* — b||3.

—4

6. | Es sei Qb=: <Zl>, mit by € R™, by € R™ ™. Dann gilt: ||z*||2 = ||b1]|2-

2

7. | Beim Levenberg-Marquardt-Verfahren zur Losung des nichtlinearen Ausgleichsproblems ergibt sich
in jedem Iterationsschritt stets ein eindeutig losbares lineares Ausgleichsproblem.

8. | Falls die Gauk-Newton-Methode konvergiert, so ist die Konvergenzordnung in der Regel 1.

9. | Mit einer geeigneten Wahl des im Levenberg-Marquardt-Verfahren verwendeten Parameters kann
man die Konvergenzordnung der Methode vergréfiern.

1 2
10.|Es seien m =3, n=1, A= |1]|,b= [ 4 |. Bestimmen Sie z*.
0 6
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VF-5: Es seien ® : R" — R"” stetig differenzierbar und z* so, dass ®(z*) = z* gilt. Fiir o € R"™ wird die
Fixpunktiteration z511 = ®(zx), kK =0,1,2,... definiert. Weiter sei ®'(z) die Ableitung (Jacobi-Matrix) von @
an der Stelle z.

Weiterhin sei f : R” — R™ zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung U von x*, es gelte f(z*) = 0 und
f/(x*) sei regulér.

1. | Falls ®'(2*) = 0 gilt, so konvergiert die Fixpunktiteration fiir alle Startwerte mit ||xo — *|| hinrei-
chend klein, und die Konvergenzordnung ist grofser als 1.

2. |Esselenn =1, ®(x) := %xQ —2x, und z* = 0. Die Fixpunktiteration konvergiert fiir alle Startwerte
xo mit |zo| < J und § > 0 hinreichend klein.

3. | Esseien n = 1 und ®(z) = 2cos(3). Die Fixpunktiteration konvergiert fiir jeden Startwert zo € R.

4. | Die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration ist immer 1.

5. | Es seien n = 1 und ®(z) := 2% + x — 4. Geben Sie den eindeutigen negativen Fixpunkt von ® an.

6. | Wenn das Newton-Verfahren zur Bestimmung der Losung x* von f(z) = 0 konvergiert, dann gilt
fiir gentigend grofke k-Werte : ||z — 2*|| = ||xg — 2r11]]-

7. | Die Newton-Methode zur Bestimmung der Lésung 2* von f(z) = 0 ist lokal quadratisch konvergent.

8. | Eine Dampfungsstrategie beim Newton-Verfahren dient dazu, den Einzugsbereich der Methode zu
vergrofern.

9. | Die Bisektionsmethode ist auch in Dimension n > 1 ein zuverldssiges Verfahren zur Bestimmung
der Losung z* von f(x) = 0.

10.| Berechnen Sie mit dem Newton-Verfahren zu f(z) = #? — 5 mit dem Startwert zo = 5 die zweite
Iterierte xo.

VF-6: Esseien n € N und P(f|zo,...,z,) das Lagrange-Interpolationspolynom vom Grad n, das die Funktion
f i [a,b] = R in den Stiitzstellen a < 29 < ... < z,, < b interpoliert. Weiter seien §,, der fiihrende Koeffizient
dieses Polynoms und [zo,...,z,] f die dividierte Differenz der Ordnung n von f.

L. | Es gilt: P(f|z0,...,20)(x) = P(f |20y, 2n—1)(x) + 6,11} (x — x;) fiir alle x € R.

2. | Es sel £j,(z) = o htjz s 0 < j < . Es gilt P(flzo, ... zn)(x) = 220 o bjn(@)[20, - -, 5] f
fiir alle z € R.

3. | Der Fehler max,¢(q ) |P(f |0, ..,2n)(x) — f(x)| ist minimal wenn man die Stiitzstellen z; dqui-
distant wéhlt.

4. | Das Verfahren von Neville-Aitken ist eine effiziente Methode zur Bestimmung des Polynoms
P(f|x01"'7xn)'

5. | Es sei f(z) = 22. Bestimmen Sie den Wert [xq, 71, T2]f.

Es sei f € C*([a,b]). Das Integral I(f) = ff f(z) dx soll numerisch approximiert werden. Weiter sei I,,(f) =
(b—a) > 7L w;f(z;) eine Quadraturformel mit a < xp < ... < zp <b.

6. | Bei der Gauk-Quadratur gilt: I, (f) = fab P(f|zo,...,xm)(z)dzx, wobei P(f|xo,...,xn) das
Lagrange-Interpolationspolynom zu geeignet gewahlten Stiitzstellen x; ist.

7. | Bei der Gaul-Quadratur gilt: I,,,(f) = I(f) falls f ein Polynom vom Grad maximal 2m + 1 ist.

8. | Bei der Gauf-Quadratur und bei den Newton-Cotes Formeln sind die Stiitzstellen x; unabhéngig
von der Funktion f.

9. |Es sei I7"(f) die aus I,,(f) konstruierte summierte Quadraturformel auf den Teilintervallen
[tj—1,t], 5 = 1,...,n, mit t; = a+ jh, h = b’Ta Der Exaktheitsgrad der summierten Qua-
draturformel I7 (f) ist grofer als der von I, (f).

10. | Berechnen Sie eine Approximation von f02 22 dr mit Hilfe der Simpsonregel.
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Aufgabe 1 (5 Punkte)
Es seien )\ € R eine Konstante, sowie

3 1 2
A= 1[92 3X+2 6A+1
0 4N 22 +1

a) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung (ohne Pivotisierung) von A.

Es seien nun

1

100 0 200 0 100 0 23 4 0 3
00 0 1 0100 0100 03 3 1 11
P‘0100’D_0040’L‘7010’R_0031‘mdb:%
0010 000 3 32 1 1 000 2 1

3

und B € R**%4. Dabei sind L und R die Matrizen der LR-Zerlegung von PDB, d.h. PDB = LR.

b) Berechnen Sie die Determinante von B.

c) Losen Sie das Gleichungssystem Bx = b mittels Vorwérts- und Riickwértseinsetzen.
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Aufgabe 2 (7 Punkte)
Die Funktion y(t) := (vt — a)? + v/t — b? soll im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate optimal an folgende Messwerte
angepasst werden:

t; 10.25]1]4

Bestimmen Sie die Parameter a und b ndherungsweise:

a) Formulieren Sie dazu das entsprechende nichtlineare Ausgleichsproblem ||F'(x)||2 — min. Geben Sie F' und z
explizit an.

b) Fiir das Gauf-Newton-Verfahren ist der Startwert (a”,5°) = (0,1) gegeben. Stellen Sie das zugehérige linea-
risierte Ausgleichsproblem fiir den ersten Schritt auf.

¢) Es sei nun a = b = 1. Geben sie fiir diesen Wert das Residuum des in a) aufgestellten nichtlinearen Ausgleichs-
problems an.

Wir betrachten nun das linearisierte Ausgleichsproblem

0 0 -3

I I A A .

1 11 | lag (Acd, AdD)TeR?
1 2 1

2
zum Startwert (¢, d°) = (0,1).

d) Fiihren Sie mit Hilfe dieses linearisierten Ausgleichsproblems einen Gaufi-Newton-Schritt durch. Losen Sie das
lineare Ausgleichsproblem mittels Normalgleichungen.
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Aufgabe 3 (8 Punkte)
Die Losungen des Gleichungssystems

22+ 3xy+2 0

sollen iterativ mit dem Newton- und dem vereinfachten Newton-Verfahren fiir Systeme bestimmt werden.

a) Fertigen Sie zunéchst eine Skizze an, aus der die Lage aller Nullstellen mit # > —2 hervorgeht, und geben Sie
fiir jede dieser Nullstellen einen geeigneten Startwert an (Genauigkeit +0.5).

b) Benutzen Sie dann als Startwert fiir die Nullstelle im 4. Quadranten fiir beide Verfahren
()= (%)
Yo -1)7

Bem.: Die iibrigen Nullstellen miissen nicht berechnet werden.

44 Y

=

und fiihren Sie je zwei Iterationen durch.

D)
J

NO

[y

Ui

(¥}

[N)

S

10
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Aufgabe 4

(5 Punkte)

Es ist die folgende Wertetabelle fiir eine unbekannte Funktion f gegeben
0.50  0.90 1.30 1.70
flx) ‘ 1.0453 1.0050 1.1276 1.4331 1.9709 2.8283

v | -030

0.10

a) Berechnen Sie die fehlenden Werte P, j in dem folgenden Neville-Aitken-Tableau fiir f(1.0):

xp = —0.30
x1 = 0.10
x2 = 0.50
x3 =0.90
x4 =1.30
x5 = 1.70

1.0453
1.0050
1.1276
1.4331

Py

2.8283

iy

0.91432

1.2808

1.5095

1.5676

1.3279

N\
— 1.5098
¢
— P3’2
N\
—  1.5458
N\
— 1.5376

h
— 1.5405

N\ N\
— 1.5439 — Py

pN p pY
— P53 — 15431 — 1.5432

Geben Sie einen moglichst guten Ndherungswert py(1.0) fiir f(1.0) basierend auf einem Polynom zweiten
Grades an und begriinden Sie Thre Antwort.

b) Die obigen Werte gehdren zu der Funktion f(z) = cosh(z) = 3(e” + e~®). Geben Sie eine moglichst scharfe
Fehlerabschitzung fiir den Wert Py » an, ohne jedoch die Funktion f auszuwerten!

12



Fortsetzung Aufgabe 4 Numerik MB H18

13



Numerik MB H18 NAME: MATR:
Aufgabe 5 (5 Punkte)

Gegeben sei die Quadraturformel
1 1
Q(f) zwf(2 —a) +w f <2+04> )

mit w € R, a € R, die ndherungsweise das Integral fol f(x) dz berechnet.

a) Leiten Sie die Werte fiir w und « so her, dass die Quadraturformel mindestens den Exaktheitsgrad 3 hat.
Wir betrachten nun die summierte Gaufformel mit zwei Stiitzstellen:

b) Bestimmen Sie fiir diese Formel eine geeignete Anzahl an Teilintervallen n, so dass der Quadraturfehler fiir
1
das Integral / () dx unter e = 1073 bleibt.
0
Hinweis: Fiir f(z) = 5@ gilt maxeer | £ (€)| < 3ie fiir i =1,2,...,5.

14
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