Klausur Numerische Mathematik fiir Maschinenbauer, 6. April 2021 Prof. A. Reusken IGPM — RWTH Aachen

Erlaubte Hilfsmittel:

e Formelsammlung des Sommersemesters 2020

e Taschenrechner, der auf der Positivliste steht
(Genaue Bezeichnung bitte auf dem ersten Blatt notieren)

e Schreibgerit (Stifte und Geodreieck / Lineal)

Aufgabe 1
Gegeben sei das Problem der Auswertung der Funktion

1 22

flz)=1 = r €R.

1422 1422

Zur Losung des Problems betrachten wir die Algorithmen:

2+1+1+ 2+ 1= T7Punkte

(A1) y1:=2% yo =14y, y3:=1/ys, ya:=1—ys,

(A2) yp =22 yoi=14y1,y3 = y1 /v

a) Bestimmen Sie die Kondition das Problems fiir alle z € R.

b) Ist das Problem gut konditioniert? Geben Sie eine Begriindung.

c) Gegeben sei der Eingabewert x, der mit einem relativen Fehler von 5% behaftet ist. Welcher relativer Fehler

ist in der Ausgabe in erster Ndherung zu erwarten?

d) Betrachten Sie die beiden Algorithmen (A1) und (A2). Sind diese Algorithmen stabil? Geben Sie eine Begriin-

dung.

e) Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Kondition eines Problems und der Stabilitit eines Algorithmus

zur Losung dieses Problems?

Aufgabe 2
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit
1 9 —90
A= -11 0 9 und b=
88 —11 1

a) Jede Komponente von b sei mit einem relativen Messfehler von 0.5-10~

Mit welchem relativen Fehler in 2 (bzgl. || - ||oo) miissen Sie rechnen?
Hinweis: ||[A™!||o &~ 2.72.

3 + 6 = 9 Punkte

—10.5
—24
28.7

3 behaftet; die Matrix A sei ungestort.

b) Losen Sie Ax = b in 3-stelliger Gleitpunktarithmethik durch GauRelimination mit Skalierung (Zeilenequili-

brierung) und mit Spaltenpivotisierung.

Aufgabe 3

Es seien
8

1 2 2
A=12 6 4 und b= 18
2 4

3+1+1+ 2="7Punkte

8 —a? 24 — 202

b) Fiir welche Werte von « ist A positiv definit?

)
)
)
)

d) Losen Sie Az = b mittels der Zerlegung A = L D LT aus a).

a) Bestimmen Sie eine untere Dreiecksmatrix L und Diagonalmatrix D, so dass A = L D L7 gilt.

c¢) Bestimmen Sie die Determinante von A mit der in a) berechneten L D LT-Zerlegung.
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Aufgabe 4 2+ 3+ 3 + 2 = 10 Punkte
Gegeben seien die Daten

= O
N W |~

Theoretischen Uberlegungen zufolge geniigen diese der Darstellung (Modellfunktion)

y(t) = a+ B2

Zur Losung des linearen Ausgleichsproblems verwenden wir die @) R-Zerlegung und benutzen dabei Householder—
Spiegelungen.

a) Stellen Sie das zugehérige lineare Ausgleichsproblem z* = argmin g
explizit an.

Ax — b2 auf. Geben Sie A, z und b

b) Fiihren sie den 1. Schritt zur Eliminierung der Elemente unterhalb der Diagonalen in der ersten Spalte explizit
durch: (A@ @) = (A]p) — (AW pWM).
(Hinweis: Das Ergebnis darf ausnahmsweise Briiche enthalten.)

¢) Andere Messungen (Daten) mit der selben Modellfunktion fithren nach zwei Spiegelungen auf

—/5 —4.4721 | —6.261
0 37417 | 4.1426
(A<2>\b<2>): 0 0 | —0.2648
0 0 | —0.18597
0 0 | —0.18597

Berechnen Sie z* und das Residuum. Geben Sie die Modellfunktion explizit an.

d) Lineare Ausgleichsprobleme ||Az — bl — min, mit A € R™*" und Rang(A4) = n, kann man sowohl iiber
eine QR-Zerlegung (mittels Householder-Spiegelungen oder Givens-Rotationen), als auch iiber die Normal-
gleichungen (mittels Cholesky-Verfahren) 16sen. Welche der beiden Vorgehensweisen liefert im Allgemeinen
ein stabileres Verfahren? Erkldren Sie den Grund dafiir.

Aufgabe 5 3+ 2+ 2+ 1= 8 Punkte
Die Funktion )
/T —sin(z
f(lf) = ( xfl_;'_ I% _( 12)> y L= (x17$2)T7

besitze in D := [0, 1] x [0, 1] genau eine Nullstelle 2* (kein Beweis nétig).

a) Geben Sie die Iterationsfunktion ® des Newton-Verfahrens z¥+1 = ®(2*), k = 0,1, ..., zur Bestimmung von
Naherungen der Nullstelle * explizit an.

b) Fiihren Sie ausgehend vom Startwert z° = (1, 3m)7

exakt, d.h. ohne Taschenrechner).

eine Iteration des Newton-Verfahrens durch (Rechnen Sie

c¢) Erldutern Sie die Funktionsweise des Newton-Verfahrens im eindimensionalen Fall anhand einer Skizze.

d) Welche Konvergenzordnung besitzt das Newton-Verfahren im Allgemeinen? Ist die Konvergenz im Allgemeinen
lokal oder global? Begriinden Sie Thre Antwort.
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Aufgabe 6 3 + 3 + 2 = 8 Punkte
Auf dem Intervall [0,0.5] betrachten wir das Fixpunktproblem

_1/‘2

Tr = 5€

1
2

a) Weisen Sie die Voraussetzungen des Banachschen-Fixpunktsatzes explizit nach. (Begriinden Sie Thre Aussagen;
ansonsten gibt es keine Punkte.)

b) Fiihren Sie ausgehend von einem geeigneten Startwert zy (dieser ist auf eine Nachkommastelle zu runden)
zwei Schritte des Fixpunktverfahrens durch, und geben Sie dann eine a—posteriori—Fehlerschéitzung an.

¢) Erldutern Sie anhand einer Skizze, dass bei diesem Problem die Fixpunktiteration global konvergiert.

Aufgabe 7 3 + 2 = 5 Punkte
Die Funktion f(x) = sin 2z ist als Tabelle gegeben.
z |00 01 0.2 0.3
sin 2x ‘ 0.0 0.1987 0.3894 0.5646

a) Berechnen Sie einen Naherungswert fiir f(0.15) mit dem Neville-Aitken-Schema unter Benutzung aller Tabel-
lenwerte.

b) Bestimmen Sie fiir den berechneten Wert eine moglichst gute Fehlerschranke.

Aufgabe 8 4 + 2 = 6 Punkte
Zur Bestimmung des Integrals I = ff f(z) dx sei folgende Quadraturformel mit 2 Stiitzstellen gegeben (H = b—a):

S (8 o))

Der Fehler dieser Formel ist gegeben durch

Eaf) = I L(f) = 22

= 50/M©,  £e@b). ()

a) Leiten Sie fiir die Quadraturformel (1) die summierte Formel fiir n Teilintervalle mit der Schrittweite h = b_Ta
her und geben Sie fiir diese eine Fehlerabschétzung unter Benutzung von (2) an.

b) Wie viele Teilintervalle sind hochstens erforderlich, um mit der in a) aufgestellten Formel das Integral f 01 H—% dx
bis auf einen Fehler von maximal ¢ = 0.5 - 107% zu bestimmen?



