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Aufgabe 1: L-R-Zerlegung, Nachiteration.

Teil a)
1. Pivotisierung ergibt:
4 2 10
A—-A=12 6 9
21 6
2. L-R-Zerlegung von A:
1 00 4 2 10
r=|12 1 0], R=[|05 4
1/2 0 1 0 0 1
3. Vorwirtseinsetzen:
24
b—b=120
14
(pivotisierung). B
Ly=5
ergibt
24
y=1| 8
2
4. Riickwértseinsetzen:
Rx =y
ergibt
1
z=|{0
2
Teil b)

1. Die vorhandene L-R-Zerlegung bezieht sich auf das pivotisierte Gleichungssystem zu der Matrix A. Also
muss auch das gestorte System pivotisiert werden.

o 4 2 10
A—-A=1] 2 6 9
21 1 6
2. Residuum berechnen:
_ 24 _ 0
Ar=1| 20 |, r=b—Az=1| 0
14.1 —0.1
3. Losen von A8 = r mittels L-R-Zerlegung von A:
0 0 0.21
Ly = 0 =>y= 0 ; Ré=y=4d=1 0.08
-0.1 -0.1 -0.1
4. Berechnung der Nédherung:
1.12

Ty =x+6=x; =1 008
1.9
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Aufgabe 2: Lineare Ausgleichsrechnung.
1. Linearisieren mittels In(zy) = In(x) + In(y):

f(z) =azx +1In(b(x + 1)) = ax 4+ In(d) + In(z + 1).

Die Gleichungen haben also die Form:
f@) —In(z+1) = az + In(b).

2. Aufstellen des Gleichungssystems (mit o = @ und 8 = In(b)):

0 1 0
A=[1 1]; d=[1-m(@)
41 3 —1In(5)

Man hat also (1. und 2. Gleichung vertauscht, um eine Givens-Rotation einzusparen):
1 1 | 0.3096

(Ald)=[0 1 | 0
4 1 | 1.3906

3. Givens-Rotationen:

e 1. und 3. Zeile, mit 7 = 0.25, s = 0.97014 und ¢ = 0.2459:

412311 1.21268 | 1.42347
Q13 (Ald) = 0 ! 0
0 —0.72761 | 0.03957

e 2. und 3. Zeile, mit 7 = —0.72761, s = 0.80861 und ¢ = —0.58835:

412311 1.21268 | 1.42347
Q2,3Q1,3 (Ald) = 0 1.23669 | —0.02328
0 0 | 0.03200

e Losen beziiglich o und 5:

Losen von
4.12311 1.21268 o\ [ 1.42347
0 1.23669 B /) \ —0.02328
ergibt
a = 0.3502,
B8 = —0.01882.
e Berechnen von a und b:
a = «a=0.3502,

b = P =0.9814.
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Aufgabe 3: Nichtlineares Gleichungssystem.
Teil a)

1. Geeignete Iterationsfunktion finden:

—J10 =
F(Ia y) = ( my> .
2. V1. F ist selbstabbildend:

Die Funktionen —/10 — y,+/7 — 2 sind (als Funktion von y bzw. z) auf ihren jeweiligen Definitionsgebieten
monoton steigend bzw. monoton fallend. Es reicht also aus die Rénder der Intervalle zu betrachten. Man
hat

F([-3,-2] x [3,4]) = [~2.6458, —2.4495] x [3,3.1623].

F ist also selbstabbildend.

3. V2. F ist kontraktiv / Berechnung der Lipschitz-Konstante (da F stetig differenzierbar und [—3, —2] x [3, 4]
konvex):

1
DF = ( 01 2vl°—y> :
N 0
Mit 1- oder oco-Norm hat man daf
1

1
|—=} = 0.2041 < 0.205
2\/gl IQ\/E\}

L = max{|

ist.
Es gilt also L < 1, und somit ist F kontraktiv.

4. Einen Schritt Fixpunktiteration:
Mit dem Startwert

gelangt man zu
—2.5495
1= Flzo) = ( 3.0822 )

5. Wieviele Iterationen..?

Aus
Lk

1—

In (=5
r1—Xo
— 2 < k.
In(L) -
Und da ||z1 — zo||co = 0.4178 und e = 0.005, gilt

[lzr — @ol| <€
L

erhalten wir

k>29...

Es werden also maximal 3 iterationen benétigt, um die vorgegebene Genauigkeit zu erreichen.

6. A-posteriori Fehlerabschitzung:

L

— ¥ <
llz1 =27 < 7=

[|z1 — x0|| = 0.1071.
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Teil b)

1. Einen Schritt des Newton-Iterationsverfahrens aufbauen:

(22 +y—10
ran = (0,
Jacobische:
2¢ 1
Df = .
f < 1 2y)
Aus
zo =x1 — (Df(21))"" fl21)
und

5:1'2—1'1

ergibt sich

Df({L‘l)(S = —f(l‘l).

2. Numerische Durchfiihrung des Newton-Schrittes:

~5.099 1
Df(xl):( 1 6.1644>;

5 (007788
—\ 0.02067 )’
To = X1 + 0= <

Teil c)

1. Einen weiteren Fixpunktiterationsschritt durchfiihren:

—2.6262
23 = Flaz) = < 3.1028

2. A-posteriori Fehlerabschitzung:

||lzs — 27| <

1-L

—f(=1)

—2.6274
3.1029

||z — 22| = 0.0002977.
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—0.41779
—0.0495 /-
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Aufgabe 4: Interpolation.
Teil a)

1. N#herung durch Neville-Aitken-Schema berechnen:

Das Neville-Aitken-Schema zur spaltenweisen Berechnung lautet (N, 1 := f;)

Titj — T

Nij+1 = Niy1j+ (Nij — Nita,5)

Titj — Iy
und ergibt dann
X4 | Nia Ni,2 Ni,s Niy4
0 | 0 0.2980 0.2951 0.2955
0.1 | 0.1987 0.2941 0.2960
0.2 | 0.3894 0.3018
0.3 | 0.5646

Somit erhalten wir sin(2 x 0.15) =~ 0.2955.

2. Fehlerabschéatzung:
Es gilt

(4)
£(0.15) — P(]0,0.1,0.2,0.3)| = [z — 0.1)(z — 0.2)(z — 0.3)". 4!(@ |

fiir ein € € (0,0.3). Ferner gilt

f@(z) = 16sin(2z).
Die Funktion f*) ist in (0,0.3) monoton steigend. Mit & = 0.3 gilt also

|£(0.15) — P(£]0,0.1,0.2,0.3)| < |z(z — 0 1)(x—02)(m—03)f(4)(£)\ =2.1174 x 1077
. ,0.1,0.2,0.3)| < . . 3l =2 .

Teil b)
1. Stiitzstellen fiir moglichst gute Niaherung:

Zur Wahl der Stiitzstellen betrachten wir die Fehlerabschatzung vorab:
Mit @ := min{xo, .., z3,Z}, b := max{xo, .., x3, T} gilt:

1£() = pa(@)| < 57 ma |F (e \Hm—ml

4! ¢€la,b]

Dabei ist f*)(€) = 16 sin(2¢). Wegen dieser Fehlerabschitzung wiihlen wir zur Approximation von f(0.05)
die Stiitzstellen —0.1,0,0.1,0.2 (den Wert fiir = —0.1 erhalten wir iiber Symmetrie: sin(z) = — sin(—z)).

2. Berechnung der Koeffizienten des Newton-Interpolationspolynomes iiber dividierte Differenzen:

—0.1 | —0.1987 1.9870 0 —1.3333
0 | 0 1.9870 —0.4

01 | 01987 1.907

02 | 0.3894

3. Aufstellen und Auswerten des Interpolationspolynoms:

P(f| —0.1,0,0.1,0.2) = —0.1987 + 1.987(x + 0.1) — 1.33(z + 0.1)z(x — 0.1),

so daf} man
£(0.05) ~ 0.0998

hat.

4. Fehlerabschéitzung:
Es gilt

|£(0.15) — P(f| —0.1,0,0.1,0.2)| = |(z + 0.1)x(z — 0.1)(z — 0.2)

In diesem Fall nimmt man £ = 0.2 fiir die Fehlerabschitzung. Daraus ergibt sich

|£(0.15) — P(f| — 0.1,0,0.1,0.2)| < 1.4603 x 1075.



