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Aufgabe 1 (11 Punkte)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A -z = b mit

cos(l) sin(1) 0 5.01
A= | —sin(l) cos(l) 0 und b= 0
0 0 1 2

a) Bestimmen Sie die Kondition k. (A) der Matrix. Ist A gut oder schlecht konditioniert?

b) Mit welchem relativen Fehler in x (in der co-Norm) muf8 man rechnen, wenn statt des urspriinglichen
Gleichungssystems A - z = b das gestorte Gleichungssystem Az = b geldst wird, wobei A und b
Stérungen von A bzw. b mit einem relativen Fehler von maximal 1% sind?

c¢) Losen Sie A - x = b mittels Gaulelimination mit Pivotisierung in 3-stelliger Gleitpunktarithmetik.
Loésung:

Sei || [l := 1[I+ floo

a) [|A|| = | cos(1)| + | sin(1)| = 1,3817733.

cos(l) —sin(l) O
A7t = sin(1) cos(1) 0 |,
0 0 1

da A Drehmatrix, ist A= = AT,
= A7 = AT T A = koo (A) = [A]2 = 1.9092975. Also hat A eine sehr gute Kondition.
b) % =0.01, % = 0.01, laut Aufgabenstellung.
[Az]] _ Koo (A) (IAAII n Ab||>
lzll = 1 — koo (a)legh Al el
Die Formel darf nur angewandt werden, falls der Nenner gréfler Null ist, dies ist aber hier der Fall.

B 1.90929
T 1-—1.90929 * 0.01

(0.01 4 0.01) = 0.0389292.

Die Antwort ist also 3.9%.
¢) Rechnung in dreistelliger Gleitpunktarithmetik:
0.540 0.841 0

A= —0.841 0.540 0 |,
0 0 1
Vertausche erste und zweite Zeile und fiihre einen Gauss-Schritt durch:
3 —0.841 0.540 0
A= 0 1.19 0
0 0 1

In der rechten Seite werden nur die erste und zweite Zeile vertauscht, da nach der Vertauschung das
erste Element eine Null ist, &ndert sich sonst nichts.

~ 0
b= 5.01
2
Also: 3 =2, x9 = —09 =4.21 und z; = 05610871%21 = 2.70. Und somit
2.70
r= | 4.21

2.00



Aufgabe 2 (9 Punkte)
Gegeben seien folgende Stiitzstellen x; und Mefiwerte y;

;|0 05 2
f,14 25 2 -

Aus theoretischen Uberlegungen geht hervor, daf8 diese Mefdaten einer Funktion

1

fla)= 5t

geniigen. Bestimmen Sie die Parameter a und b optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate. Formulie-
ren Sie dazu das entsprechende nichtlineare Ausgleichsproblem, und fiihren Sie ausgehend vom Startwert
(a0, bo) = (0.25,1.5) einen GauBl—Newton—Schritt durch. Berechnen Sie anschlieBend das Residuum.
Hinweis: Losen Sie das auftretende lineare Ausgleichsproblem mittels Normalgleichungen.

:(<+_22> 1)

ag = 0.25 bo =15

Losung:
Eine Zeile der Jakobischen

Dies fithrt mit den Startwerten

zu folgender Zeile des (lin.) Gleichungssytems mit rechter Seite:

9 1
Ji=(—= 1 - ~15
((xi 0.5)2 e )

Einsetzen der Meflwerte:

-8 1 | 05
(A]b) = -2 1 1] 0
-0.32 1 | 0.1
fiihrt zu den Normalgleichungen (ATA|ATb):
68.10 —10.32 | —4.032 _ 68.10 —-10.32 | —4.032
—10.32 3 | 0.6 0 1.436 | —0.01100

A 006037\ (ar) _ (0.1896
» =\ —0.007657 b )~ \ 1.492

1
o) ~= e
Residuum
3
r= ) (f (@) — yi)? = 0.2027
i=1
Aufgabe 3 (11 Punkte)

Die Funktion f(x) = +/2x + 1 ist als Tabelle gegeben.

z; |0 15 4 75
fl@) |1 2 3 4

a) Berechnen Sie mittels eines Polynoms 2. Grades eine méglichst gute Niherung fiir f(5). Stellen Sie
das Polynom nicht explizit auf, sondern verwenden Sie das Neville-Aitken Schema.

b) Berechnen Sie das Newton’sche Interpolationspolynom vom Grad 3. Werten Sie es an der Stelle
Z = 3 mit dem hornerartigen Schema aus, und geben Sie speziell fiir diese Stelle eine moglichst gute
Fehlerabschétzung an.



¢) Sei p(x) das Interpolationspolynom von f unter Benutzung aller Tabellenwerte. Wie grofl wird der
Fehler |f(z) — p(z)| im Intervall [0, 7.5] maximal?

Hinweis: Das Knotenpolynom w(s) = H?:O(s — ;) hat folgende Extremstellen: so = 0.62888,
S1 = 2.8547, Sg = 6.2664.

Losung:
Teil a) Fiir ein Polynom 2. Grades benétigen wir 3 Stiitzstellen. Die Fehlerabschitzung lautet

@) - p2(@)] < 5 _max |f()]-|@~ 20) (@~ m) @~ 22)].

z2€[x0,22]

Da z = 5 gilt, wird der das Knotenpolynom betreffende Anteil durch die Wahl g = 1.5, z1 =4, 22 = 7.5
minimiert. Das Neville-Aitken—Schema

Pi,O = fZ = f(xz)v i:0>17"'>n
T — Xi—k Ti—
Py = ——Pp1+ P11
T — Ti—k Ty — Tij—k
T, — T
= Pyp1+———(Pi1p-1— Pir-1)
Ti — Ti—k
= P15+ LTk (Pik—1—Picip—1), i=kk+1,...,n, k=1,2,...,n
Ti — Ti—k
ergibt folgendes Tableau:
Z; Py P;1 P,

zo = 1.5 | 2.0000

pY

p

z1 =4.0 | 3.0000 — 3.4000
pN
— 32857 — 3.3333

T2 = 7.5 | 4.0000

Damit erhalten wir die Ndherung f(5) ~ p2(5) = P2 = 3.3333.

Teil b) Fiir ein Polynom 3. Grades benétigen wir alle 4 Stiitzstellen aus der Tabelle. Fiir das Newton—
Schema der dividierten Differenzen ergibt sich:

zo = 0.0 | 1.0000
> 0.66667
x1 = 1.5 | 2.0000 > -0.066668
> 0.40000 > 0.0063493
z2 = 4.0 | 3.0000 > -0.019048
> 0.28571
z3 = 7.5 | 4.0000

Die Newton—Darstellung des Interpolationspolynoms lautet in der hornerartigen Form
p3(z) = 1.0000 4 (z — 0.0) - {0.66667 + (z — 1.5) - [(—0.066668) + (z — 4.0) - 0.0063493]}.
Ausgewertet an der Stelle Z = 3 (mit dem hornerartigen Schemal) ergibt sich der Wert ps(Z) = 2.6714.

Fiir die Fehlerabschatzung erhalten wir mit n = 3

x| [F@ )] |(@ = 20) (2 — 21) (T — 22) (T — w3)]-

L=l

|f(Z) — ps(Z)| <

Die Ableitungen von f lauten

/x:# //m:7; ”/:E:¥ (4)$:7L



|f® ()] ist monoton fallend, daher wird das Maximum am linken Intervallrand xo = 0 angenommen:

max | ()] =|f(0)] = 15.

z€[xo,x3]
Fiir das Knotenpolynom ergibt sich
[(Z — o) (T — 21) (T — 32) (T — w3)| = [3-0)(3—1.5) (3—4)(3-7.5)] = 20.25,
und somit

1
|£(2) = ps(®)] < 5 - 15-20.25 = 12.656.

Dieser unbrauchbar hohe Wert erklart sich zum einen durch die grofile Steigung von f am linken Inter-
vallrand und zum andern durch den ziemlich groflen Abstand der Stiitzstellen im gesamten Intervall.
Tatsédchlich betrigt der Fehler an dieser Stelle -0.0257.

Teil c) In der Fehlerabschétzung in Teil b) muf} zus#tzlich auf beiden Seiten das Maximum bzgl. Z €
[0,7.5] gebildet werden:

1
) — pa(Z)] < & @ ()] T — 2) (F — 2:) (F — 29) (2 — z=)l.
ié%%]'f(x) p3(@) < 4 zerfi?,’igﬂf (2)] Eg&)ﬁgaI(% o) (T — 1) (T — x2) (Z — x3))|

Das Maximum der 4. Ableitung kann aus b) iibernommen werden, und die lokalen Extrema des Knoten-
polynoms w(s) = s (s — 1.5) (s — 4) (s — 7.5) sind gemi Hinweis

w(sp) = —12.690, w(s1) = 20.575, w(sg) = —83.506,

also maxzco,7.5) [w(Z)| = 83.506, da w(x;) = 0 fiir die Intervallrénder xo = 0 und x3 = 7.5.

Somit erhalten wir fiir den Fehler

1
%) — p3(z)| < — - 15 - 83.506 = 52.192
iér[})fl;§5]|f(x) p3(2)| < 57 - 15 - 83.506 = 52.192,

was natiirlich ein genauso unbrauchbarer Wert ist wie in b).

Aufgabe 4 (9 Punkte)
Gegeben sei das Anfangswertproblem

y'(t) = y2(t) —5t,  y(1)=2.

a) Berechnen Sie mit dem expliziten Euler—Verfahren zur Schrittweite h = 3 eine Niherung zu y(2).

b) Berechnen Sie mit dem impliziten Euler—Verfahren zur Schrittweite h = % eine Niherung zu y(2).

Hinweis: Die in jedem Zeitschritt zu losende quadratische Gleichung in yx11 besitzt jeweils zwei
reelle Losungen. Nehmen Sie jeweils diejenige Losung, die am néichsten zur vorhergehenden Appro-
ximation y liegt.

c¢) Geben Sie eine geometrische Veranschaulichung fiir das implizite Euler—Verfahren.
Losung:
1. Tteration des expliziten Euler—Verfahrens

Y41 = Yk +hf(tr, yx)
= e+ h((yx)? — 5tr)

liefert

<
S
I

| wlwe DO

Y1

<

N

\
ol



2. ITteration des impliziten Euler—Verfahrens lautet fiir obige Anfangswertaufgabe

Ukr1 = Uk +hf(ter1, Uki1)
Ui + h((Yr+1)® — Btpgr)

In jedem Zeitschritt ist somit die quadratische Gleichung in yj41

1

0= (yk+1)2 1 Yk+1 + Yk — D hipi1

zu losen. Aus dem Anfangswert erhilt man

Il
o

Yo

Zur Berechnung von y; 16st man zunéchst
3
0:(y1)2—2y1+(4—5-§)

und erhalt 5
(Y1)12 =1% 5\/5

und daraus 3
po=1+ 5[2 ~ 3.12132.

Im zweiten Zeitschritt 16st man

3
0=(y2)2—2y2+—8+§\/§

(y2)172 = 1£1/9—3V2.
Yo =1+1/9—3V2~3.18114.

3. Skizze zum impliziten Euler—Verfahren:

und erhalt

Damit ergibt sich

y(®

t fivs

Da die Steigung fiir den impliziten Eulerschritt f(t;11,y:+1) ist, liegt eine Beriihrung mit dem Schaubild
von y(t) vor. Dabei ist g(¢) die Losung der Differentialgleichung mit 7'(¢) = f(¢,7(¢)) zum Startwert

Yo = Yi+1-



