Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik RWTH — Aachen

Diplom — VP Numerik 05. September 2005
Aufgabe 1 (8 Punkte)

a) Gegeben sei die Funktion
f(z) == V22 —100.

Bestimmen Sie die relative Konditionszahl ,e (f) an der Stelle z = 10.2.

b) Esseinun Z := 10.1 als gestortes Eingangsdatum gegeben. Wie grof} ist einerseits der zu erwartende und
andererseits der tatsichliche relative Fehler ry gegeniiber dem exakten Wert f(10.2). Was beobachten
Sie und warum ist das moglich?

c¢) Bringen Sie die Funktion f(z) auf eine bei z & 10 numerisch stabilere Form.

d) Berechnen Sie in 3-stelliger Gleitpunktarithmetik die folgenden beiden Ausdriicke:
[(1000 +4) + 3] + 2
[(2+3) + 4] + 1000
Geben Sie jeweils den absoluten Fehler gegeniiber dem exakten Wert an. Welche Regel bzgl. einer
giinstigen Summationsreihenfolge konnen Sie hieraus ableiten?

fl(@) = ———
Va2 —100
zf'(x) 10.2 - (5.07469)
Krel(f)|z=102 = = ‘— = 25.752
N f(x) |ai00 2.009975
b) zu erwartender relativer Fehler:
10.1 — 10.2
rs < kvel(f)re = 25.752 | ————2| = 0.2525
10.2
tatsachlicher relativer Fehler:
10.1) — f(10.2 1.41774 — 2.
_ | f(10.1) — f(10 ):‘ 77 009975:0.2946

= 7(10.2) 2.009975

Der tatséchliche Fehler kann durchaus gréfier sein als der erwartete Fehler, weil die Abschitzung ry <
Krel(f)rz nur in erster Ndherung bzgl. r, gilt.

c¢) numerisch stabilere Form: f(z) = /(z — 10)(z + 10).

d) exakt: 1000+ 4 + 3 + 2 = 1009
3-stellige GPA, Variante 1:

1000 + 4 = 1004 =3 1000, 1000+ 3 = 1003 =3 1000, 1000+ 2 = 1002 =3 1000

absoluter Fehler: 1000 — 1009| = 9
3-stellige GPA, Variante 2:

24+3=35 5+4=39, 9+ 1000 = 1009 =5 1010,

absoluter Fehler: [1010 — 1009| = 1, also wesentlich genauer!

= Regel: Die betragsgrofiten Summanden zuletzt aufaddieren!
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Aufgabe 2 (12 Punkte)
Es sei
2 -3 5 32
A=1]-15 45 40 und b= | 25
0.7 0.1 -0.2 1.1

a) Fiihren Sie eine Zeilenskalierung von A durch. Geben Sie die entsprechende Diagonalmatrix D (mit
skalierter Matrix B := DA) explizit an.

b) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung von B mit Spaltenpivotisierung, d.h. PB = LR. Geben Sie die
Matrizen P, L und R explizit an.

c) Bestimmen Sie die Determinante von A.
d) Losen Sie das lineare Gleichungssystem Az = b unter Verwendung aller Matrizen (D, P, L, R).

e) Setzen Sie die verwendeten Verfahren (Zeilenskalierung, Pivotisierung) in Bezug zu den Begriffen “Kon-
dition” und “Stabilitit”.

a) Zeilendquilibrierung:

0.1 0 0 0.2 -0.3 0.5
D = 0 001 0], B:=DA=1] -0.15 045 04
0 0 1 0.7 0.1 —-0.2
b) LR-Zerlegung:
0.2 -0.3 0.5 Pivot(3,2,1) 0.7 0.1 -0.2 0.7 0.1 —-0.2
~0.15 045 04 = —0.15 045 04 BB T02143] 04714 0.3571
0.7 0.1 -0.2 02 -03 05 0.2857 | —0.3286 0.5571
0.7 0.1 —-0.2
2. Spalte: Pivotisierung trivial (entfillt also) 2%° ~—0.2143| 04714 0.3571
0.2857  —0.6970 | 0.8061
0 0 1 3
also: P=10 1 0]=1 2] (“in welcher Spalte steht jeweils die Eins?”, nie als Matrix speichern!),
100 1
1 0 0 0.7 0.1 —0.2
L= -0.2143 1 0], R=1| 0 04714 0.3571
0.2857 —0.6970 1 0 0 0.8061
1 det(R) det(R) : 0.7-0.4714 - 0.8061
det A) = det(D 1P 1LR — — -1 #Zeilenvert. - _ = —9266
¢) det(4) = det( )= TetD)detP) ~ det(d) 0.1-0.01-1
d) rechte Seite:
3.2 1.1 1.1 3
Db=] 025 ], PDb=|025 | =LRzx=Ly = y=|0487| =Rz = z=| -2
1.1 3.2 3.2242 4

e) Die Zeilenskalierung (Zeilendquilibrierung) dient der Konditionsverbesserung des Problems.
Die Spaltenpivotisierung (bei vorheriger Zeilenéquilibrierung) dient der Stabilisierung des Algorithmus.
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Aufgabe 3 (11 Punkte)
Gegeben sei die 2D-Fixpunktgleichung

2

G- (V%) - (i) = e
2

3
a) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banach fiir den Bereich E := [3,4] x [0, 1]
erfiillt sind. Verwenden Sie bei der Definition der Kontraktionskonstante die || - ||co-Norm.

b) Fiihren Sie ausgehend vom Startwert (zo,yo) := (3.99,0.5) zwei Fixpunktiterationen durch, d.h. be-
rechnen Sie (z2,y2).

c) Geben Sie eine a priori und eine a posteriori Fehlerabschiitzung fiir (x2,y2) an unter Verwendung der
|| - [Joo-Norm. Warum ist das Ergebnis gemifl der a—posteriori-Abschiitzung meist wesentlich genauer
als gemif der a—priori-Abschétzung?

a) i) E ist abgeschlossen und konvex.

ii) Selbstabbildung: Sowohl F; als auch F, hiingen nur von einer Variablen ab und sind beziiglich dieser in
E monoton. Extrema kénnen also nur auf den Ecken von E liegen:

1 63

Fi(z,0) =16 = 4, Fi(z,1) = 16— - = == = 3.9680
1 In(3-2) 1 1 In(2)

F. = = _ = = Fy(4 = — =0.731

5(3,y) 5+t —3 5 h(4,y) 5+ 3 0.73105

E := F(E) = [3.9686,4] x [0.5,0.73105] C E = F ist selbstabbildend auf E.
iii) Kontraktivitdt: Als Jacobi-Matrix ergibt sich

Y
0 [ A—
¥
Pay=| - WIS
0 0
3(z — 2)

Da die Betrége der beiden nichtverschwindenden Elemente, |F},| und |F}3,|, jeweils nur von einer Variablen
abhingen und beziiglich dieser in £ monoton wachsend bzw. monoton fallend sind, gilt

1 1

a,/16 -1 33-2)

d.h. F ist kontraktiv auf E. Somit sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.

e NE (2, 9)|loo = ||F'(3,1)]|00 = max( > = max(0.0630,0.3) =0.3<0.3334 =L < 1
.y

0.73105 1
Bemerkung: max ||F'(z,y)||ec = ||F'(3.9686,0.73105)||oc = max )
z,yeE 4./16 — 0-7341052 3(3.9686 — 2)

= max(0.04588,0.16932) = 0.16932

: o._ (To) ._ (399
Startwert: T = <y0> = ( 0.5 )

2

16 — —— 3.9922
1. Schritt: o= [ T) = 4 — :
an ! <y1 (3.9 — 2) 0.7294

Ly
2 3

b)

jen]
ot
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0.72942

: 16 — 3.9833
2. Schritt: 2. (T2) = 4 _ (3
o v <y2 1, In(3.9922 - 2) 0.72974

2 3

et — 2% = H <3.9922 - 3.99) H _ H (0.00218) H _ 09204

0.7294 - 0.5 0.2294

> a1y _ || 39922 - 3.9833 _ || £ 0.0088394 B
o™ = lloe = H <0.72938 - 0.72974) HOO - H (0.00036479) HOO = 00088394

Mit L := 0.3334 ergibt sich:

L? 33342
a priori: |27 — 2%l < T L||.7:1 — 200 = % 0.22938 = 3.8249 - 102,
3334
a posteriori: ||z? — 2%l < T L||.7:2 — 2 oo = % 0.0088394 = 4.4210 - 10 3.

Bemerkung: Mit L := 0.1694 ergibt sich entsprechend:

‘ 0.16942
a-priori: ||z? — 2%[| < T 0160 \22938 = 7.9248 - 1072,
. 1694
a posteriori: |27 — 2% < % 0.0088394 = 1.8028 - 102,

Der Fehler ||22 — 2*||oc gemifl der a—posteriori-Abschiitzung ist meist kleiner als a—priori erwartet, weil in
die a—posteriori-Abschitzung héhere Tterierte (hier x?) eingehen, die die Kontraktionsbedingung bereits
entsprechend oft iibererfiillen konnten (wegen ||F'(z)|| < L).

Oder genauer:

el e I [t O ot vl IR el P
N 0 1 P I 7 ] P R

Eposteriori L

weil die Kontraktions-(Lipschitz-)bedingung
[l —al|| =||F(a’) = F(a? DI < Llla” =2’ M|, j=12,...,

gilt, die bei jedem Iterationsschritt nicht nur erfillt, sondern (wegen ||F'(z)|| < L) meist iibererfiillt wird.
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Aufgabe 4 (11 Punkte)
Die Funktion y(t) := ¢~ cos(ft) soll im Sinne minimaler Fehlerquadrate an folgende Messwerte angepasst
werden:

t;| 06 075 1 13
yi | =25 0.02 099 -02

a) Stellen Sie das zugehérige nichtlineare Ausgleichsproblem explizit auf in Abh#ngigkeit von « und S
durch Einsetzen aller Messwerte.

b) Stellen Sie das lineare Ausgleichsproblem, das im k-ten Iterationsschritt des Gaufi-Newton-Verfahrens
zu l6sen ist, explizit auf in Abhéingigkeit von oy, und S durch Einsetzen aller Messwerte.
Hinweis: Vorsicht beim Differenzieren! Es gilt %t*“ = —t"%Int.

c) Fiir die Startwerte ag = 2, By = 27 ergibt sich im ersten Iterationsschritt des Gaufl-Newton-Verfahrens
das linearisierte Ausgleichsproblem

—1.148 098 0.253
0 1.333 <Aa0> —0.02 ~ min
0 0 ABg 0.01

0.048 —0.732 0.017

2

Losen Sie dieses mittels Givens-Rotationen und bestimmen Sie «q := ag + Aag und B1 := By + ABy.

d) Bestimmen Sie nach diesem Iterationsschritt sowohl das Residuum des linearisierten als auch des
nichtlinearen Ausgleichsproblems.

a) Die i-te Zeile des Residuums lautet
Fi=y(t)) —yi = t; “ cos(Bt;) — yi.
Somit ergibt das folgende nichtlineare Ausgleichsproblem:

0.6 %*cos(8-0.6) + 2.5
(Bl = ||| 075" cos(8-0.75) — 0.02
17%cos(B-1) — 0.99
1.37*cos(f - 1.3) + 0.2 )

— min

b) Wir definieren z := ( % ), wodurch die i-te Zeile der Ableitung (m x n Jakobi-Matrix) F’ lautet:

( —t;In(t;) cos(Bt;) —ti “sin(Bt;) ).

Setzen wir nun die iterierten Werte oy, ) sowie die gegebenen Messwerte (¢;,y;) in die Zeilen (i = 1,2, 3,4)
ein, so erhalten wir fiir das Gaufl-Newton-Verfahren das lineare Ausgleichsproblem

—0.67% In(0.6) cos(By - 0.6)  —0.6'~* sin(B; - 0.6)
, B —0.75"% 1In(0.75) cos(By - 0.75)  —0.751 2% sin (B - 0.75) Aa
I(# (mk)Amk + F(Tk)||2 a —17% In(1) cos(B k 1) —11— sin(ﬁz 1) <AB: )
~1.3 %% In(1.3) cos(B - 1.3)  —1.3'®sin(fy - 1.3)

2.5 4+ 0.6~ cos(fy - 0.6)

—0.02 4 0.75~ % cos(fBy - 0.75)
—0.99 + 1~ cos(fy - 1)
0.2 + 1.37 2 cos(fy, - 1.3) )

+ — min

c) Mit den Startwerten ¥ := (%g ) = ( 22ﬂ_ ) ergibt sich im ersten Gauf-Newton-Schritt das lineare
Ausgleichsproblem

~1.148  0.98 0.253
0 1.333 Aag) [ —0.02 |}
0 0 ABo 0.01 i

0.048 —0.732 0.017
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Die Givens-Rotationen sind anzuwenden auf

—1.148 098 | —0.253
0 1.333 0.02
0 0 —0.01

0.048 —0.732 | —-0.017

(| - F] =

Eliminiere Element (4,1):

a:=—-1.148 b:=0.048, r :=va? + b2 = 1.149, ¢ := a/r = —0.9991, s := b/r = 0.04178

1.149 —-1.010 | 0.2521
0 1.333 0.02
0 0 —0.01
0 0.6904 | 0.02755

=

Eliminiere Element (4, 2):

a=1.333,b=06904, r := a® + b°> = 1.501, ¢ := a/r = 0.8880, s := b/r = 0.4599

1.149 —-1.01| 0.2521
0 1.501 | 0.03043
0 0 —0.01
0 0 0.01527

=

Aus den ersten beiden Zeilen ergibt sich durch Riickwirtseinsetzen die Losung
A« 0.2372 24 0.2372 2.237 «a
0._ o) _ 1.0 0_ _ _ ([
Ar = <Aﬂo> - <0.02027> o AT = <27r+0.02027> - <6.3035> - <61>
Somit erhilt man nach der ersten Gau-Newton-Iteration die Niherung y(t) ~ ¢t 2237 c0s(6.3035 - t).

d) Das Residuum der linearen Niherung ist die 2-Norm der letzten m —n = 4 — 2 = 2 Zeilen der transfor-
mierten rechten Seite:

= 0.01825.

2

e o I/ —0.01
resiin = ||[F'(27)Az” + F(z7)|| = H <o.01527

Das Residuum des nichtlinearen Ausgleichsproblems erhilt man durch Einsetzen von z! in die nichtlineare
Funktion F"

0.75- 2237 c0s(6.3035 - 0.75) — 0.02 0.008937
172237 ¢0s(6.3035 - 1) — 0.99 0.009794
1.372237 ¢0s(6.3035 - 1.3) + 0.2 0.01431

= 0.02409

0.6~2237 ¢03(6.3035 - 0.6) + 2.5 —0.01414
reSexact = ||F (2] = =
2

2
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Aufgabe 5 (8 Punkte)
a) Gegeben sei die Wertetabelle

z |0 1 2 3
yi |0 0.12946 0.87652 1.39501

Bestimmen Sie an der Stelle z = 1.5 den Wert p3(1.5) des Interpolationspolynoms dritten Grades,
indem Sie das folgende Neville-Aitken-Schema komplettieren:

g = 0 0
p
rp=1|0.12946 — 0.19419
p pY
xy =2 | 0.87652 — — 0.42579
hY hY N\
r3 =3 | 13901 — 061728 — 0.53156 —

Geben Sie eine moglichst scharfe Fehlerabschitzung fiir p3(1.5) unter der Annahme, dass die Werte
zu der Funktion y(z) := [ sin(wt?/8)dt gehoren, und dass CU((]5) := 1.8359 die einzige Nullstelle von
y®)(z) im Intervall (0, 3) ist.

Hinweis: Es gilt y*) (z) = —’17—; [3:5 sin(rz?/8) + ﬂ,Tﬁ cos(mz?/8)|.

b) Gegeben seien nun die Bedingungen ¢5(0) = 0, ¢5(0) = 1, ¢g3(1) = 1, ¢5(1) = 0. Stellen Sie das
Interpolationspolynom g3(z) unter Verwendung des Newton-Schemas auf.

¢) Warum ist es nicht sinnvoll, den Polynomgrad bei der Interpolation sehr groff zu wéhlen?

a) Neville-Aitken Tableau:

g — 0 0
p
rp=1|0.12946 — 0.19419
p e
o =2 | 0.87652 — 0.50299 — 0.42579
p p pN
r3 =3 | 139501 — 0.61728 — 0.53156 — 0.47868

Es ist also y(1.5) = p3(1.5) = 0.47868.
2 3
yW(z) = _71r_6 3z sin(nz®/8) + % cos(mz? /8)
Randwerte und gegebene Extremstelle von y*) einsetzen: ) (0) = 0,
—4.0277. Da y® stetig differenzierbar ist, gilt somit max,eo,3) 1y (2)
Fehlerabschitzung

y™M(3) = 14.2096, y*)(1.8359) =
| = 14.2096, und man erhélt die

= 0.3330

1 9 14.2096
5) —y(1.5)] < (15— 0)(1.5 — 1)(1.5 — 2)(1.5 — 3)| — @ (z)| = =
p3(1.5) = y(1.5)] < [(1.5 = 0)(1.5 = 1)(1.5 = 2)(1.5 = 3)| o max v (@)= 15—

b) Um die ersten n Ableitungen an einer Stiitzstelle z; erfassen zu kénnen, wird z; (n + 1)-mal im Newton-
«0»

Tableau aufgenommen. Die sich in der k-ten Spalte ergebenden Terme “ 57 werden ersetzt durch die vorge-

) (g,
gebenen Werte f,c—E“

00
!
(U
1! 11
S -0y “1-0_
1-0 01 1-0
11 |
() Ho
> 1 =0
1|1
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Das Interpolationspolynom pg(z) lautet somit

pa(z) =0+ 1(z — 0) +0(z — 0)(z — 0) — 1(z — 0)(z — 0)(z — 1) =z + 2> — 2°.

¢) Mit zunehmendem Polynomgrad kénnen bei dquidistanten Stiitzstellen die Oszillationen des Knoten-
polynoms insbesondere am Rand des Interpolationsintervalls iiber alle Maflen wachsen.
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Aufgabe 6 (10 Punkte)
Gegeben sei das Anfangswertproblem

y'(t) —2ty'(t) +y(t) =0,  y(0)=1, y'(0)=0.

a) Formulieren Sie das dquivalente System erster Ordnung.

b) Bestimmen Sie eine Ndherung fiir y''(1/2), indem Sie zwei Schritte mit dem expliziten Eulerverfahren
machen.

¢) Bestimmen Sie eine Niherung fiir y''(1/2), indem Sie einen Schritt mit der (impliziten) Trapezregel
machen. Losen Sie das sich dabei ergebende lineare Gleichungssystem mit einer Gauf3-Elimination.

d) Welche Problemklasse ergibt sich, wenn man ein implizites Verfahren verwendet, um ein nichtlineares
System von Anfangswertproblemen zu l6sen? Welches in der Vorlesung besprochene Verfahren wiirden
Sie hierbei verwenden?

a) Umformen in System erster Ordnung:

n=y, Y=y =y v\ _ Y2 _. () _ (1Y _. o
2ty’ —y =2ty —y1 = y” = yé At (yé - 2ty — yl o f(t7y)7 yQ(O) —\0/) y

b) Euler explizit: 2 Schritte, h =1/4,t9 =0, t; = 1/4, to = 1/2:

y' =y’ + hf(to,y°) = <(1)> ‘*‘% <2.0.001> - <1%>

. 1 1 _1 15 0.9375
2 = 1 h 1, 1y _ = 1 =
y =y +hfltny) <_%>+4<2.%(_%)_1> <_§_;> (-0.5312)

Einsetzen in Differentialgleichung: 3" (¢) = 2ty'(t) — y(¢)
1 17 15 47
"1/2) =2 = y'(1/2) —y(1/2) = =~ — 2= L 14
V2 =22y (12 y2) Do I s

c) Trapezregel (implizit):

y”1:=yf+ﬁ[f(t<yf)+f(t-+1yf“)]=yf+ﬁ< i 4>+ﬁ( v 4+1>
2 o 2\2tiy3 -yl /) 2 \ 2ty —wy

1 —h > ; . h y]
PN 2 yy+1 =yl + = < 2 .
<% 1-— htj+1 2 Qtjy% - y{

ein Schritt: j = 0: t; =t =0, tj41 =t = 3

1 _h h 0
2 1_,0 I Y
(g 1ht1>y Y +2<2toy3—y?>

o

1 Gaugs 1

W[ =
—
|

_1
=  System: 4

e = (H) = (e < (0)

Einsetzen in Differentialgleichung: y" (¢) = 2ty'(¢t) — y(¢)

S

1
1

SIS

11 19

= y'(1/2)=2-=-y'(1/2) —y(1/2) = —% — 3= = 14615

1
2
d) Wendet man ein implizites Verfahren auf ein nichtlineares Anfangswertproblem (hgherer Ordnung bzw.
mehrdimensional) an, ergibt sich ein nichtlineares Gleichungssystem. Dieses kann mit dem Newton-Verfahren
geltst werden.



