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henDiplom { VP Numerik 05. September 2005Aufgabe 1 (8 Punkte)a) Gegeben sei die Funktion f(x) :=px2 � 100 :Bestimmen Sie die relative Konditionszahl �rel(f) an der Stelle x = 10:2.b) Es sei nun ~x := 10:1 als gest�ortes Eingangsdatum gegeben. Wie gro� ist einerseits der zu erwartende undandererseits der tats�a
hli
he relative Fehler rf gegen�uber dem exakten Wert f(10:2). Was beoba
htenSie und warum ist das m�ogli
h?
) Bringen Sie die Funktion f(x) auf eine bei x � 10 numeris
h stabilere Form.d) Bere
hnen Sie in 3-stelliger Gleitpunktarithmetik die folgenden beiden Ausdr�u
ke:[(1000 + 4) + 3℄ + 2[(2 + 3) + 4℄ + 1000Geben Sie jeweils den absoluten Fehler gegen�uber dem exakten Wert an. Wel
he Regel bzgl. einerg�unstigen Summationsreihenfolge k�onnen Sie hieraus ableiten?a) f 0(x) = xpx2 � 100�rel(f)jx=10:2 = ����xf 0(x)f(x) ����x=10:2 = ����10:2 � (5:07469)2:009975 ���� = 25:752b) zu erwartender relativer Fehler:rf � �rel(f)rx = 25:752 ����10:1� 10:210:2 ���� = 0:2525tats�a
hli
her relativer Fehler:rf = ����f(10:1)� f(10:2)f(10:2) ���� = ����1:41774� 2:0099752:009975 ���� = 0:2946Der tats�a
hli
he Fehler kann dur
haus gr�o�er sein als der erwartete Fehler, weil die Abs
h�atzung rf ��rel(f)rx nur in erster N�aherung bzgl. rx gilt.
) numeris
h stabilere Form: f(x) =p(x� 10)(x+ 10).d) exakt: 1000 + 4 + 3 + 2 = 10093-stellige GPA, Variante 1:1000 + 4 = 1004 =3 1000; 1000+ 3 = 1003 =3 1000; 1000+ 2 = 1002 =3 1000absoluter Fehler: j1000� 1009j = 93-stellige GPA, Variante 2: 2 + 3 =3 5; 5 + 4 =3 9; 9 + 1000 = 1009 =3 1010;absoluter Fehler: j1010� 1009j = 1, also wesentli
h genauer!) Regel: Die betragsgr�o�ten Summanden zuletzt aufaddieren!
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henAufgabe 2 (12 Punkte)Es sei A = 0� 2 �3 5�15 45 400:7 0:1 �0:21A und b = 0� 32251:11A :a) F�uhren Sie eine Zeilenskalierung von A dur
h. Geben Sie die entspre
hende Diagonalmatrix D (mitskalierter Matrix B := DA) explizit an.b) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung von B mit Spaltenpivotisierung, d. h. PB = LR. Geben Sie dieMatrizen P , L und R explizit an.
) Bestimmen Sie die Determinante von A.d) L�osen Sie das lineare Glei
hungssystem Ax = b unter Verwendung aller Matrizen (D, P , L, R).e) Setzen Sie die verwendeten Verfahren (Zeilenskalierung, Pivotisierung) in Bezug zu den Begri�en \Kon-dition" und \Stabilit�at".a) Zeilen�aquilibrierung:D = 0� 0:1 0 00 0:01 00 0 11A ; B := DA = 0� 0:2 �0:3 0:5�0:15 0:45 0:40:7 0:1 �0:21Ab) LR-Zerlegung:0:2 �0:3 0:5�0:15 0:45 0:40:7 0:1 �0:2 Pivot(3;2;1)=) 0:7 0:1 �0:2�0:15 0:45 0:40:2 �0:3 0:5 Gauss=) 0:7 0:1 �0:2�0:2143 0:4714 0:35710:2857 �0:3286 0:55712. Spalte: Pivotisierung trivial (entf�allt also) Gauss=) 0:7 0:1 �0:2�0:2143 0:4714 0:35710:2857 �0:6970 0:8061also: P = 0� 0 0 10 1 01 0 01A b=0� 3211A (\in wel
her Spalte steht jeweils die Eins?", nie als Matrix spei
hern!);L = 0� 1 0 0�0:2143 1 00:2857 �0:6970 11A ; R = 0� 0:7 0:1 �0:20 0:4714 0:35710 0 0:80611A
) det(A) = det(D�1P�1LR) = det(R)det(D)det(P ) = det(R)det(D) (�1)#Zeilenvert: = �0:7 � 0:4714 � 0:80610:1 � 0:01 � 1 = �266d) re
hte Seite:Db = 0� 3:20:251:1 1A ; PDb = 0� 1:10:253:2 1A = LRx = Ly ) y = 0� 1:10:48573:22421A = Rx ) x = 0� 3�24 1Ae) Die Zeilenskalierung (Zeilen�aquilibrierung) dient der Konditionsverbesserung des Problems.Die Spaltenpivotisierung (bei vorheriger Zeilen�aquilibrierung) dient der Stabilisierung des Algorithmus.
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henAufgabe 3 (11 Punkte)Gegeben sei die 2D-Fixpunktglei
hung�xy � = 0B� r16� y2412 + ln(x� 2)3 1CA =: �F1(x; y)F2(x; y)� =: F (x; y)a) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Bana
h f�ur den Berei
h E := [3; 4℄� [0; 1℄erf�ullt sind. Verwenden Sie bei der De�nition der Kontraktionskonstante die k � k1-Norm.b) F�uhren Sie ausgehend vom Startwert (x0; y0) := (3:99; 0:5) zwei Fixpunktiterationen dur
h, d. h. be-re
hnen Sie (x2; y2).
) Geben Sie eine a{priori und eine a{posteriori{Fehlerabs
h�atzung f�ur (x2; y2) an unter Verwendung derk � k1-Norm. Warum ist das Ergebnis gem�a� der a{posteriori{Abs
h�atzung meist wesentli
h genauerals gem�a� der a{priori{Abs
h�atzung?a) i) E ist abges
hlossen und konvex.ii) Selbstabbildung: Sowohl F1 als au
h F2 h�angen nur von einer Variablen ab und sind bez�ugli
h dieser inE monoton. Extrema k�onnen also nur auf den E
ken von E liegen:F1(x; 0) = p16 = 4; F1(x; 1) =r16� 14 = p632 = 3:9686F2(3; y) = 12 + ln(3� 2)3 = 12 ; F2(4; y) = 12 + ln(2)3 = 0:73105eE := F (E) = [3:9686; 4℄� [0:5; 0:73105℄� E ) F ist selbstabbildend auf E.iii) Kontraktivit�at: Als Ja
obi-Matrix ergibt si
hF 0(x; y) = 0BB� 0 �y4q16� y2413(x� 2) 0 1CCADa die Betr�age der beiden ni
htvers
hwindenden Elemente, jF 012j und jF 021j, jeweils nur von einer Variablenabh�angen und bez�ugli
h dieser in E monoton wa
hsend bzw. monoton fallend sind, giltmaxx;y2E jjF 0(x; y)jj1 = jjF 0(3; 1)jj1 = max 14q16� 14 ; 13(3� 2)! = max(0:0630; 0:3) = 0:3 � 0:3334 =: L < 1d. h. F ist kontraktiv auf E. Somit sind die Voraussetzungen des Bana
hs
hen Fixpunktsatzes erf�ullt.Bemerkung: maxx;y2eE jjF 0(x; y)jj1 = jjF 0(3:9686; 0:73105)jj1 = max 0:731054q16� 0:7310524 ; 13(3:9686� 2)!= max(0:04588; 0:16932) = 0:16932b) Startwert: x0 := �x0y0 � := � 3:990:5 �1. S
hritt: x1 := �x1y1 � = 0B� r16� 0:52412 + ln(3:99� 2)3 1CA = � 3:99220:7294�
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hen2. S
hritt: x2 := �x2y2 � = 0B� r16� 0:72942412 + ln(3:9922� 2)3 1CA = � 3:98330:72974�
) kx1 � x0k1 = 



� 3:9922� 3:990:7294� 0:5 �



1 = 



� 0:002180:2294 �



1 = 0:2294kx2 � x1k1 = 



� 3:9922� 3:98330:72938� 0:72974�



1 = 



� 0:00883940:00036479�



1 = 0:0088394Mit L := 0:3334 ergibt si
h:a{priori: kx2 � x�k1 � L21� Lkx1 � x0k1 = 0:333421� 0:3334 0:22938 = 3:8249 � 10�2;a{posteriori: kx2 � x�k1 � L1� Lkx2 � x1k1 = 0:33341� 0:3334 0:0088394 = 4:4210 � 10�3:Bemerkung: Mit L := 0:1694 ergibt si
h entspre
hend:a{priori: kx2 � x�k1 � 0:169421� 0:1694 0:22938 = 7:9248 � 10�3;a{posteriori: kx2 � x�k1 � 0:16941� 0:1694 0:0088394 = 1:8028 � 10�3:Der Fehler kx2 � x�k1 gem�a� der a{posteriori-Abs
h�atzung ist meist kleiner als a{priori erwartet, weil indie a{posteriori-Abs
h�atzung h�ohere Iterierte (hier x2) eingehen, die die Kontraktionsbedingung bereitsentspre
hend oft �ubererf�ullen konnten (wegen jjF 0(x)jj � L).Oder genauer:"posteriori"priori := L1�Lkxk � xk�1kLk1�Lkx1 � x0k = kxk � xk�1kLk�1kx1 � x0k = kxk � xk�1kLkxk�1 � xk�2k � � � kx2 � x1kLkx1 � x0k � 1;weil die Kontraktions-(Lips
hitz-)bedingungjjxj+1 � xj jj = jjF (xj)� F (xj�1)jj � Ljjxj � xj�1jj; j = 1; 2; : : : ;gilt, die bei jedem Iterationss
hritt ni
ht nur erf�ullt, sondern (wegen jjF 0(x)jj � L) meist �ubererf�ullt wird.
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henAufgabe 4 (11 Punkte)Die Funktion y(t) := t�� 
os(�t) soll im Sinne minimaler Fehlerquadrate an folgende Messwerte angepasstwerden: ti 0:6 0:75 1 1:3yi �2:5 0:02 0:99 �0:2 :a) Stellen Sie das zugeh�orige ni
htlineare Ausglei
hsproblem explizit auf in Abh�angigkeit von � und �dur
h Einsetzen aller Messwerte.b) Stellen Sie das lineare Ausglei
hsproblem, das im k-ten Iterationss
hritt des Gau�-Newton-Verfahrenszu l�osen ist, explizit auf in Abh�angigkeit von �k und �k dur
h Einsetzen aller Messwerte.Hinweis: Vorsi
ht beim Di�erenzieren! Es gilt dd� t�� = �t�� ln t.
) F�ur die Startwerte �0 = 2, �0 = 2� ergibt si
h im ersten Iterationss
hritt des Gau�-Newton-Verfahrensdas linearisierte Ausglei
hsproblem







0BB� �1:148 0:980 1:3330 00:048 �0:732 1CCA���0��0 �+0B� 0:253�0:020:010:017 1CA







2 ! minL�osen Sie dieses mittels Givens-Rotationen und bestimmen Sie �1 := �0 +��0 und �1 := �0 +��0.d) Bestimmen Sie na
h diesem Iterationss
hritt sowohl das Residuum des linearisierten als au
h desni
htlinearen Ausglei
hsproblems.a) Die i-te Zeile des Residuums lautetFi := y(ti)� yi = t��i 
os(�ti)� yi:Somit ergibt das folgende ni
htlineare Ausglei
hsproblem:kFk2 = 






0B� 0:6�� 
os(� � 0:6) + 2:50:75�� 
os(� � 0:75)� 0:021�� 
os(� � 1)� 0:991:3�� 
os(� � 1:3) + 0:2 1CA






2 ! minb) Wir de�nieren x := � �� �, wodur
h die i-te Zeile der Ableitung (m� n Jakobi-Matrix) F 0 lautet:� �t��i ln(ti) 
os(�ti) � t1��i sin(�ti) � :Setzen wir nun die iterierten Werte �k, �k sowie die gegebenen Messwerte (ti; yi) in die Zeilen (i = 1; 2; 3; 4)ein, so erhalten wir f�ur das Gau�-Newton-Verfahren das lineare Ausglei
hsproblemk(F 0(xk)�xk + F (xk)k2 = 







0BB� �0:6��k ln(0:6) 
os(�k � 0:6) �0:61��k sin(�k � 0:6)�0:75��k ln(0:75) 
os(�k � 0:75) �0:751��k sin(�k � 0:75)�1��k ln(1) 
os(�k � 1) �11��k sin(�k � 1)�1:3��k ln(1:3) 
os(�k � 1:3) �1:31��k sin(�k � 1:3) 1CCA���k��k �+0B� 2:5 + 0:6��k 
os(�k � 0:6)�0:02+ 0:75��k 
os(�k � 0:75)�0:99+ 1��k 
os(�k � 1)0:2 + 1:3��k 
os(�k � 1:3) 1CA






2 ! min
) Mit den Startwerten x0 := � �0�0 � := � 22� � ergibt si
h im ersten Gau�-Newton-S
hritt das lineareAusglei
hsproblem 







0BB� �1:148 0:980 1:3330 00:048 �0:732 1CCA���0��0 �+0B� 0:253�0:020:010:017 1CA







2 ! min
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henDie Givens-Rotationen sind anzuwenden auf[F 0j � F ℄ = 0BB� �1:148 0:98 �0:2530 1:333 0:020 0 �0:010:048 �0:732 �0:017 1CCAEliminiere Element (4; 1):a := �1:148, b := 0:048, r := pa2 + b2 = 1:149, 
 := a=r = �0:9991, s := b=r = 0:04178) 1:149 �1:010 0:25210 1:333 0:020 0 �0:010 0:6904 0:02755Eliminiere Element (4; 2):a = 1:333, b = 0:6904, r := pa2 + b2 = 1:501, 
 := a=r = 0:8880, s := b=r = 0:4599) 1:149 �1:01 0:25210 1:501 0:030430 0 �0:010 0 0:01527Aus den ersten beiden Zeilen ergibt si
h dur
h R�u
kw�artseinsetzen die L�osung�x0 := ���0��0 � = � 0:23720:02027�) x1 := x0 +�x0 = � 2 + 0:23722� + 0:02027� = � 2:2376:3035� = ��1�1 �Somit erh�alt man na
h der ersten Gau�-Newton-Iteration die N�aherung y(t) � t�2:237 
os(6:3035 � t).d) Das Residuum der linearen N�aherung ist die 2-Norm der letzten m� n = 4� 2 = 2 Zeilen der transfor-mierten re
hten Seite: reslin = kF 0(x0)�x0 + F (x0)k = 



� �0:010:01527�



2 = 0:01825:Das Residuum des ni
htlinearen Ausglei
hsproblems erh�alt man dur
h Einsetzen von x1 in die ni
htlineareFunktion F :resexa
t = kF (x1)k = 






0B� 0:6�2:237 
os(6:3035 � 0:6) + 2:50:75�2:237 
os(6:3035 � 0:75)� 0:021�2:237 
os(6:3035 � 1)� 0:991:3�2:237 
os(6:3035 � 1:3) + 0:2 1CA






2 = 






0B��0:014140:0089370:0097940:01431 1CA






2 = 0:02409
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henAufgabe 5 (8 Punkte)a) Gegeben sei die Wertetabelle xi 0 1 2 3yi 0 0.12946 0.87652 1.39501Bestimmen Sie an der Stelle x = 1:5 den Wert p3(1:5) des Interpolationspolynoms dritten Grades,indem Sie das folgende Neville-Aitken-S
hema komplettieren:x0 = 0 0 &x1 = 1 0.12946 ! 0.19419& &x2 = 2 0.87652 ! ! 0.42579& & &x3 = 3 1.39501 ! 0.61728 ! 0.53156 !Geben Sie eine m�ogli
hst s
harfe Fehlerabs
h�atzung f�ur p3(1:5) unter der Annahme, dass die Wertezu der Funktion y(x) := R x0 sin(�t2=8)dt geh�oren, und dass x(5)0 := 1:8359 die einzige Nullstelle vony(5)(x) im Intervall (0; 3) ist.Hinweis: Es gilt y(4)(x) = ��216 h3x sin(�x2=8) + �x34 
os(�x2=8)i.b) Gegeben seien nun die Bedingungen q3(0) = 0, q03(0) = 1, q3(1) = 1, q03(1) = 0. Stellen Sie dasInterpolationspolynom q3(x) unter Verwendung des Newton-S
hemas auf.
) Warum ist es ni
ht sinnvoll, den Polynomgrad bei der Interpolation sehr gro� zu w�ahlen?a) Neville{Aitken Tableau:x0 = 0 0 &x1 = 1 0.12946 ! 0.19419& &x2 = 2 0.87652 ! 0.50299 ! 0.42579& & &x3 = 3 1.39501 ! 0.61728 ! 0.53156 ! 0.47868Es ist also y(1:5) � p3(1:5) = 0:47868.y(4)(x) = ��216 �3x sin(�x2=8) + �x34 
os(�x2=8)�Randwerte und gegebene Extremstelle von y(4) einsetzen: y(4)(0) = 0, y(4)(3) = 14:2096, y(4)(1:8359) =�4:0277. Da y(4) stetig di�erenzierbar ist, gilt somit maxx2[0;3℄ jy(4)(x)j = 14:2096, und man erh�alt dieFehlerabs
h�atzung��p3(1:5)� y(1:5)�� � ��(1:5� 0)(1:5� 1)(1:5� 2)(1:5� 3)�� 124 maxx2[0;3℄ jy(4)(x)j = 916 14:209624 = 0:3330b) Um die ersten n Ableitungen an einer St�utzstelle xi erfassen zu k�onnen, wird xi (n+1)-mal im Newton-Tableau aufgenommen. Die si
h in der k-ten Spalte ergebenden Terme \ 00 " werden ersetzt dur
h die vorge-gebenen Werte f (k)(xi)k! :0 0 > f 0(0)1! = 10 0 > 1� 11� 0 = 0> 1� 01� 0 = 1 > �1� 01� 0 = �11 1 > 0� 11� 0 = �1> f 0(1)1! = 01 1
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henDas Interpolationspolynom p3(x) lautet somitp3(x) = 0 + 1(x� 0) + 0(x� 0)(x� 0)� 1(x� 0)(x� 0)(x� 1) = x+ x2 � x3:
) Mit zunehmendem Polynomgrad k�onnen bei �aquidistanten St�utzstellen die Oszillationen des Knoten-polynoms insbesondere am Rand des Interpolationsintervalls �uber alle Ma�en wa
hsen.
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henAufgabe 6 (10 Punkte)Gegeben sei das Anfangswertproblemy00(t)� 2ty0(t) + y(t) = 0; y(0) = 1; y0(0) = 0:a) Formulieren Sie das �aquivalente System erster Ordnung.b) Bestimmen Sie eine N�aherung f�ur y00(1=2), indem Sie zwei S
hritte mit dem expliziten Eulerverfahrenma
hen.
) Bestimmen Sie eine N�aherung f�ur y00(1=2), indem Sie einen S
hritt mit der (impliziten) Trapezregelma
hen. L�osen Sie das si
h dabei ergebende lineare Glei
hungssystem mit einer Gau�-Elimination.d) Wel
he Problemklasse ergibt si
h, wenn man ein implizites Verfahren verwendet, um ein ni
htlinearesSystem von Anfangswertproblemen zu l�osen? Wel
hes in der Vorlesung bespro
hene Verfahren w�urdenSie hierbei verwenden?a) Umformen in System erster Ordnung:y1 := y; y2 := y0 = y012ty0 � y = 2ty2 � y1 = y00 = y02 , � y01y02� = � y22ty2 � y1� =: f(t; y); � y1(0)y2(0)� = � 10� =: y0b) Euler explizit: 2 S
hritte, h = 1=4, t0 = 0, t1 = 1=4, t2 = 1=2:y1 := y0 + hf(t0; y0) = � 10�+ 14 � 02 � 0 � 0� 1� = � 1� 14 �y2 := y1 + hf(t1; y1) = � 1� 14 �+ 14 � � 142 � 14 (� 14 )� 1� = � 1516� 1732 � = � 0:9375�0:5312�Einsetzen in Di�erentialglei
hung: y00(t) = 2ty0(t)� y(t)y00(1=2) = 2 � 12 � y0(1=2)� y(1=2) = �1732 � 1516 = �4732 = �1:4688
) Trapezregel (implizit):yj+1 := yj + h2 �f(tj ; yj) + f(tj+1; yj+1)� = yj + h2 � yj22tjyj2 � yj1�+ h2 � yj+122tj+1yj+12 � yj+11 �, � 1 �h2h2 1� htj+1 � yj+1 = yj + h2 � yj22tjyj2 � yj1�ein S
hritt: j = 0: tj = t0 = 0, tj+1 = t1 = 12 :� 1 �h2h2 1� ht1� y1 = y0 + h2 � y022t0y02 � y01 �, � 1 � 1414 1� 12 � 12 � y1 = � 10�+ 14 � 02 � 0 � 0� 1�) System: 1 � 14 114 34 � 14 Gauss=) 1 � 14 10 1316 � 12 ) y1 = � 1113�813 � = � 0:84615�0:61538� � � y(1=2)y0(1=2)�Einsetzen in Di�erentialglei
hung: y00(t) = 2ty0(t)� y(t)) y00(1=2) = 2 � 12 � y0(1=2)� y(1=2) = � 813 � 1113 = �1913 = �1:4615d) Wendet man ein implizites Verfahren auf ein ni
htlineares Anfangswertproblem (h�oherer Ordnung bzw.mehrdimensional) an, ergibt si
h ein ni
htlineares Glei
hungssystem. Dieses kann mit dem Newton-Verfahrengel�ost werden.


