
Institut f�ur Geometrie und Praktishe Mathematik RWTH { AahenDiplom { VP Numerik 27. M�arz 2006Aufgabe 1 (11 Punkte)Es sei A = 0� 0 2 �13 0 01 �3 4 1A und b = 0��8925 1A :a) Bestimmen Sie in 3-stelliger Gleitpunktarithmetik die LR-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung(ohne Zeilen�aquilibrierung), d. h. PA = LR. Geben Sie die Matrizen L und R explizit an.b) L�osen Sie in 3-stelliger Gleitpunktarithmetik das lineare Gleihungssystem Ax = b unter Verwendungder LR-Zerlegung aus Teil a) (sonst 0 Punkte!).) F�ur den relativen Fehler der Matrix A gelte nun rA � 5 � 10�4. Wie gro� darf der relative Fehler rbder rehten Seite b h�ohstens werden, damit f�ur den relativen Fehler der L�osung rx � 10�2 gilt? Wiegro� darf rA h�ohstens sein, damit die Fehlerformel verwendet werden darf?Hinweis: Verwenden Sie hierbei stets die k � k1-Norm. Es gilt kA�1k1 = 1:133.a) LR-Zerlegung in 3-stelliger GPA:0 2 �13 0 01 �3 4 Pivot(2;1;3)=) 3 0 00 2 �11 �3 4 Gauss=) 3 0 00 2 �10:333 �3 4Pivot(2;3;1)=) 3 0 00:333 �3 40 2 �1 Gauss=) 3 0 00:333 �3 40 �0:667 1:67also: L = 0� 1 0 00:333 1 00 �0:667 11A ; R = 0� 3 0 00 �3 40 0 1:671A ;P = 0� 0 1 00 0 11 0 01A b=0� 2311A (\in welher Spalte steht jeweils die Eins?", nie als Matrix speihern!);b) Anwendung von P auf die rehte Seite, Vorw�artseinsetzen, R�ukw�artseinsetzen in 3-stelliger GPA:Pb = 0� 925�81A = LRx = Ly ) y = 0� 922:06:7 1A = Rx ) x = 0� 3�2:004:01 1A) Die Zeilensummennorm ist kAk1 = 8, so dass sih f�ur die Kondition ergibt� := kAk1 � kA�1k1 = 8 � 1:133 = 9:064F�ur rA� < 1 gilt die Fehlerformel rx � � rA + rb1� rA� !� 10�2;d. h. f�ur den relativen Fehler der rehten Seite muss gelten, rb !� 10�2 1� rA�� � rA = 10�2 1� 5 � 10�4 � 9:0649:064 � 5 � 10�4 = 5:98 � 10�4:Die verwendete Fehlerformel ist g�ultig f�urrA� < 1 , rA < 1� = 19:064 = 0:1103:



Institut f�ur Geometrie und Praktishe Mathematik RWTH { AahenAufgabe 2 (9 Punkte)a) Es sei A = 0� 2 �1 0�1 2 �0 � �1A :Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LDLT . Geben Sie die Matrizen L und D explizit an.(Berehnung �uber LR-Zerlegung gibt 0 Punkte!)b) F�ur welhe Werte von � und � ist A positiv de�nit?) Bestimmen Sie die Determinante von A.d) Es sei nun L = 0� 1 0 0� 23 1 00 � 65 11A ; D = 0� 3 0 00 53 00 0 35 1A ; b = 0� 1111A :L�osen Sie das lineare Gleihungssystem LDLTx = b.a) Cholesky-Zerlegung: d11 = a11 = 2; l21 = a21d11 = �12 ; l31 = a31d11 = 0d22 = a22 � l221d11 = 2���12�2 � 2 = 32 ; l32 = a32 � l31d11l21d22 = � � 032 = 2�3d33 = �33 � l231d11 � l232d22 = �� 0��2�3 �2 � 32 = �� 23 �2also: L = 0� 1 0 0� 12 1 00 23 � 11A ; D = 0� 2 0 00 32 00 0 �� 23�21A :b) A ist positiv de�nit, wenn alle Diagonalelemente von D positiv sind, d. h. wenn � > 23 �2 gilt.) detA = det(LDLT ) = det(D) = 2 � 32 � ��� 23 �2� = 3�� 2�2d) L (Vorw�artseinsetzen): b = LDLTx = Lz ) z = 0� 15331AD (Diagonale): Dy = z ) y = 0� 13151ALT (R�ukw�artseinsetzen): LTx = y ) x = 0� 5751A



Institut f�ur Geometrie und Praktishe Mathematik RWTH { AahenAufgabe 3 (12 Punkte)Gegeben sei die 2D-Fixpunktgleihung�xy � = 0B� 2:25r1� y216(x+ 1)27 + 1:51CA =: � F1(y)F2(x)� =: F (x; y)a) Skizzieren Sie die Kurven x = F1(y) und y = F2(x) und markieren Sie alle Shnittpunkte der beidenKurven.b) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banah f�ur F (x; y) in E := [1; 2℄� [2; 3℄erf�ullt sind. (Reduktion auf eine einzige Gleihung durh gegenseitiges Einsetzen gibt 0 Punkte!)) Wie viele Iterationsshritte sind ausgehend vom Startwert (x0; y0) := (1:5; 2:5) h�ohstens erforderlih,um den Fixpunkt in der k � k1-Norm bis auf einen Fehler von " := 10�3 anzun�ahern?d) Geben Sie eine a-posteriori-Fehlerabsh�atzung f�ur (x2; y2) in der k � k1-Norm an.a) Die erste Gleihung beshreibt die rehte H�alfte einer Ellipse in Normallage, die zweite eine Parabel:
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b)i) E ist abgeshlossen und konvex.ii) Selbstabbildung: Sowohl F1 als auh F2 h�angen nur von einer Variablen ab und sind bez�uglih dieser inE monoton. Extrema k�onnen also nur auf den Eken von E liegen:F1(2) = 2:25r1� 416 = 1:9486; F1(3) = 2:25r1� 916 = 1:4882F2(1) = (1 + 1)27 + 1:5 = 2:0714; F2(2) = (2 + 1)27 + 1:5 = 2:7857eE := F (E) = [1:4882; 1:9486℄� [2:0714; 2:7857℄� E ) F ist selbstabbildend auf E.iii) Kontraktivit�at: Als Jaobi-Matrix ergibt sihF 0(x; y) = 0BB� 0 2:25 � 2y162q1� y2162 x+ 17 0 1CCA = 0BB� 0 �2:25 y16q1� y2162 x+ 17 0 1CCADa die Betr�age der beiden nihtvershwindenden Elemente, jF 012j und jF 021j, jeweils nur von einer Variablenabh�angen und bez�uglih dieser in E monoton wahsend sind, gilt (sowohl in k � k1- als auh k � k1-Norm)maxx;y2E jjF 0(x; y)jj1 = jjF 0(2; 3)jj1 = max 2:25 � 316q1� 3216 ; 2 2 + 17 ! = max�0:6378; 67� = 67 � 0:8572 =: L < 1



Institut f�ur Geometrie und Praktishe Mathematik RWTH { Aahend. h. F ist kontraktiv auf E. Somit sind die Voraussetzungen des Banahshen Fixpunktsatzes erf�ullt.Bemerkung: maxx;y2eE jjF 0(x; y)jj1 = jjF 0(1:9486; 2:7857)jj1 = max 2:25 � 2:785716q1� 2:7857216 ; 2 1:9486+ 17 != max(0:5459; 0:8425) = 0:8425) Startwert: x0 := �x0y0 � := � 1:52:5�1. Shritt: x1 := �x1y1 � = 0B� 2:25r1� 2:5216(1:5 + 1)27 + 1:51CA = � 1:75642:3929�kx1 � x0k1 = � 1:7564� 1:52:3929� 2:5�1 = � 0:2564�0:1071� k1 = 0:2564A-priori-Absh�atzung: n � ln "(1�L)kx1�x0klnL = ln 10�3(1�0:8572)0:2564ln 0:8572 = 48:63:Es sind also h�ohstens n = 49 Shritte erforderlih, um eine Genauigkeit von " := 10�3 zu erreihen.d) 2. Shritt: x2 := �x2y2 � = 0B� 2:25r1� 2:3929216(1:7564+ 1)27 + 1:51CA = � 1:80302:5854�kx2 � x1k1 = � 1:8030� 1:75642:5854� 2:3929�1 = � 0:04660:1925� k1 = 0:1925A-posteriori-Absh�atzung:kx2 � x�k1 � L1� Lkx2 � x1k1 = 0:85721� 0:8572 0:1925 = 1:1555



Institut f�ur Geometrie und Praktishe Mathematik RWTH { AahenAufgabe 4 (10 Punkte)Die Ebene E sei de�niert durh den Punkt x0 2 IR3 und die beiden Rihtungsvektoren u; v 2 IR3,E := �x 2 IR3 : x = x0 + �u+ �v; �; � 2 IR	:Gesuht ist derjenige Punkt x 2 E, welher in der k � k2-Norm den k�urzesten Abstand zu dem au�erhalb derEbene liegenden Punkt y 2 IR3 hat.a) Formulieren Sie diese Aufgabe als lineares Ausgleihsproblem.b) L�osen Sie das lineare Ausgleihsproblem f�ur den speziellen Fall0� 1 �20 �3�2 3 1A��� ��0� 1�12 1A2 ! min�;�2IRmittels Givens-Rotationen.Bestimmen Sie den Abstand zwishen x und y in der k � k2-Norm.) Unter welhen Bedingungen wird die Kondition (gemessen in der k�k2-Norm) eines linearen Ausgleihs-problems besonders shleht?a) Das lineare Ausgleihsproblem (Dimension (m� n) = (3� 2)) lautetkx� yk2 = k�u+ �v + x0 � yk2 = 0�u1 v1u2 v2u3 v31A��� ��0� y1 � x01y2 � x02y3 � x031A2 ! min�;�2IR :b) Die Givens-Rotationen sind anzuwenden auf0� 1 �20 �3�2 3 1A��� ��0� 1�12 1A2 ! min�;�2IREliminiere Element (3; 1):a := 1, b := �2, r := pa2 + b2 = 2:236,  := a=r = 0:4472, s := b=r = �0:8944) 2:236 �3:578 �1:34160 �3 �10 �0:4472 1:789Eliminiere Element (3; 2):a = �3, b = �0:4472, r := pa2 + b2 = 3:033,  := a=r = �0:9891, s := b=r = �0:1474) 2:236 �3:578 �1:34160 3:033 0:72530 0 �1:917Aus den ersten n = 2 Zeilen ergibt sih durh R�ukw�artseinsetzen die L�osung��� � = ��0:21740:2391 �Der Abstand kx � yk2 ist das Residuum des linearen Ausgleihsproblems, d. h. die k � k2-Norm der letztenm� n = 3� 2 = 1 Zeilen der rehten Seite nah der QR-Transformation:kx� yk2 = 1:917:) Die Kondition des linearen Ausgleihsproblems ist gegeben durh �2(A)os(�) . Sie w�ahst also mit zunehmen-der Kondition �2 der Matrix A, sowie f�ur os(�) ! 0, d. h. b?Bild(A) (Erzeugnis, aufgespannt von denSpaltenvektoren der Matrix A).



Institut f�ur Geometrie und Praktishe Mathematik RWTH { AahenAufgabe 5 (9 Punkte)Gegeben sei die Wertetabelle xi 1 1.5 2 2.5 3yi 0 0.4055 0.6931 0.9163 1.0986a) Berehnen Sie die vier fehlenden dividierten Di�erenzen im folgenden Newton-Shema:x0 = 1 0 &x1 = 1:5 0.4055 ! [x0;x1℄y& &x2 = 2 0.6931 ! 0.5754 ! -0.2356& & &x3 = 2:5 0.9163 ! 0.4463 ! [x1;x2;x3℄y ! 0.0710& & & &x4 = 3 1.0986 ! [x3;x4℄y ! -0.0816 ! 0.0316 ! [x0;x1;x2;x3;x4℄yb) Stellen Sie das Interpolationspolynom p4(x) vom Grad 4 in Newton- oder Horner-artiger Form auf.) Geben Sie eine Absh�atzung f�ur den maximalen Fehler jp4(x)� y(x)j im Intervall [1; 3℄ an unter derAnnahme, dass die Tabellenwerte zu der Funktion y(x) = R x0 ln(t)dt geh�oren.Hinweis: F�ur das Knotenpolynom ist keine Extremwertbetrahtung gefordert, sondern eine einfaheAbsh�atzung ausreihend.d) Wie klein muss allgemein der �aquidistante Abstand h zwishen den n+1 St�utzstellen x0 : : : xn gew�ahltwerden, damit unter den Annahmen jy(n+1)(x)j � M und Qnj=0 jx � xj j � n!hn+1 f�ur den Fehler desInterpolationspolynoms pn(x) vom Grade n gilt: jpn(x) � y(x)j < " ?a) Newton-Shema:x0 = 1 0 &x1 = 1:5 0.4055 ! 0.8110& &x2 = 2 0.6931 ! 0.5754 ! -0.2356& & &x3 = 2:5 0.9163 ! 0.4463 ! -0.1291 ! 0.0710& & & &x4 = 3 1.0986 ! 0.3646 ! -0.0816 ! 0.0316 ! -0.0197b) Interpolationspolynom in Horner-artiger Form:p4(x) = 0 + (x� 1)�0:8110+ (x� 1:5)��0:2356+ (x� 2)�0:0710+ (x� 2:5) � (�0:0197)��	:) Knotenpolynom: einfahste, aber sehr grobe Absh�atzung f�ur x 2 [1; 3℄:jx� 1j � jx� 1:5j � jx� 2j � jx� 2:5j � jx� 3j � 2 � 1:5 � 1 � 1:5 � 2 = 9 (sharf w�are 0.1135)�Bemerkung: Bessere Absh�atzung: Im shlimmstm�oglihen Fall liegt x zwishen einem der beiden�au�ersten St�utzstellenpaare, z. B. x 2 [x0; x1℄. Mit h := x1 � x0 gilt (Symmetrie!) stets jx� x0j � jx� x1j �jx0+x12 � x0j � jx0+x12 � x1j = h24 , so dass man hier mit h = 0:5 erh�altjx�1j�jx�1:5j�jx�2j�jx�2:5j�jx�3j � 0:524 �1�1:5�2 = 316 = 0:1875 (fast so gut wie der sharfe Wert 0.1135)�Ableitungen: y0(x) = ln(x); y00(x) = 1x; y000(x) = � 1x2 ; y(4)(x) = 2x3 ; y(5)(x) = � 6x4Maximum: max�2[1;3℄ jy(5)(�)j = ���� 61 ��� = 6Fehlerformel:maxx2[1;3℄ jp4(x)�y(x)j � maxx2[1;3℄ jx�1j � jx�1:5j � jx�2j � jx�2:5j � jx�3j 15! max�2[1;3℄ jy(5)(�)j � 9 � 1120 �6 = 920 = 0:45�bzw. � 316 � 1120 � 6 = 3320 = 9:375 � 10�3 im Falle der etwas besseren Absh�atzung des Knotenpolynoms �



Institut f�ur Geometrie und Praktishe Mathematik RWTH { Aahend) Fehlerformel: jpn(x) � y(x)j = jy(n+1)(�)j(n+ 1)! nYj=0 jx� xj j � M(n+ 1)! n!hn+1 = Mn+ 1 hn+1 !� ", h !� �" n+ 1M � 1n+1



Institut f�ur Geometrie und Praktishe Mathematik RWTH { AahenAufgabe 6 (9 Punkte)Das Integral I := Z ��� sin(x)x dxsoll mit der summierten Trapezregel und anshlie�ender Romberg-Extrapolation zur Shrittweitenfolge hi :=2� � 2�i, i = 0; 1; : : : ;m = 3 approximiert werden.a) Bestimmen Sie die drei eingerahmten Werte T10, T31, T33 in dem folgenden Extrapolationsshema:T (h0) = T00 = 0 &T (h1) = T10 = ! T11& &T (h2) = T20 = 3:57080 ! T21 ! 3.68220& & &T (h3) = T30 = 3:67102 ! T31 = ! 3.70379 ! T33 =Hinweis: Es gilt limx!0 sin(x)x = 1.b) Geben Sie eine Absh�atzung f�ur den Fehler jT (h3)� I j an.Hinweis: Mit f(x) := sin(x)x gilt maxx2[��;�℄ jf (2)(x)j = 13 .) Sh�atzen Sie den Fehler jT32 � I j.d) Warum spielt Ausl�oshung beim Romberg-Algorithmus keine Rolle?e) Wie h�angt der Fehler jTmm � I j von m ab?Ist es bei endliher relativer Mashinengenauigkeit eps sinnvoll, m beliebig gro� zu w�ahlen (Be-gr�undung!)?a) Mit h1 = 2�2 = � erh�alt man mit der summierten TrapezregelT10 = ��12 � sin(��)�� + 1 + 12 � sin(�)� � = � = 3:14159:Vollst�andiges Extrapolationsshema:T (h0) = T00 = 0 &T (h1) = T10 = 3.14159 ! 4.18879& &T (h2) = T20 = 3:57080 ! 3.71386 ! 3.68220& & &T (h3) = T30 = 3:67102 ! 3.70442 ! 3.70379 ! 3.70414b) F�ur die summierte Trapezregel mit n = b�ah Teilintervallen gilt die FehlerformeljT (h)� I j � n h312 maxx2[a;b℄ jf (2)(x)j = h2 b� a12 maxx2[a;b℄ jf (2)(x)j:Mit b� a = 2� und h3 = �4 gilt daher mit maxx2[��;�℄ jf (2)(x)j = 13jT (h3)� I j � �216 2�12 13 = �3288 = 0:1077:) Es gilt jT32�I j = jT32�T33+T33�I j � jT32�T33j+jT33�I j � jT32�T33j = j3:70414�3:70379j= 3:43�10�4,wegen jT33 � I j � jT32 � T33j.d) Da bei dem Romberg-Algorithmus Tij := 4jTi;j�1�Ti�1;j�14j�1 keine etwa gleih gro�en Werte voneinandersubtrahiert werden, spielt Ausl�oshung keine Rolle.e) Es gilt jTij � I j � h2(j+1)i = �h02�i�2(j+1), d. h. jTmm � I j � �h02�m�2(m+1).Aufgrund der unvermeidlihen Rundungsfehler ist es bei endliher relativer Mashinengenauigkeit eps nihtsinnvoll, m beliebig gro� zu w�ahlen.


