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Diplom — VP Numerik 26. Marz 2007

Multiple-Choice-Test (20 Punkte)

Bei jeder MC-Aufgabe ist mindestens eine Aussage korrekt. Wird dennoch bei einer MC-Aufgabe keine
einzige Aussage angekreuzt, gilt diese Aufgabe als nicht bearbeitet und wird mit 0 Punkten bewertet.
Ansonsten gibt es fiir jede falsche Antwort —0.5 Punkte, und fiir jede korrekte Antwort 0.5 Punkte,
so dass man pro MC-Aufgabe —2 bis 2 Punkte erreichen kann. Da aus dem MC-Test als Ganzes keine nega-
tiven Punkte entstehen diirfen, kann man bei 10 MC-Aufgaben insgesamt zwischen 0 und 20 Punkten
erreichen.

Um Fliichtigkeitsfehlern vorzubeugen, sind durchgéngig nur korrekte Aussagen anzukreuzen.

MC 1 Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.
(O Die Subtraktion zweier nahezu gleich grofier Zahlen ist gut konditioniert.
& Die Subtraktion zweier betragsméifig stark unterschiedlicher Zahlen ist gut konditioniert.
(O Die Division zweier nahezu gleich grofiler Zahlen ist schlecht konditioniert.
(O Die Exponentialfunktion e ist gut konditioniert fir alle x € R.

MC 2 Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.
® In dreistelliger Gleitpunktarithmetik mit Standardrundung erhilt man als Ergebnis von 1 + 51073
den Wert 1.01.
O In vierstelliger Gleitpunktarithmetik mit Standardrundung erhilt man als Ergebnis von 1 4 10~* den
Wert 1.0001.
) Unter Verwendung der Standardrundung sind relative Rundungsfehler stets kleiner als die relative
Maschinengenauigkeit.

(O Die relative Maschinengenauigkeit ist der Quotient aus der betragskleinsten und der betragsgréfiten
Maschinenzahl.

MC 3. Mit z,2 € R und der zweimal differenzierbaren Funktion f : R — R seien r, := |5”_ ‘ und

rw)
e
) #

rpi= |%‘ die relativen Fehler der Ein- und Ausgabe, und es gelten die Definitionen k¢ (z |
sowie Krel oo () = ’%’ -supgeg | f'(€)]- Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an, wobei x # O f(z
SOwie Krel o0 () < 00 vorausgesetzt sei.

O rp < krel(z) - 75 gilt stets fiir alle x € R.

Q@ 7§ < krel(z) - 74 gilt nur in erster Néherung beziiglich Z — .

Q) 7§ < Krel,oo(T) - 74 gilt stets fiir alle z € R.

O 7§ < Erel,oo(T) - 75 gilt nicht unbedingt fir alle 2 € R.

MC 4. Mit b,b,z,7 € R” und A, A € R"*" sowie Az = b und A% = b seien ry := “"lbll‘ju, Ty = 2=zl 1nq

- Ml
Ty = “‘?‘:"“4” die relativen Fehler der rechten Seite, der Losung und der Matrix, und es gelten die Definitionen

ka = ||A]|l-|A~Y|| sowie h := ||A — A||-||A~"|. Hierbei sei || - || eine Vektornorm auf R” bzw. die zugehérige
Matrix-Norm auf R™*™ und es sei ||b||, det(A) # 0 vorausgesetzt. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.
O Es gilt stets r, < ra™E7e,
Q o < ka™aHE gilt stets, wenn h < 1 gilt.
O ||z — | S ||A|| Lo ||lb— b]| gilt stets, wenn h = 0 gilt.
Q ||& —z| <|JAY - ||b — b]| gilt stets, wenn h = 0 gilt.

MC 5. Ein lineares Gleichungssystem soll mit dem Gauf-Algorithmus gelést werden. Der Algorithmus kann
mittels Zeilendquilibrierung bzw. Pivotisierung erweitert werden. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.
(O Durch Zeilenéquilibrierung verringert sich der Rechenaufwand des Gauf3-Algorithmus.

) Bei exakter Rechnung ist der GauB-Algorithmus mit Pivotisierung fiir eindeutig lésbare lineare Glei-
chungssysteme stets durchfiihrbar.

Q) Die Zeilenéiquilibrierung ist in der || - ||oo-Norm die optimale Diagonalskalierung.
(O Pivotisierung verbessert die Kondition des Gauf-Algorithmus.
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MC 6. Mit mit m > n und A € R™*" x € R, b € R™ soll das lineare Ausgleichsproblem || Az — b||2 —
mingcr gelost werden. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.
(O Die Normalgleichungen tragen ihren Namen, weil das damit berechnete Residuum senkrecht auf b steht.

(O Wegen rp(ATA) = ky(A)? sind die Normalgleichungen fiir die numerische Losung grofier Gleichungs-
systeme besonders geeignet.

O Im Gegensatz zu Givens-Rotationen lésst sich mit Householder-Spiegelungen das Residuum [|Az — b||2
nicht direkt aus dem transformierten System ablesen, sondern man muss erst Az —b explizit ausrechnen.

& Bei der Verwendung einer Q) R-Transformation (Givens/Householder) muss die Matrix @) nicht explizit
aufgestellt werden, um die Losung x zu erhalten.

MC 7. Das skalare bzw. vektorwertige Nullstellenproblem f(z) = 0 soll iterativ gelost werden. Hierbei sei
|lzx — *|| die Norm des Fehlers in Iterationsschritt k. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

O Die Konvergenzordnung p > 1 bedeutet, dass sich ||z, — z*|| von Iteration zu Iteration asymptotisch
jeweils um den Faktor p verringert.

& Die Konvergenzordnung p > 1 bedeutet, dass sich die Anzahl korrekter Stellen (d.h. der Logarithmus
von ||z — x*||) von Iteration zu Iteration asymptotisch jeweils um den Faktor p vergrossert.

X Beim Bisektionsverfahren fiir skalare Nullstellenprobleme liegt im Gegensatz zum Fixpunktverfahren
die gesuchte Nullstelle stets zwischen dem neuen Iterationswert x; und dem alten Iterationswert xj_1.

Q) Die stindige Wiederverwendung einer zuvor durchgefiihrten L R-Zerlegung der Jacobi-Matrix beschleu-
nigt das modifizierte Newton-Verfahren.

MC 8. Eine skalare Funktion f(z) soll mittels Interpolation an verschiedenen Stiitzstellen im Intervall I C R
durch ein Polynom p(z) approximiert werden. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

& Mit dem bekannten Wert y berechnet das Neville-Aitken-Verfahren den Wert p(y), ohne das Polynom
p(z) allgemein fiir beliebige x aufzustellen.

(O Setzt man den bekannten Wert y in das Newtonpolynom p(z) ein, erhélt man nicht den Wert p(y),
den das entsprechende Neville-Aitken-Schema liefert.

& Die Newton-Interpolation liefert dasselbe Interpolationspolynom wie die Lagrange-Interpolation.

(O Fiir jede ausreichend oft stetig differenzierbare Funktion f(z) kann man den Fehler max. ¢y | f(z)—p(z)|
beliebig klein machen, indem man einfach die Anzahl der dquidistanten Interpolationspunkte in I grof3
genug macht.

MC 9. Das Integral I := ff f(z) dz soll numerisch approximiert werden. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen
an.

& Newton-Cotes-Formeln basieren auf der Integration des Interpolationspolynoms zu dquidistanten Stiitz-
stellen.

& Die Simpsonregel (3 Stiitzstellen) ist exakt, falls f(x) ein quadratisches Polynom ist.

X Bei GauB-Quadraturformeln sind die Stiitzstellen im allgemeinen nicht dquidistant.

(O Unabhingig von f(z) ist eine GauB-Quadraturformel stets genauer als eine Newton-Cotes-Formel mit
derselben Stiitzstellenanzahl.

MC 10. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

Q) Das Newton-Verfahren (Nullstellensuche) lisst sich als Fixpunktiteration formulieren.
(O Das Levenberg-Marquardt-Verfahren lisst sich nicht als Fixpunktiteration formulieren.

(O Beim Gauf-Newton-Verfahren hat das linearisierte Ausgleichsproblem in jedem Iterationsschritt stets
eine eindeutige Losung.

& Beim Levenberg-Marquardt-Verfahren hat das linearisierte Ausgleichsproblem in jedem Iterations-
schritt stets eine eindeutige Losung.
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Aufgabe 1 (11 Punkte)

a) Es sei

3 -3 0 9
-3 5 4 -9
0 4 17—a® 0
9 =9 0 31

Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LDLT. Geben Sie die Matrizen L und D explizit an.
(Berechnung iiber LR-Zerlegung gibt 0 Punkte!)

b) Fiir welche Werte von « ist A positiv definit?
¢) Fiir welche Werte von « ist AT A positiv definit?
d) Bestimmen Sie die Determinante von A fiir a = 2.
e) Es sei nun
1 0 0 O 2 0 00 —2
-3 1 0 0 01 00 12
L_0510’D_0030’b_36
2 -2 -1 1 0 0 0 2 —24
Losen Sie das lineare Gleichungssystem LDLT 2z = b.
(Berechnung iiber LR-Zerlegung gibt 0 Punkte!)
a) Cholesky-Zerlegung;:
ag;  —3 a1 0 asy; 9
11 = a11 ) 21 di 3 31 dit 3 41 i 3
—l31d11l 4-0-3-(—1
dyy = azs — Bydiy =5 — (—=1)% -3 =2, lgp = azg — laiduilar _ (-1) _o
_ Qg2 — lardiilo _—9-3-3- (-1) _
lag = = =0

d33=&33—l§1d11—lggdggz17—0(2—02'3—22'2:9—042,

lya = = 0
43 d33 9—0[2
d44 = a44 — lildn — li2d22 — li3d33 =31-— 32 -3 — 02 -2 — 02 . (9 — a2) = 4,
1 0 0 0 3 0 0 0
-1 1 0 0 0 2 0 0
also: L=14 9 1 o0 P00 9-a 0
3 0 0 1 0 0 0 4

b) A ist positiv definit, wenn alle Diagonalelemente von D positiv sind, d.h. wenn o? < 9 gilt, d.h. wenn
la| < 3 gilt.

c) AT A ist positiv definit, wenn 0 < 27 AT Az = ||Ax||3 fiir alle x # 0 gilt, d.h. wenn A = LDL7 regulir
ist, d. h. (weil L stets reguldr) wenn D regulir ist, d. h. wenn o? # 9, d. h. wenn |a| # 3 gilt.

d) detA = det(LDLT) =det(D) =3-2-(9—a?)-4=24-(9—22) = 120.

e) L (Vorwirtseinsetzen):

—2 1 0 0 0 —2

2| s =3 1 0 o B 12— (=3)-(=2) =6 B
36 | “O=EPLir=La=| o 5 4 |2 T 7 36-0-(—2)—5-6=6 -
—24 2 -2 -1 1 —24 -2 (=2) = (=2)-6—(~1)-6
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2 0 00 -2 -1

. 01 00 6 6

D (Diagonale): 003 0lY= Dy=z= 6 = U= 4

00 0 2 -2 -1

LT (Riickwirtseinsetzen):

1 -3 0 2 -1 C1—2-(=1)=0-1—(=3)-(=1) = —2 —2
o1 5 2| + | B 6—(-2)-(-1)—5-1=—1 !
0 0 1 |~ Lrmu=l,] = @= 2 (~1)-(~1) =1 |1
0 0 0 1 -1 -1 -1
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Aufgabe 2 (10 Punkte)

a) Gegeben sei das lineare Ausgleichsproblem

-1 1

2 ¢ + —2 — min
0 b 2 a,beR
1 2

= O O Ww

-1

Losen Sie dieses mittels Givens-Rotationen. Bestimmen Sie anschlieBend die || -||2-Norm des Residuums.

t
b) Unabhéngig von Teil a) soll nun die Funktion y(¢) := Aln <) im Sinne minimaler Fehlerquadrate an
T

die Messwerte aus folgender Tabelle angepasst werden:

2 3 5

0 1 2

i) Formulieren Sie diese Aufgabe als nichtlineares Ausgleichsproblem in Abhiingigkeit der Para-
meter A und 7 durch explizites Einsetzen aller Messwerte aus der Tabelle.

ii) Stellen Sie das lineare Ausgleichsproblem, das sich im k-ten Iterationsschritt des Gauf-Newton-
Verfahrens ergeben wiirde, explizit auf in Abhéingigkeit der Iterierten A; und 73 durch Einsetzen
aller Messwerte aus der Tabelle.

iii) Transformieren Sie das urspriingliche nichtlineare Ausgleichsproblem in ein #quivalentes lineares
Ausgleichsproblem, und geben Sie dieses explizit an durch Einsetzen aller Messwerte aus der
Tabelle. Geben Sie auch den Zusammenhang zwischen den alten Parametern (A, 7) und den
neuen Parametern (A, 7) explizit an.

4
Hinweis: Es gilt ln(> = In(t) — In(7).
T

a) Die Givens-Rotationen sind anzuwenden auf

3 —-1| -1

. o 2|2
[F|_F]_ 0 0 )
4 1 1

Eliminiere Element (4, 1):

a:=3,b:=4,r:=va®>+b>=5c:=a/r=06,s:=b/r=0.8

5 02]02
0 2| 2
0 0 |-2
0 14|14

Eliminiere Element (4, 2):
a=2,b=14,r:=+a?>+b%>=2441, c:=a/r = 0.8192, s := b/r = 0.5735

5 0.2 0.2
0 2441|2441
0 0 -2
0 0 0

Aus den ersten beiden Zeilen ergibt sich durch Riickwiértseinsetzen die Losung

) "\ zman )7
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Das Residuum ist die || - ||2-Norm der letzten m —n =4 — 2 = 2 Zeilen der transformierten rechten Seite:

-l

=2
2

b)
i) Die i-te Zeile des Residuums lautet

t,
F,:=y(t;) —y; = Aln<l> — Y.
T

Somit ergibt sich das folgende nichtlineare Ausgleichsproblem:

Aln($) +1
2) _
= [ A =01
Aln(%) -1 A,T€R
Aln(2) 2] |,

ii) Wir definieren z := ( 174 ), wodurch die i-te Zeile der Ableitung (m x n Jakobi-Matrix) F’ lautet:

(o(5) 4)

Setzen wir nun die iterierten Werte Ay, 71, sowie die gegebenen Messwerte (t;,y;) in die Zeilen (i = 1,2, 3,4)
ein, so erhalten wir fiir das Gaufl-Newton-Verfahren das lineare Ausgleichsproblem

n(7) —7% Apin(L) +1
W(2) —A | (a4 | Acn(2) -0
Fl (2" VAzF + F(2* _ n\—- - k k =) - .
|(F' (") Az™ + F(z®)||2 ln(%:) éfzc (Am + Akln(é) 1 HAA,?AH;;«ER
ln(%) ‘;‘: Akln(%) -2/,
iii) Mit den Definitionen }
A=A 7:= Aln(7)

erhélt man

y(t:) = Aln(g) = \&In(ti) — Aln(7) = In(t;)A—1-7.
—i ~

Somit ist das urspriingliche Ausgleichsproblem dquivalent zu dem transformierten linearen Ausgleichsproblem

In(1) -1 -1

In(2) -1 (A)_ 0 o in
In(3) -1 T 1 A, 7eR
In(5) —1 2 /1,
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Aufgabe 3 (9 Punkte)
Gegeben sei die 2D-Fixpunktgleichung
a2
- 4 — —: F(r.y)
z 1 z+y
Y - + —cos (7r ) Fy(x,y)
3 0w 4
a) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banach fiir den Bereich F := [0, 1] x [0, 1]
erfiillt sind. Verwenden Sie die || - ||so-Norm.

b) Fiihren Sie ausgehend vom Startwert (zo,y0) := (0.2,0.3) zwei Fixpunktiterationen durch, d.h. be-
rechnen Sie (z2,ys2).

c¢) Geben Sie eine a-priori- und eine a-posteriori-Fehlerabschétzung fiir (z2,y2) an unter Verwendung der
I - l|loo-Norm.

d) Wie viele Tterationsschritte sind ausgehend vom Startwert (xg, yo) := (0.2,0.3) hochstens erforderlich,
um den Fixpunkt in der || - [|s-Norm bis auf einen Fehler von ¢ := 10~% anzunihern?

a)
i) E ist abgeschlossen und konvex.
ii) Selbstabbildung: Wegen (z,y) € [0,1] gilt 0 < (z —y)* <1 und 0 < cos(7 %) < 1 und damit

vy, (@-y)?®
LA A VAN
4+ 8 -
1
0< Fy(x,y) = g + ;COS(’/T

OSFl(x7y) =

Insgesamt gilt also F(E) C E := [0,0.375] x [0,0.66] C E = F ist selbstabbildend auf E C E.
iii) Kontraktivitéit: Da E konvex ist, diirfen wir die Ableitung benutzen. Als Jacobi-Matrix ergibt sich

T —y 1 x—y

F(ry) = 4 i
1—1 in( x—i—y) —} in( x—i—y)
3 1My ATy

Wegen (z,y) € E = [0,1]? gilt |27%| < 1 sowie | — 23| < 1 und sin(r Zf¥) > 0, so dass wir durch
elementweise Betragsabschiitzung (zuléssig in der || - ||1- und || - ||co-Norm, nicht jedoch in der || - ||2-Norm)
erhalten:
1 1
1 9 1 1 1 1 3 7 3
Pl || 1 2 || —ma e 1Y Ca® Ty 28 Lo
1P les || 4 2| =max{i+g g+ g} =ma{3, 5} =2 7
3 4/ lleo

d. h. F ist kontraktiv auf E. Somit sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.
Bemerkung: In E = [0,0.375] x [0,0.66] gilt |2Y| < 286 = 0.165 sowie |3 — Y| < 14086 = 0.415 und

— sin(m 2H¥)| <  sin(r 3751060) = 0.1816, und man erhéls max, & |[F' (2, )]l < max{0.165 +

0.415, + + 0.1816} = max{0.58, 0.5149} = 0.58 =: L < 1, d.h. durch die kluge Wahl von E statt E erhél

man eine erheblich bessere Kontraktionskonstante.

b)
) o (o) . _ (0.2
Startwert: T = <y0> = (0.3>

0.3 , 012
03 0.07625 —0.12375
1. Schritt: zl = ) 0.2 14 * 802 o3y | = ) zt — 20 =
Y1 92 4 1 cos(r 2:240:3) 0.36075 0.06075
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0.36075 | (0.07625—0.36075)2 0.1003 0.02406
2. Schritt: z? = 2 = o 8 = ) 22—zl = )
Y2 040';625 4 %COS (7T 0.076251—0.36075) 0.3252 —0.03559
c) Es gilt ||#! — 2°]|oc = 0.1238 und somit gemif} a-priori-Abschiitzung
L (1)? 9

1 —_ 0 — . — - . —=
! = Ol = - 0.1238 = 7 - 0.1238 = 0.2756.

2% = 2"l <

Es gilt |22 — 2!||oc = 0.03559 und somit gem#f a-posteriori-Abschiitzung

3
4 .0.03559 = 3-0.03559 = 0.1068.

l2? = 2"l < 2% = 2 [l =

1-3

1-L )

Bemerkung: Mit L folgt a-priori [|#2 — 2*||se < 0.09916 und a-posteriori [|22 — 2*||o < 0.04915.
d) Es gilt gemif a-priori-Abschétzung

In £@d=1) 1 1073/4
lat=2°T _ M 51338 _
n > n L = s = 21.57.
1

Es sind also hochstens n = 22 Schritte erforderlich, um eine Genauigkeit von € := 1073 zu erreichen.

Bemerkung: Mit L folgt m > 10.44, d. h. in Wahrheit reichen sogar schon n = 11 Schritte.
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Aufgabe 4

(10 Punkte)
Gegeben sei das Anfangswertproblem

y'(t) =ty () + 4y (t) =0,  y(1)

a) Formulieren Sie das fquivalente System erster Ordnung.

b) Bestimmen Sie eine N&herung fiir y”/(5/4), indem Sie einen Schritt mit dem verbesserten Eulerverfahren
durchfiihren.

¢) Bestimmen Sie eine Niherung fiir y”(9/8), indem Sie einen Schritt mit der (impliziten) Trapezmethode
durchfiihren. Losen Sie das sich dabei ergebende lineare Gleichungssystem mit einer Gauf-Elimination.

a) Umformen in System erster Ordnung;:

1=y, Y=y =y - v\ _ Y2
ty — APy = ty, — Aty =y =y}

o

h
klzzf(to,yo)Z(1.2_3.12.1>:<22)
S y0+hf<t0+g7y0+gk1) = (;) +if(9/8, (;) L2
4o -
9] T 1 %.5_4.(9).5

J/(5/4) = 23 8035

S o T o 7sdr.
16~ 102 ST

| ot
QQ\
—~
t
\
Ny
=
|
S
/N
W |
N———
[\v]
N
N
ot
\
Ny
S—
X
| ot
/N
‘[\D
w
w
N———
|
N
ot
N—
[ V)

c) Trapezmethode (implizit):

, .
P = g+ D[ f ) + Flen )] = o+ ( =y ) <1 ( -+1y%+ 2 -+1)
2 2 \tjyy —43y1) 2 \tiwyy — 45,91
< 1 ]
= 2
22, 1

+1¥1
, . h J
v =y + 3 ij 2]
tjt1 tiyy — 450

| NI

2
Ein Schritt: j =0,t; =to =1, tj41 =t1 = 3, h =t1 — to = &
1
1 16 L (1) 1 2
1 9)? 1.9 —\92 + = 1-2—-4-12.1
2:4-(3) 1-4-8 16
1] 9 1 9 4764
—  Svstem: I —15| s Gangs I -1 | s = [ 380 ) _ 1.225) [ y(9/8)
Y 81 119 | 15 0 3889 | 3111 Y =\e222 |~ 1.600] = /(9/8)
256 128 | 8 4096 | 2048 3889 : Yy

Einsetzen in Differentialgleichung: v (t) = ty/(t) — 4t%y(t)

y"(9/8) =

| ©

91 2 9 6222 9\2 4764 17118
(9/8) =4 (2) y9/8) 2 2222y (2)T U202 2000 g 402,
y'(9/8) (8) /8~ 2 3559 (8) 3389 3889



