Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik RWTH — Aachen

Diplom — VP Numerik 27. August 2007

Multiple-Choice-Test (30 Punkte)

Bei jeder MC-Aufgabe ist mindestens eine Aussage korrekt. Wird dennoch bei einer MC-Aufgabe keine
einzige Aussage angekreuzt, gilt diese Aufgabe als nicht bearbeitet und wird mit 0 Punkten bewertet.
Ansonsten gibt es fiir jede falsche Antwort —0.5 Punkte, und fiir jede korrekte Antwort 0.5 Punkte,
so dass man pro MC-Aufgabe —2 bis 2 Punkte erreichen kann. Da aus dem MC-Test als Ganzes keine nega-
tiven Punkte entstehen diirfen, kann man bei 10 MC-Aufgaben insgesamt zwischen 0 und 30 Punkten
erreichen.

Um Fliichtigkeitsfehlern vorzubeugen, sind durchgéingig nur korrekte Aussagen anzukreuzen.

MC 1. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

) Die Addition zweier betragsmiflig nahezu gleich grofer Zahlen mit unterschiedlichen Vorzeichen ist
schlecht konditioniert.

(O Die Multiplikation zweier nahezu gleich grofler Zahlen ist schlecht konditioniert.
& Die Auswertung der Funktion xe” ist gut konditioniert fiir alle x mit |z| < 1.

(O Die Konditionszahl einer Funktion gibt an, wie stark sich Eingabefehler aufgrund von Instabilitéiten
im verwendeten Algorithmus verstérken.

MC 2. Es seien f,g : R — R zwei mal stetig differenzierbar und « > 0. Dann gilt fiir die relativen
w~f’(w)} .
fle) 1

Konditionszahlen ke (f, x) := |

Q trel(af,z) = Kral(f, )

O &rel(f +9,2) = Krel(f, @) + Firel(g, @)
O Frel(f * 9,7) = Krel(f, ) * Frer(g, T)
O krel(f/9,7) = Frel(f, ) /Frer(g, T)

MC 3. Die Matrix A € R™*™ habe (in der betrachteten Matrixnorm) die Konditionszahl x(A). Die rechte
Seite b € R™ sei mit einem relativen Fehler £ behaftet. Bei der Berechnung von z := A~'b muss man mit
einem relativen Fehler in der folgenden Groéflenordnung rechnen:

O lAlle
Q@ r(A)e
® K(A™h)e
O lA™Mle

MC 4. Welche der folgenden Aussagen fiir Zerlegungen einer Matrix A € R™*"™ sind korrekt?
O Ist A invertierbar, so existiert eine L R—Zerlegung mit A = LR.
& A besitzt immer eine QQ R—Zerlegung.

Q) Zur Berechnung der QR-Zerlegung einer diinnbesetzten Matrix ist das Verfahren mittels Givens—
Rotationen i.A. effizienter als das Verfahren mittels Householder—Spiegelungen.

® Ist A symmetrisch positiv definit, so gilt fiir alle 0 # z € R" : 27A7 12 > 0.

MC 5. Es seien A € R™"*" symmetrisch positiv definit, L € R™*" eine normierte untere Dreiecksmatrix
und D € R™*" eine Diagonalmatrix. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

Q) A hat nur positive Eigenwerte.

(O Das Cholesky-Verfahren zur Bestimmung der Zerlegung A = LDL7 ist nur dann stabil, wenn man
Pivotisierung benutzt.

(O Der Aufwand des Cholesky-Verfahrens zur Bestimmung der Zerlegung A = LDL” ist ca. %n3 Opera-
tionen.

X Essei A= LDLT. Dann gilt d;; > 0Vi=1,...,n, wobei d;; die Diagonaleintrége der Matrix D sind.
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MC 6. Essei A € R"™™ eine orthogonale Matrix. Ferner bezeichne || - |2 die Euklidische Norm, und xy die
zugehorige Konditionszahl. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

&® AT ist ebenfalls orthogonal.
(O A ist stets symmetrisch.

Q lAzlly = [lz]2 VzeR"
Q& ra(4) =1

MC 7. Essei A € R™*™ mit zugehoriger rechter oberer Dreiecksmatrix R € R™*™ und Orthogonalmatrix
Q € R™*™ g0 dass A = QR gilt. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

(O det A=detR
Q lIAll2 =[R2
O Q@ und R kann man mit GauB-Eliminationen und Pivotisierung bestimmen.

& Q und R kann man mit Householder-Reflektionen bestimmen.

MC 8. Mit m > n sei A € R™*" eine Matrix mit linear unabhéngigen Spalten und

or-n-(4)

wobei Q € R™*™ eine orthogonale Matrix und R € R™*" eine obere Dreiecksmatrix ist. Mit b € R™ sei

ferner z* die Losung des linearen Ausgleichsproblems ||Az—b||s — m]iRn. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen
ZER™

an.

& R ist invertierbar.
O Al =R1Q

® ra(A) = ra(R)

O = = R'Qb

MC 9. Mit m >n und A € R™*" z € R", b € R™ soll das lineare Ausgleichsproblem ||Axz — bl|s — m]iRn
cERn

gelost werden. Hierbei habe die Matrix A den Rang n, und die Lésung des Problems wird mit z* bezeichnet.
Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

O Wegen ro(ATA) = k2(A)? sind die Normalgleichungen fiir die numerische Losung des Ausgleichspro-
blems immer ungeeignet.

(O Die Normalgleichungen lassen sich mit dem Cholesky-Verfahren 16sen, nicht aber mit Gauf-Elimination
mit Pivotisierung.

® Mit der Cholesky-Zerlegung AT A = LDLT gilt stets LTz* = D™y, wobei y die Losung der Gleichung
Ly = ATb ist.

O Es gilt stets ||Az* — b||o = |[LDLTz* — ATb||5.

MC 10. Es sei ® : R — R stetig differenzierbar, und fiir * € R gelte ®(z*) = 2* und |®'(z*)] < 1.
Mit g € R wird die Fixpunktiteration xxy; := ®(x), k£ = 0,1,2,... definiert. Kreuzen Sie alle korrekten
Aussagen an.

& Die Fixpunktiteration konvergiert stets, wenn |xg — 2*| hinreichend klein ist.
& Die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration kann grofler als 2 sein.

(O Das Fixpunktverfahren ldsst sich stets auch als Newton-Verfahren fiir ein entsprechendes Nullstellen-
problem interpretieren.

& Falls &' (z*) = 0 gilt, ist die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration gréfier als 1.
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MC 11. Beim Newton-Verfahren wird oft eine Dampfungsstrategie benutzt. Diese dient dazu,
(O die Konvergenzordnung des Verfahrens zu verbessern.
O fiir jeden Startwert die Konvergenz des Verfahrens zu gewiéihrleisten.
& die Menge der Startwerte, fiir die das Verfahren konvergent ist, zu vergrofern.

(O Ausloschungseffekte bei der Berechnung der Korrektur zu dampfen.

MC 12. z* sei eine Nullstelle der Funktion f(x) := e~® —2. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.
Q) f hat eine eindeutige Nullstelle z* € R.
Q) Das Newton-Verfahren, angewandt auf f, konvergiert fiir alle Startwerte zy € R.

(O Das Newton-Verfahren, angewandt auf f, konvergiert nur fiir Startwerte xq, fiir die |z¢ — 2*| hinrei-
chend Kklein ist.

Q Mit zp < z* gilt fur die mit der Newton-Methode berechnete Folge (zx) x>0 auch zj, < x* fiir alle k > 1.

MC 13. Seien zy < z1 < ... < 2, und [2g,21,...,2,]|f die dividierte Differenz der Ordnung n von
f R — R. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.
O [zo,x1,.. ., zn)f = [x1,. - 20l f — [Toy -+ oy Tn-1]f.
O [zo,21,...,x,]f ist der fiihrende Koeffizient des Polynoms P(f | zo, ..., 2n_1).
Q [zi]f = f(zy) fur i =0,...,n.

O Mit f( ) = 2® gilt [xg,...,2,]f =1 fiir alle n > 5.

MC 14. Essei P(f | xo, - . ., T, ) das Lagrange-Interpolationspolynom zu den Daten (xq, f(x0)), ..., (@n, f(z4))
mit zg < ... < x,, und f sei eine beliebig glatte Funktion. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

O P(f | 2o, - - -,%n) kann man effizient mit dem Neville-Aitken-Schema bestimmen.

& P(f | Loy kann man effizient mit der Newton’schen Interpolationsformel bestimmen.

Tn)
~ £ (@)
O max |f(z) P(f |20, 2n)@)[ < (b—a) | max My
)

O P(f | zo,...,an)(x) = P(f | X0y .-+, Tn—1)(T) + 0pa™ mit einem geeigneten o, € R

MC 15. Das Integral I(f) := fcd f(z) dz soll numerisch approximiert werden durch eine Quadraturformel
(d—c¢) Z;"ZO ¢;f(zj), mit ¢ <zp <...< &y < d. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

& Newton-Cotes-Formeln basieren auf der analytischen Integration eines Interpolationspolynoms an f
mit dquidistanten Stiitzstellen x;.

O Bei GauB-Quadraturformeln hingen die Integrationsgewichte ¢; von der Funktion f ab.
(O Die Newton-Cotes-Formeln sind stets exakt, wenn f ein Polynom vom Grade < m + 1 ist.
& Die GauB-Quadraturformeln sind stets exakt, wenn f ein Polynom vom Grade < 2m + 1 ist.
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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Es sei
3 =20
A=(0 -2 8
20 3 2

a) Fiihren Sie eine Zeilenskalierung von A durch. Geben Sie die entsprechende Diagonalmatrix D (mit
skalierter Matrix B := DA) explizit an.

b) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung von B mit Spaltenpivotisierung, d.h. PB = LR. Geben Sie die
Matrizen P, L und R explizit an.

a) Zeilendquilibrierung:

02 0 0 06 —-04 O
D=0 01 0 |, B:=DA=1|0 -02 08
0 0 0.04

0.8 0.12 0.08
b) LR-Zerlegung:

protaan 08 012008 08 012 008
B g 0 —02 08 @ Gous 0 ] —02 08
0.6 —04 0 0.75 | —0.49 —0.06
protory 08 012 0.08 08 012  0.08
VR 075] —049 —0.06 % T075] —049 —0.06
0 | —02 0.8 0 0.4082 | 0.8245
1 0 0 0.8 0.12  0.08
also: L=[075 1 0|, R=[0 -049 -0.06 |,
0 04082 1 0 0  0.8245
00 1 3
P=|(1 0 0]=[1] (“n welcher Spalte steht jeweils die Eins?”, nie als Matrix speichern!).
010 2
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Aufgabe 2 (7 Punkte)
Gesucht sind Losungen des folgenden nichtlinearen Gleichungssystems:
2 +6y%2 = 16
zy+xr = 2

. . 4 . . . .
Bestimmen Sie zu dem Startwert (zo> = ( 1) mittels zweier Schritte des Newton-Verfahrens eine
0 _

Né#herung der zugehorigen Losung.

Newtonverfahren:

2 2 _
f(x) = f(z,y) = (xx_gg—?—%r _ 216> — fl(x) = (12_:7! 1iy> weiter ist: x¢ = (_41>

foa = () o= (5 ) -
8 —12 | 6
(0 4 —2>
:>AX0:<8.5>:>X1:X0—AX0:(3'5)
sy = () w0 = (g5 ) -
8 —6 | 15 8 —6 | 15
<0.5 4| 0>H<0 4375 | —0.09375)

A L [0ATM2 Y L 3.8286
X1= 1\ _0.021429) T X2 T X1 T AX1 =\ 47857
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Aufgabe 3 (7 Punkte)

1
Die Funktion y(t) := T + bt soll im Sinne minimaler Fehlerquadrate an folgende Messwerte angepasst
a

werden:

t 1075 1 2
yi| 25 0 -3

a) Stellen Sie das zugehorige nichtlineare Ausgleichsproblem in Abhéngigkeit von a und b (||F(z)|2 —
min) durch Einsetzen aller Messwerte explizit auf.

b) Gegeben seien die Startwerte ag = 0.5 und by = —2. Berechnen Sie mit einem Schritt des Gau$-
Newton-Verfahrens a; und b;. Bestimmen Sie zunéchst F'(x0) und F(zo) und benutzen Sie dann die
Normalgleichungen.

272.2 16.89 —0.1481
3 P nld T . v _ / T —
Hinweis: F’(xg)* « F'(xo) = (16.89 5.563> und F'(z0)T - F(x0) (—0.6667)

¢) Bestimmen Sie das Residuum des nichtlinearen Ausgleichsproblems nach dem ersten Schritt.

Die i-te Zeile des (iiberbestimmten) Gleichungssystems lautet

ri=yti) —yi = m"‘bti_yiéo-
Somit ergibt sich das nichtlineare Ausgleichsproblem
1
075 —a + 0.7%-b — 25
IFGOl — min  wit FO)=F@b=| - 4+ 14 - 0
1

2—a

Die i-te Zeile der Jakobischen J ist gegeben durch (das ist der Gradient)

(= )

Setzen wir nun die Startwerte (ag,bp) = (0.5, —2) in die Zeilen (i = 1,2, 3) ein, so erhalten wir :

16 0.75 | 0
(F'(x0)| — F(x0))=(J|—7r) = 4 1 0 —  (siehe Hinweis)
0.4444 2 | 0.3333

JTJ| = JTr) = (272.2 16.89 | 0.1481)

16.89 5.563 | 0.6667

(272.2 16.89 | 0.1481) (—0.008492)
— Ay =

0 4515 | 0.6575 0.1456
ar\ _ (ao _(0.4915
(bl) - <b0) 80 = (—1.854)
= —1.854
vl = a5~ LS

Das Residuum ist [|r]|2 = 1/0.022192 + (—0.1122)2 + 0.04582% = 0.1232.
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Aufgabe 4 (5 Punkte)
Gegeben sei die Wertetabelle

a) Berechnen Sie die vier fehlenden dividierten Differenzen im folgenden Newton-Schema:

o = 2 1
N
=3 -1 ~ 2
N N\
2 =4 | [x2ly — [x1,x2]ly — 15
N N N
r3=>5 12 — [Xz,Xg]y — [X17X2,X3]Y - —%

b) Stellen Sie das Interpolationspolynom ps(x) vom Grad 3 in Newton- oder Horner-artiger Form auf.

c) Geben Sie eine Abschitzung fiir den maximalen Fehler |ps(z) — y(z)| im Intervall [2,5] an.
Hinweis: Fiir die Ableitungen von y gelte |y (z)| < 0.5, |y (z)| < 2.4, |y®)(z)| < 8 Va € [2,5], und

das Knotenpolynom nimmt sein Betragsmaximum an den Stellen x = %\/g an.
a) Newton-Schema:
o = 2 1
N\
=3 | -1 - -2
N\ N\
wp=4[ 0 ] - - 15
N\ N\ N\
x3="5 |2 - | 2] - |o5] - -1

b) Interpolationspolynom in Horner-artiger Form:

ps(z) =1+ (x—2){—2+ (z—3) {1.5+(x—4)~<— ;)} }

¢) Da das Knotenpolynom an beiden gegebenen Extremwertstellen 7i2\/5 dasselbe Betragsmaximum an-

nimmt, muss man sich nur fiir eine der beiden Extremwertstellen entscheiden (z. B. 7+T\/5) und diesen Wert
in die Fehlerformel einsetzen, um eine scharfe Abschaetzung zu erhalten:

1

— < 2 le=3|-|lx—4|-|lz =5 = (4)
oo [ps(2) — y(2)l < max o =2 |o = 3] |r — 4] - |o = 5] 57 max [10(E)]
+ + + + 1
§7 ‘/5_2.7 \/5_3.7 \/5_4.7 \/5—5-—2.4:0.1
2 2 2 2 24
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Aufgabe 5 (5 Punkte)
Das Integral

1
1
I ::/O fla)dx mit  f(z) = ]
soll numerisch approximiert werden.
Hinweis: Fiir die Ableitungen des Integranden f(z) gilt |f®(x)| < 0.09623, | f®)(z)| < 0.125, |fD(z)] <

0.1277, | f®) ()| < 0.25, |f©)(z)| < 0.4083 Vz € R.

a) Bestimmen Sie I ndherungsweise mit der Simpsonregel (ein einziger Schritt der Linge h := 1) und
schétzen Sie den Fehler ab.

b) Bestimmen Sie I niherungsweise mit der summierten Trapezregel mit der Schrittweite i := 1 und
schitzen Sie den Fehler ab.

c¢) Wie klein miisste h bei der summierten Trapezregel gewiihlt werden, damit der Fehler kleiner als 5-107°
ist?

a) n = 1 Schritt mit der Simpson-Regel (Gewichte &, &, &) mit Schrittweite i := 1:

11 4 1 11
L=1 - - = 0.37985.
<6 9116 el/2 +1 G e1+1>

Fehlerabschitzung:

(1 0)5 (4) -5
I-1 < 1 01277 = 443410
1= bl < e 2el0.1] 1‘ (@) < 2880

b) n = 2 Schritte mit der Trapezregel (Gewichte 1, 1) mit Schrittweite h := 3

sr— (L 1 4 L 1 b ) ssi0
7o \2e0 11 /211 " 2el41) '

Fehlerabschatzung:

= SI|<(1 O)Smx| )|<i.oo9623:2005.10*3
! 122 2ef0.1] =48 ' '

!
¢) Um mit der Trapezregel einen Fehler |[I — SI;| < (11;7?33 max,eo, 1] |f(2) (z)| <e:=5-107° garantieren zu

kénnen, sind
(1-0)3 P 1/2 1 1/2
> frng —_— . 2 = ].2.
"= ( 122 Jél[%}ﬂ ()] G- 10-1 009623 66,

d.h. n = 13 Schritte erforderlich. Die zugehorige Schritweite ist

1-0 1

h= = — = 0.07692.
13

n



