RWTH-Aachen Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik

Multiple-Choice-Test — NumaMB F08 (30 Punkte)

Bei jeder MC-Aufgabe ist mindestens eine Aussage korrekt. Wird dennoch bei einer MC-Aufgabe
keine einzige Aussage angekreuzt, gilt diese Aufgabe als nicht bearbeitet und wird mit 0 Punkten
bewertet.

Ansonsten gibt es fiir jede falsche Antwort —0.5 Punkte, und fiir jede korrekte Antwort 0.5
Punkte, so dass man pro MC-Aufgabe —2 bis 2 Punkte erreichen kann. Da aus dem MC-Test als Ganzes
keine negativen Punkte entstehen diirfen, kann man bei 15 MC-Aufgaben insgesamt zwischen 0 und
30 Punkten erreichen.

Um Fliichtigkeitsfehlern vorzubeugen, sind durchgingig nur korrekte Aussagen anzukreuzen.

MC 1. Es sei M(b,m,r, R) die Menge der Maschinenzahlen mit Basis b € N, Mantissenldnge m € N,

1—m

Exponent e € Z mit r < e < R, und relativer Maschinengenauigkeit eps := >-—. Ferner seien zyn die
kleinste und apax die grofite Maschinenzahl sowie fl : [N, 2max] — M(b,m,r, R) die Standardrun-
dungsabbildung. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

O f(z) — z| < eps fiir alle z € [TMmiN, TMAX]-

X ‘W‘ < eps fiir alle z € [xyN, TMax],  # 0.

Q@ Fiir jedes = € [zamin, Tmax] existiert eine Zahl € mit |¢] < eps und fi(z) = (1 + €).
O Fiir jedes z € [zmiN, Tvax] existiert eine Zahl e mit |e] < eps und fi(z) =z + €.

MC 2. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.
& Die Multiplikation zweier von Null verschiedener Zahlen ist stets gut konditioniert.
(O Die Konditionszahl einer Funktion ist stets grofier als 1.
(O Eine gute Kondition eines Problems induziert eine geringe Fehlerfortpflanzung in einem Lésungsverfahren.
& Die Funktion f(x,y) := x + y ist gut konditioniert fiir alle x > 0,y > 0.
MC 3. Essei A € IR"™" mit det(A) # 0, und k2 (A) bezeichne die Konditionszahl der Matrix A beziiglich
der Euklidischen Norm. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.
QR ka(4) > 1.
QR ka(aA) = ko(A) fir alle « € R, a # 0.
O r2(A7h) = ka(4)7
QX k2(A) =1 falls A orthogonal ist.
MC 4. Essei A € IR™*". Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

O Ist det(A) # 0, so existiert stets eine normierte untere Dreiecksmatrix L und eine obere Dreiecks-
matrix R, so dass A = LR.

& Ist A symmetrisch positiv definit, so existiert stets eine normierte untere Dreiecksmatrix L und eine
obere Dreiecksmatrix R, so dass A = LR.

Q@ Es sei P eine Permutationsmatrix, L eine normierte untere Dreiecksmatrix und R eine oberere Drei-
ecksmatrix, so dass PA = LR. Dann gilt |det(A)| = |det(R)].

n
O [[Allec = max

j=
MC 5. Esseien ) € R™*"™ eine orthogonale Matrix, R € R™*" eine obere Dreiecksmatrix und A = Q R.
Ferner bezeichne r5(A) die Konditionszahl der Matrix A beziiglich der Euklidischen Norm. Kreuzen Sie
alle korrekten Aussagen an.

O Ist m =n und det(A) # 0, so gilt A~! = RTQT.
Q) Ist m =n und det(A) # 0, so gilt k2(A) = k2(R).
(O Nicht alle A € R™*"™ besitzen eine Q) R-Zerlegung.

O Eine QR-Zerlegung kann man stets auf stabile Weise mittels Gauf-Elimination mit Spaltenpivoti-
sierung bestimmen.




MC 6. Es sei Q € R"*" eine Householder-Transformation und I € R™*™ die Einheitsmatrix. Kreuzen

Sie alle korrekten Aussagen an.
T

O Es existiert stets ein v € R", so dass Q =1 — 77— .
X Es gilt stets ||Q||2 = 1.
& Es gilt stets Q = Q7.
& Es existiert stets ein v € R™, so dass fiir alle y € R"” mit y7v = 0 gilt: Qy = y.

MC 7. Sei A € IR™*™ mit m > n. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.
(O Alle Eigenwerte von AT A sind groBer als 0.
& Wenn alle Spalten von A linear unabhiingig sind, dann ist AT A symmetrisch positiv definit.
& Wenn alle Zeilen von A linear unabhiingig sind, dann ist AA” symmetrisch positiv definit.
& Wenn alle Zeilen von A linear unabhiingig sind, dann ist AA” invertierbar.

MC 8. Sei A € IR™*™ mit m > n. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

O Der Aufwand zur Berechnung von AT A ist proportional zu m?2n.

&® Der Aufwand zur Berechnung von AT A ist proportional zu n? m.
& Der Aufwand zur Berechnung von A7 A ist stets grofer als der zum Losen der Normalgleichungen.

(O Zur Loésung der Normalgleichungen verwendet man das Cholesky-Verfahren, weil das Vorwérts-
/Riickwiirtseinsetzen bei der L D LT-Zerlegung ungefihr halb soviele Operationen benstigt wie das
bei einer L R-Zerlegung.

MC 9. Mit m > nund A € R™*" z € R", b € R™ soll das lineare Ausgleichsproblem ||Ax —bljs — ;Iel]iRI}l
gelost werden. Hierbei habe die Matrix A den Rang n, die Cholesky-Zerlegung AT A = LDL” und die
Losung des Problems wird mit z* bezeichnet. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

O Es gilt LT2* = D™y, wobei y die Losung der Gleichung Ly = b ist.

® Die Normalgleichungen lassen sich immer mit Gauf-Elimination ohne Pivotisierung lésen.

&® Wenn die Spalten von A orthonormal sind, dann ist z* auch die Losung von ||z — AT b||3 — min.
® Es gilt stets | LDLTa* — ATb||; = 0. e
MC 10. Essei ¢ : R™ — R” stetig differenzierbar und z* so, dass ®(z*) = z* gilt. Fiir g € R™ wird die
Fixpunktiteration x11 = ®(xx), K =0,1,2,... definiert. Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(O Die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration ist in der Regel 1 und maximal 2.

Q Falls ||®'(«*)|l2 < 1 gilt, so konvergiert die Fixpunktiteration fiir alle Startwerte mit ||xg — z*||2
hinreichend klein.

O |9’ (z*)]l2 > 1 ist hinreichend dafiir, dass kein xg # =* mit limy_,oc x = =™ existiert.

Q@ Das Newton-Verfahren ist eine Fixpunktiteration.



MC 11. Sei f : [a,b] — IR eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Kreuzen Sie alle korrekten
Aussagen an.

O Wenn f(a) > 0 und f(b) < 0 gilt, dann existiert in [a, b] genau eine Nullstelle von f.

O Wenn f(a) >0 und f(b) < 0 gilt, dann existiert in [a,b] genau eine Nullstelle von f.

® Wenn f(a) < 0 und f(b) > 0 gilt und f(z) < 0 fiir alle z € [a, b] gilt, dann bilden die Iterations-
werte des Newton-Verfahrens zu xy = a eine monoton steigende Folge.

O Wenn f(a) < 0 und f(b) > 0 gilt und f'(x) # 0 fiir alle x € [a,b] gilt, dann liefert das Newton-
Verfahrens zum Startwert zo = (a + b)/2 die in [a, b] eindeutige Nullstelle f(z*) = 0.

MC 12.
Das Nullstellenproblem f(z) = 0 mit Nullstelle 2* soll iterativ gelost werden. Kreuzen Sie alle korrekten
Aussagen an.
(O Das geddmpfte Newton-Verfahren benétigt zwar stets mehr Iterationen als das (normale) Newton-
Verfahren, konvergiert dafiir aber fiir eine gréflere Menge von Startwerten.
& Beim Newton-Verfahren ist %1 die Nullstelle der linearen Niherung an die Funktion f im Punkt z*.

Q Wenn f’(z*) regulir ist, so existiert auch eine Fixpunktiteration, mit der man die Nullstelle a*
von f berechnen kann und die fiir alle Startwerte, die hinreichend nahe bei z* liegen, quadratisch
konvergiert.

Q@ Wenn f’(x*) regulér ist, so konvergiert das Newton-Verfahren quadratisch fiir alle Startwerte, die
hinreichend nahe bei x* liegen.

MC 13. Mit g < 21 < ... < zp und 0 < j < k < n sei [z;,2;41,...,2]f eine dividierte Differenz
von f € C™(R), und p, () das Newton-Interpolationspolynom zu den Daten (xo, f(20)), - -, (Zn, f(2n)).
Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

(k=3) )
QR [zj,Tj41,. - xilf = f(k7j§!f) mit & € [z, xy].
O [zj,zj41,...,xk]f =0 falls f ein Polynom vom Grade < (k — j) ist.

O Es gilt stets [, Tj41,-- -, Tk]pn = 0.
® Wegen p,(x;) = f(x;) Vj=0,...,n gilt stets [z, z11,...,2k]f = [T, Tj11,- -, Tk|Pn-

MC 14. Mit 29 < 21 < ... < x, und f € C"*)(R) sei p,(z) das Lagrange-Interpolationspolynom zu
den Daten (zo, f(x0)),-- ., (@n, f(x,)). Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

) Das Lagrange-Interpolationspolynom p,, () ist stets identisch mit dem Newton-Interpolationspoly-
nom zu denselben Daten (xq, f(z0)), - .-, (Tn, f(zn)).

Q@ Das Neville-Aitken Schema dient dazu, das Lagrange-Interpolationspolynom punktweise auszuwer-
ten.

Q@ Zur nachtréglichen Hinzunahme einer zusétzlichen Stiitzstelle muss ein bereits berechnetes Neville-
Aitken-Schema lediglich um eine zusétzliche Diagonale ergénzt werden.

LF D (o))

max CESH]

§€[zo,2n]
MC 15. Das Integral I(f) := fcd f(z) dz soll numerisch approximiert werden durch geeignete Quadra-
turformeln. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

O Mit a < zp und =, < b sowie x € [a,b] gilt stets | f(z) — pn(z)| < ‘ I1(z—=z;)
7=0

(O Der Fehler der Mittelpunktsregel ist stets genau halb so grofl wie der Fehler der Trapezregel.
(O Die Mittelpunktsregel ist stets exakt, wenn f ein Polynom vom Grade < 2 ist.
(O Die summierte Mittelpunktsregel ist stets exakt, wenn f ein Polynom vom Grade < 2 ist.

Q@ Die Simpsonregel ist stets exakt, wenn f ein Polynom vom Grade < 3 ist.



IGPM RWTH-Aachen Numerik MB F08

Aufgabe 1 (6 Punkte)
a) Es sei
1 0 -2 1
0 2 0 O
A= -2 0 7 7
1 0 7 27

Bestimmen Sie mithilfe der Cholesky-Zerlegung A = LDLT, ob A positiv definit ist. Geben Sie die
Matrizen L und D explizit an.
(Berechnung iiber LR-Zerlegung gibt 0 Punkte!)

b) Es sei nun

S O >

, A:=LDLT.

N OO
o0 O
o= OO
_ o oo
(an)

OO W o
o o o
_ o oo

Geben Sie alle Werte von «, 8 an, fiir die das Produkt AA symmetrisch positiv definit ist.

¢) Es sei nun a = 3, 8 = 2 sowie
8
—6
—20
18

b=

Losen Sie das lineare Gleichungssystem Az = b unter Verwendung der Matrizen L und D aus Teil b).
(Berechnung tiber LR-Zerlegung gibt 0 Punkte!)

a) Cholesky-Zerlegung:

azn 0 azgr —2 a1 1
11 ail , 21 iy 1 ) 31 diy 1 ’ 41 di; 1
— l31dq1l 0—(=2)-1-0
da2 = ags — lgldll =2 02 1=2, 3= 32 S1TIT21 ( ) =0,
dao 2
ag2 —landinlss 0—-1-1-0
lag = = =0
dao 2

d33 = as33 — l%ldll - l§2d22 =7— (72)2 -1 = 02 -2 = 3,
a43 — l41d11131 - l42d22l32 7—1-1- (—2) —-2-2-0 _

43 d33 3
d44 = a44 — lildn — liQdQQ — li3d33 =27 — 12 21— 02 -2 — 32 -3 = —1,
1 0 0 0 1 0 0 O
0 1 00 02 0 O
also: L= 90 1 ol D= 003 0
1 0 3 1 00 0 -1

A ist nicht positiv definit, da nicht alle Diagonalelemente von D positiv sind.

b) AA = AT A ist positiv definit, wenn 0 < 27 AT Az = ||Az||3 fiir alle = # 0 gilt, d.h. wenn A = LDLT
reguldr ist, d. h. (weil L stets regulir Vo € R) wenn D regulir ist, d. h. wenn alle Diagonaleintrige von D
ungleich Null sind, d.h. wenn 5 # 0 gilt.

Also: AA ist symmetrisch positiv definit Vo, 5 € R mit g # 0.



c) L (Vorwértseinsetzen):

8 1 0 0
-6 | _ , T 10 1 0
_90 =b=LDL z=Lz= 0 3 1
18 2 00
4 0 0 O
. 0 3 0 O
D (Diagonale): 00 2 o0lv= Dy==z
0 0 0 1
LT (Riickwirtseinsetzen):
1 0 0 2 2
013 0| .o |2
001 of " LTTYV=l
0 0 0 1 2



Aufgabe 2 (7 Punkte)
Gegeben seien Mewerte

t; 102 04 0.5

fil03 —08 -1

die zu dem Bildungsgesetz
f(t) = sin(wt + ¢)

gehoren.

a) Stellen Sie das zugehdrige nichtlineare Ausgleichsproblem ||F(z)||2 — min explizit auf (MeBwerte
schon einsetzen!).

b) Fiir das GauB—Newton—Verfahren seien die Startwerte wg = 6, ¢g = 1.5 gegeben. Wie lautet das
lineare Ausgleichsproblem fiir den ersten Schritt? (Der erste Schritt muss nicht durchgefiihrt werden.)

c¢) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem [|Az — b||2 — min fiir

2 2 2
1 1 1
A= 9 3 und b= 3
4 0 0

mittels Householder-Transformationen. Geben Sie x und das Residuum explizit an.

Teil a)
Die i-te Zeile der zu minimierenden Funktion F'(w, ¢) lautet:

Fyi= f(ti) — fi =sin(wt; + ¢) = fi(=ri).
Somit haben wir ||F(z)||2 — min mit

sin(0.2w + ¢) — 0.3
F(z) = F(lw,¢) = | sin(0.4w + ¢) + 0.8
sin(0.5w + ¢) + 1.0

Teil b)
Die i-te Zeile von der Jakobimatrix J und rechten Seite —r (Residuum):

(t; - cos(t; - w—+ @) cos(tiw+ @) | fi —sin(wt; + @) )

Bem.: In der erstem Spalte steht hier also jeweils das t;-fache der zweiten!
Nun setzen wir fiir w wy = 6 und fiir ¢ ¢y = 1.5 ein:

—0.180814 —0.904072 | —0.12738
(J]—r)=1-0.290373 —0.725932 | —0.112234
—0.105398 —0.210796 | —0.0224699

Das lineare Ausgleichsproblem fiir den ersten Schritt lautet also:

HJ- (i;g) —(—=r) ) — min
Teil c)
Es ist |
2 2 2
1 1 1
“b =15 3 I 3
4010



Wir nehmen fiir y die erste Spalte von A und erkennen, dass die zweite Spalte von A mit b {ibereinstimmt,
d.h. bereits jetzt kann man erkennen:

Das Residuum ist 0 und die Losung lautet 2 = (0,1)7, denn: ~

(A‘b) — (R‘b) mit b3 =T32 = b4 =Ty = 0 und b3 =7r9y > X9 =1 sowie bl =T12 > T1 = 0.

— 0 = |lyll2 = 25, a =sign(y1) Vo =5 nizhte

<

I
=N~ N
=N =

Mit h = BvTb =1/35(7124)(2130)T =21/35 = 3/5 brauchen wir fiir die erste Transformation nur
b — hv zu berechnen:

2 7 -4
5
1 311 2 -
b-ho=l5|-cls|=| 8| (=®b).
5
0 i)\
Und somit
-5 1 | _ 1
0 55 | 55
() — (AVpO) | 0§ o (oY = —a)
%12 %12
0 -5 | -5
Fiir den zweiten Schritt brauchen wir nur
2
5
2 V5 + 81+ 144 V229
—o = —sign | = 2 oS = —3.026549190
5 5 5
—12
5 2
zu berechnen. Daraus folgt:
Y s | =
<A<1>|b<1>) N U o e
0 0 | 0
0 0 | 0

Riickwiirtseinsetzen liefert z = (0,1)7 und das Residuum ist 0.



Aufgabe 3 (7 Punkte)
Gesucht sind die Losungen des folgenden nichtlinearen Gleichungssystems:

2

z 2 _

5 +3y 97 = 0
ryt+-r—- = 0

2 2

a) Fertigen Sie eine Skizze an, die die Lage der Losung(en) im 1. Quadranten verdeutlicht. Bestimmen
Sie einen guten ganzzahligen Bereich [z, Zo] X [Yu, Yo], in dem eine Losung liegt.

b) Geben Sie fiir die in a) fixierte Losung eine geeignete 2D-Fixpunktgleichung an, und weisen Sie
hierfiir die Voraussetzungen des Fixpunksatzes von Banach nach. Begriinden Sie Ihre Aussagen.

c¢) Eine weitere Losung liegt in [4, 5] x [—1, 0]. Fiir diese ist

()02

Y Y 2x

eine geeignete Fixpunktiteration mit Kontraktionszahl (bez. der co-Norm) L = 0.5. Wieviele Schritte
sind ausgehend von dem ganzzahligen Startwert (zo,y0) = (4, —1) hochstens erforderlich, um eine
Genauigkeit von ¢ = 2 - 107% zu erzielen.

Zu a)

Skizze (Ellipse in Normallage mit Hauptachsen a = /18 &~ 4.34 und b = 3, y(z) = T it Polstelle
3

z =0, Nullstelle z = I (Asymptote y = —3) sowie dem Funktionswert an der Stelle z = 1 (y = 2)):

7 —

Dert Fixpunkt im 1. Quadranten liegt ungeféhr bei (0.7, 3.0). Der geforderte ganzzahlige Bereich ist also
=[0,1] x [2,3].
zu b)

Wir 16sen die erste Gleichung nach y und die zweite Gleichung nach z auf (Auflésung nach y fiithrt gem.
Skizze auf eine Steigung < —1):

—14
- 2 +32
(35): 2y+3 | = F(z,y) = F'(z,y) = — (yo :

2 -
9-% 2,/9— 2

D ist abgeschlossen.

Abb. in sich:

Obige Ableitung zeigt: Die erste Komponente ist fiir y € IR\{—3/ 2} und die zweite fiir € [0, /18]
(streng) monoton fallend. Also: f(D) = [7/9,1] x [\/17/2,3] = [0.7,1] x [2.915475948,3] C D



kontraktiv:

Da (1, 3) als Startwert gewihlt wird und dieser in f(D) liegt, kénnten wir fiir die Kontraktivitit bereits
eine Einschrinkung auf D’ = f(D) machen. Dieses Gebiet ist ebenfalls konvex (und abgeschlossen). Da
zudem F stetig differenzierbar ist, diirfen wir die Kontaktivitit mit F’ zeigen. Fiir die Norm von F’ auf
D (D') erhalten wir die maximalen Eintréige

14 14 4

14 1
—— = — = 0.2857142857 = = 0.1795200653
(2-2+3)2 49 2 /g 132 (V34+43)?
1 1
= = 0.1714985852
2,/9 -1 V34

Damit ist F' auch kontraktiv auf D mit (z.B.) a = 0.3. (o = 0.18 fiir D".)
Zu ¢)
Jetzt

F(x) _ (M

7T—3x ) , X0 = (z0,y0) = (4,—1) > x3 = (4,—-0.625) — x; —x¢ = (0,0.375)
Y 2z
In e(l1-1L)
%1 — %o/l
InL
Also bringen 19 Schritte mit Sicherheit die geforderte Genauigkeit.

e=2-107>5n> =18.5...



Aufgabe 4 (4 Punkte)
Gegeben sei die Wertetabelle

1
yi | 2

2 3 4 5

3 1 0 -1

a) Berechnen Sie alle drei fehlenden Werte P; j in dem folgenden Neville-Aitken-Schema, das dazu
dient, das zugehorige Interpolationspolynom py(x) vierten Grades an der Stelle x = 2.5 auszuwerten.
Geben Sie p4(2.5) explizit an (sonst Punktabzug!).

i) =1 2
N\
r1 =213 — 3.5
hV hV
xo=3 |1 - 2 — 2375
N\ N\ hN
x3=41]0 — 1.5 — Pg’g —  2.125
N\ N\ N\ N\
24=5|—-1 — [Py | — 15 -~ 18125 —

b) Geben Sie eine moglichst scharfe Abschétzung fiir den maximalen Fehler |ps(x) —y(z)| im Intervall
[1,5] an.
Hinweis: Fiir die Ableitungen von y gelte |y (z)| < 2/2 ¥n € N, und das Knotenpolynom nimmt
sein Betragsmaximum an den Stellen z = 1.3556 bzw. 4.6444 an.

a) Neville-Aitken-Schema (Pi,k =P g1+ (x— xi)lm)

Ti—Ti—k

o =1 2
N\
z1=2[3 = 35
pN pN
=31 = 2 —  2.375
pN pN N
w3=4(0 — 15 - [1875] — 2125
pN pN pN pN
ra=5|-1 — - 15 - 18125 —

b) Da das Knotenpolynom an beiden gegebenen Extremwertstellen 1.3556 bzw. 4.6444 dasselbe Betrags-
maximum annimmt, muss man sich nur fiir eine der beiden Extremwertstellen entscheiden (z. B. 1.3556)
und diesen Wert in die Fehlerformel einsetzen, um eine scharfe Abschitzung zu erhalten:

1
_ < 1 lz=2l-lx=3|-lz—4| |z -5 = (5)
e |pa(e) —y(e)| < ma o= 1] e = 2] o = 3] 2 4] o = 5] g ma [y (€)

25/2
< [1.3556 — 1| - [1.3556 — 2| - |1.3556 — 3| - |1.3556 — 4] - |1.3556 — 5| - ——

120
5.6569

= 3.631432208 - =0.1712

Bemerkung: Eine unnétig grobe Abschitzung erhilt man durch Einsetzen der jeweils weiter entfernten
Extremwertstelle (]4.6444 — 1| - |4.6444 — 2| - |4.6444 — 3] - |1.3556 — 4| - |1.3556 — 5|).



Aufgabe 5 (6 Punkte)

Das Integral
2 T

e
I:= d it ==
(im0 S
soll numerisch approximiert werden.
Hinweis: Fiir die Ableitungen des Integranden f(z) gilt |f'(x)| < 2, |f"(z)| < 7.424, |f"(x)] < 22,
|f D ()] < 184.2, | £®)(2)] < 930.9, Va € [0,2).

a) Bestimmen Sie I ndherungsweise mit der Simpsonregel mit der Schrittweite h := 2 und schétzen Sie
den Fehler ab.

b) Bestimmen Sie I ndherungsweise mit der summierten Mittelpunktsregel mit der Schrittweite h :=
und schétzen Sie den Fehler ab.

¢) Welches der beiden Verfahren (Simpsonregel bzw. summierte Mittelpunktsregel) benotigt weniger
Punktauswertungen von f, um einen Fehler von weniger als 0.07 garantieren zu kénnen?
Hinweis: Bestimmen Sie mithilfe der Fehlerformel zunichst die jeweils notwendige Anzahl von
Schritten, und daraus dann die Anzahl der Funktionsauswertungen (n Schritte der summierten
Simpsonregel benstigen 2n + 1 Funktionsauswertungen).

a) Die Intervallgrenzen und Schrittweite h = 2 sind vorgegeben — n = % = 1 Schritt mit der Simpson-
Regel ( Gewichte &, 4, 1):
1 e 4 el 1 e?
I =2(= — = = 3.6303.
2 (6 02405 612105 6 22+0.5>
Fehlerabschéatzung:
(2-0)° f auch 2* 2 Hinweis 32
I-1 @) (“=" o= (20 @ < - 184.2 = 2.047.
1= bl < Segtnt ey 2]| (2)] 288()( )JQ%}E]} ()] = 2880
b) Die Intervallgrenzen und Schrittweite h = 3 sind vorgegeben — n = % = 4 Schritte mit der

Mittelpunktsregel (Gewicht 1):

1 e0.25 e0.75 e1.25 e]."75
SI = - — 3.791.
173 (0.252 105 0752105 1252405 | L5 0.5>

Fehlerabschéatzung:

2-0)3 Hinweis 7.424
11— S| < % m[elué| fPa)] < 5 = 01547,
HAS

¢) Vorab: Jetzt werden die Regeln und eine Mindestgenauigkeit vorgegeben. Diese kann man nur erzielen,
indem die Regeln wiederholt (summiert) werden (es sei denn man erhélt n = 1 wie in a)).

. !
Um mit der Mittelpunktsregel einen Fehler |[I — ST;| < (22;?33 max,e 3 |f(2)(x)| < e :=0.07 garantieren

zu konnen, sind

> (=20 —(—> _.7424) =5
"( 24e fél[%’§| )| 24-0.07 5.95,

d.h. n > 6 Schritte erforderlich, was auch n > 6 Funktionsauswertungen entspricht, da bei der Mittel-
punktsregel nur eine Funktionsauswertung pro Schritt erfolgt.

!
Um mit der Simpsonregel einen Fehler |[I — STp| < 5280714 maX,e(1,3) ’f )| < £ := 0.07 garantieren zu

konnen, sind
(2 - 0) ) 1/2 39 1/4
> (S0 (= is42) =233
"—( sss0e gl @l 2880 - 0.07 ’



d.h. n > 3 Schritte erforderlich, was 2n + 1 > 7 Punktauswertungen von f entspricht.
Somit benotigt hier die summierte Mittelpunktsregel weniger Punktauswertungen als die summierte Simp-
sonregel, um einen Fehler von weniger als 0.07 sicher garantieren zu koénnen.



