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Verständnisfragen-Teil (24 Punkte)

Es gibt zu jeder der 12 Aufgaben vier Teilaufgaben. Diese sind mit “wahr” bzw. “falsch” zu kennzeichnen (hin-
schreiben). Es müssen mindestens zwei Fragen mit wahr oder falsch gekennzeichnet werden. Sonst wird die Aufgabe
als nicht bearbeitet gewertet, also mit 0 Punkten. Das ist auch der Fall, wenn eine Teilaufgabe falsch ist. Ansonsten
gibt es für jede richtige Teilaufgabe 0.5 Punkte.

Beantworten Sie mindestens zwei Fragen mit wahr oder falsch!

VF-1:

1. Je besser die Kondition eines Problems, desto stabiler sind Algorithmen zur Lösung dieses Problems. falsch

2. Bei einem stabilen Algorithmus ist der Ausgabefehler nicht viel größer als der Eingabefehler. falsch

3. Die Funktion f(x) = ln(x) ist gut konditioniert für alle x mit |x− 1| � 1. falsch

4. Die Funktion f(x, y) = x e4 y
2

ist gut konditioniert für alle (x, y) mit x2 + y2 ≤ 0.1. wahr

VF-2:

1. Es seien x = 1
3 und y = 1

3 + π 10−10. Bei der Berechnung von (x+ y)(x− y) in M(10, 12,−99, 99) tritt
Auslöschung auf.

wahr

2. Es seien x = 1
3 und y = 1

3 +π 10−10. Bei der Berechnung von sin(x)− sin(y) in M(10, 12,−99, 99) tritt
Auslöschung auf.

wahr

3. Die Funktion f(x, y) = x+ y ist für alle (x, y) mit (x, y) 6= (0, 0) gut konditioniert. falsch

4. Es seien A ∈ IRn×n beliebig aber regulär und κ(A) die Konditionszahl der Matrix A. Dann gilt
κ(A−1) = κ(A)−1.

falsch

VF-3: Es seien A ∈ IRn×n beliebig aber regulär und b ∈ IRn. Gesucht sei die Lösung x ∈ IRn von Ax = b.

1. Sei κ(A) die Konditionszahl der Matrix A. Liegt nur eine Störung der Eingabedaten b vor, so ist der
relative Fehler in der Lösung maximal um einen Faktor κ(A) größer als der relative Eingabefehler.

wahr

2. Zeilenäquilibrierung verbessert die Stabilität der Gauß-Elimination. falsch

3. Es existiert immer eine LR-Zerlegung A = LR von A. falsch

4. Es existiert immer eine QR-Zerlegung A = QR von A. wahr

VF-4: Es seien A ∈ IRn×n eine positiv definite Matrix und A = LDLT die Cholesky-Zerlegung von A.

1. Es gilt: det(A) > 0. wahr

2. Es gilt: det(A) = det(D). wahr

3. Der Rechenaufwand des Cholesky-Verfahrens zur Bestimmung der Cholesky-Zerlegung ist etwa 1
2n

2

Operationen.
falsch

4. Das Cholesky-Verfahren zur Bestimmung der Cholesky-Zerlegung ist nur dann stabil, wenn man Pi-
votisierung benutzt.

falsch
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VF-5: Es seien A ∈ IRm×n und G1, . . . , Gk Givens-Rotationen, so dass Gk . . . G2G1A = R mit einer oberen
Dreiecksmatrix R.

1. Die Produktmatrix Gk . . . G1 ist immer orthogonal. wahr

2. Die Produktmatrix Gk . . . G1 ist immer symmetrisch. falsch

3. Es gilt: A = QR, mit Q = GT1 ...G
T
k . wahr

4. Es seien zusätzlich m = n und A regulär. Dann gilt: κ2(A) = κ2(R), wobei κ2(.) die Konditionszahl
bezüglich der euklidischen Norm ist.

wahr

VF-6: Es seien A ∈ Rm×n, mit Rang(A) = n ≤ m, und b ∈ Rm. Weiter seien Q ∈ Rm×m eine orthogonale Matrix
und R ∈ Rm×n eine obere Dreiecksmatrix so, dass QA = R gilt. Weiter sei x? ∈ Rn die eindeutige Minimalstelle
des Minimierungsproblems minx∈Rn ‖Ax− b‖2.

1. Der Vektor Ax? steht senkrecht auf b. falsch

2. ‖Ax− b‖2 = ‖Rx−Qb‖2 für alle x ∈ Rn. wahr

3. Es gilt: x? = R−1Qb. falsch

4. Die Matrix R kann man über die Cholesky-Zerlegung der Matrix AT A bestimmen. falsch

VF-7: Es seien Φ : R → R stetig differenzierbar und x? so, dass Φ(x?) = x? gilt. Für x0 ∈ R wird die
Fixpunktiteration xk+1 = Φ(xk), k = 0, 1, 2, . . . definiert.

1. Falls |Φ′(x?)| < 1 gilt, so konvergiert die Fixpunktiteration für alle Startwerte x0 mit |x0 − x?| hinrei-
chend klein.

wahr

2. Falls |Φ′(x?)| > 1 gilt, so existiert kein x0 6= x? mit limk→∞ xk = x? . falsch

3. Die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration ist in der Regel 1. wahr

4. Falls Φ′(x?) = 0 gilt, so konvergiert die Fixpunktiteration für alle Startwerte x0 mit |x0−x?| hinreichend
klein, und die Konvergenzordnung ist größer als 1.

wahr

VF-8: Gesucht ist ein Fixpunkt der Abbildung Φ(x) =
1

1 + x
, x 6= −1. Für x0 ∈ R wird die Fixpunktiteration

xk+1 = Φ(xk), k = 0, 1, 2, . . . definiert.

1. Die Aufgabe Φ(x) = x hat eine eindeutige Lösung. falsch

2. Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind für Φ auf dem Intervall [ 12 , 1] erfüllt. wahr

3. Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind für Φ auf dem Intervall [ 12 , 2] erfüllt. falsch

4. Die Fixpunktiteration konvergiert für beliebige x0 > 0. wahr
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VF-9: Es sei x? eine Nullstelle der Funktion f(x) = e−x − 2. Weiter seien x0 ∈ IR und (xk)k≥1 die mit der
Newton-Methode berechnete Folge.

1. f hat eine eindeutige Nullstelle x?. wahr

2. Für beliebiges x0 ∈ IR gilt limk→∞ xk = x?. wahr

3. Das Newton-Verfahren, angewandt auf f , konvergiert nur für Startwerte x0, für die |x0−x?| hinreichend
klein ist.

falsch

4. Es gilt xk − x? ≈ xk − xk+1 für k hinreichend groß. wahr

VF-10: Es sei F : IRn → IRm mit m > n. Wir betrachten das (nichtlineare) Ausgleichsproblem: Bestimme
x? ∈ IRn so, dass ‖F (x?)‖2 = minx∈IRn ‖F (x)‖2.

1. Die Gauß-Newton-Methode ist immer konvergent in einer hinreichend kleinen Umgebung einer Lösung
x?.

falsch

2. Beim Levenberg-Marquardt-Verfahren ergibt sich in jedem Iterationsschritt stets ein eindeutig lösbares
lineares Ausgleichsproblem.

wahr

3. Die Konvergenzordnung des Levenberg-Marquardt-Verfahrens ist in der Regel 1. wahr

4. Um Konvergenz des Levenberg-Marquardt-Verfahrens zu gewährleisten, muss der in diesem Verfahren
verwendete Parameter µ hinreichend groß gewählt werden.

wahr

VF-11: Es sei P (f |x0, . . . , xn) das Lagrange–Interpolationspolynom zu den Daten
(x0, f(x0)), . . . , (xn, f(xn)) mit a = x0 < . . . < xn = b.
Es seien δn der führende Koeffizient dieses Polynoms und [x0, . . . , xn] f die dividierte Differenz der Ordnung n von
f .

1. Es gilt: δn = [x0, . . . , xn] f . wahr

2. Der Fehler maxx∈[a,b] |P (f |x0, . . . , xn)(x)−f(x)| ist minimal wenn man die Stützstellen xi äquidistant
wählt.

falsch

3. Falls die Funktion f ein Polynom vom Grad maximal n ist, dann gilt:
f(x) = P (f |x0, . . . , xn)(x) für alle x ∈ R.

wahr

4. Es seien x0, . . . , xn äquidistant auf [a, b] und f ∈ C∞([a, b]) beliebig. Dann gilt für jedes x ∈ [a, b] :
limn→∞ |P (f |x0, . . . , xn)(x)− f(x)| = 0.

falsch

VF-12: Es sei f ∈ C[a, b]. Das Integral I(f) =
∫ b
a
f(x) dx soll numerisch approximiert werden durch eine

Quadraturformel Im(f) = (b− a)
∑m
j=0 wjf(xj), mit a ≤ x0 < . . . < xm ≤ b.

1. Bei derselben Anzahl an Stützstellen ist der absolute Fehler bei der Gauß-Quadraturformel immer
kleiner als bei der entsprechenden Newton-Cotes-Formel.

falsch

2. Newton-Cotes-Formeln basieren auf der analytischen Integration eines Lagrange-Interpolations-
polynoms an f , wobei die Stützstellen so gewählt werden, dass der Fehler minimal wird.

falsch

3. Es sei m = 2. Für die Newton-Cotes-Formel I2(f) gilt I2(x4) = I(x4). falsch

4. Es sei f ∈ C4([a, b]) und tj = a + jh, j = 0, . . . , n, h = b−a
n . Bei der summierten Simpson-Regel

S(h) = h
6

∑n
j=1

(
f(tj−1) + 4f(

tj−1+tj
2 ) + f(tj)

)
gilt: I(f)− S(h) = O(h4).

wahr
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Aufgabe 1 (8 Punkte)
Es sei

A =

0.5 0.5 3
4 2 −2
1 1 2

 ,

a) Führen Sie eine Zeilenskalierung von A durch. Geben Sie die entsprechende Diagonalmatrix D (mit skalierter
Matrix B := DA) explizit an.

b) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung von B mit Spaltenpivotisierung, d. h. P B = LR. Geben Sie die Matrizen
P , L und R explizit an.

c) Lösen Sie das lineare Gleichungssystem Ax = b für b = (8, 12, 4)T unter Verwendung der in a) und b)
bestimmten Zerlegung von A.
Achtung! Alle anderen Wege geben 0 Punkte!

a) Zeilenäquilibrierung:

D =

0.25 0 0
0 0.125 0
0 0 0.25

 , B := DA =

0.125 0.125 0.75
0.5 0.25 −0.25
0.25 0.25 0.5


(1)

b) LR-Zerlegung:

B
Pivot(2,1,3)−→

 0.5 0.25 −0.25
0.125 0.125 0.75
0.25 0.25 0.5

 Gauss−→

 0.5 0.25 −0.25
0.25 0.0625 0.8125
0.5 0.125 0.625


Pivot(2,3,1)−→

 0.5 0.25 −0.25
0.5 0.125 0.625
0.25 0.0625 0.8125

 Gauss−→

 0.5 0.25 −0.25
0.5 0.125 0.625
0.25 0.5 0.5


also: L =

 1 0 0
0.5 1 0
0.25 0.5 1

 , R =

0.5 0.25 −0.25
0 0.125 0.625
0 0 0.5

 ,

P =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 =̂Pivot =

2
3
1


(5)

c) Anwendung vonD und dann P auf rechte Seite, d. h. LRx = P D b. Lösen durch Vorwärts- und Rückwärtseinsetzen.

bs = D b =

 2
1.5
1

 , b̃s = P bs =

 1.5
1
2

 = LRx = Ly

⇒ y =

 1.5
0.25
1.5

 = Rx ⇒ x =

 11
−13

3


(2)



Aufgabe 2 (7 Punkte)
Gegeben seien Messwerte

ti 0 −2 2 1

fi −6.8 3.1 −0.8 −6.1
,

die zu dem Bildungsgesetz
f(t) = α (t2 − 4) + β (t− 1)

gehören.

a) Stellen Sie das zugehörige lineare Ausgleichsproblem ‖Ax− b‖2 → min auf, und geben Sie A, x und b explizit
an!.

b) Lösen Sie das lineare Ausgleichsproblem mittels Householder-Transformationen. Geben Sie die Lösung f(t)
und das Residuum explizit an.

zu a)

A =


−4 −1
0 −3
0 1
−3 0

 , x =

(
α
β

)
und b =


−6.8
3.1
−0.8
−6.1


(1)

zu b)
−4 −1 −6.8
0 −3 3.1
0 1 −0.8
−3 0 −6.1 α1 = −5

−9 0 0 −3 (45) 9 79.5 β1 = 0.022222

−0.2 5 0.8 9.1
0 0 −3 3.1
0 0 1 −0.8

−0.066667 0 0.6 −0.8 α2 = −3.2187

−6.2187 1 0.6 (20.016) −20.558 β2 = 0.04996

5 0.8 9.1 1.9834
−0.31068 0 3.2187 −3.287 −1.0212
0.04996 0 0 0.22707
0.029976 0 0 −0.18376 res = 0.29211

f(t) = 1.9834 (t2 − 4)− 1.0212 (t− 1)

(6)
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Aufgabe 3 (9 Punkte)
Die Lösungen des Gleichungssystems

x2 − y2

4
− y = 9

−x+ y2 = 5

sollen iterativ mit dem Newton- und dem vereinfachten Newton-Verfahren für Systeme bestimmt werden.

a) Fertigen Sie zunächst eine Skizze an, aus der die Lage aller Nullstellen hervorgeht, und geben Sie geeignete
Startwerte an (Genauigkeit ±0.5).

b) Benutzen Sie dann als Startwert für die Nullstelle im 4. Quadranten für beide Verfahren(
x0
y0

)
=

(
2
−2

)
,

und führen Sie je zwei Iterationen durch.

Teil a) Skizze (Parabel x = y2 − 5 und Hyperbel (z.B.): y = 0↔ x = ±3, y = 2↔ x = ±
√

12 = ±2
√

3 = ±3.464,
y = −2↔ x = ±

√
8 = ±2

√
2 = ±2.828 und y = −4↔ x = ±3). Zu skizzieren ist der gesamte Bereich:

–4

–2

2

4

y

–4 –2 2 4

x

Startwerte:

(
4
3

)
,

(
−3
1

)
,

(
−3
−1.5

)
und

(
3
−3

)
(2)

Teil b)

f(x, y) =

(
x2 − 1/4 · y2 − y − 9
−x+ y2 − 5

)
→ f ′(x, y) =

(
2 · x −1/2 · y − 1
−1 2 · y

)
Newton-Verfahren:

x0 =

(
2
−2

)
→
(

4 0 | 4
−1 −4 | 3

)
→ ∆x0 =

(
1
−1

)
→ x1 =

(
3
−3

)
→
(

6 0.5 | −0.75
−1 −6 | −1

)
→
(

6 0.5 | −0.75
0 −5.91667 | −1.125

)
→ ∆x1 =

(
−0.140845
0.190141

)
→ x2 =

(
2.85915
−2.80986

)
Vereinfachtes Newton-Verfahren (erster Schritt und f(x1) vom Newton-Verfahren):

x1 =

(
3
−3

)
→
(

4 0 | −0.75
−1 −4 | −1

)
→ ∆x1 =

(
−0.1875
0.296875

)
→ x2 =

(
2.8125
−2.70313

)
(7)
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Aufgabe 4 (6 Punkte)

Für die Funktion (das Integral)

F (x) =

∫ x

0

sin (2 t) dt

ist eine Wertetabelle gegeben.

x 0.0 0.25 0.5 0.75 1.0 1.25 1.5
F (x) 0.0 0.061209 0.22985 0.46463 0.70807 0.90057 0.99500

a) Berechnen Sie einen möglichst guten Näherungswert für F (0.6) mit dem Neville-Aitken-Schema unter Ver-
wendung von vier Stützstellen. Geben Sie den berechneten Näherungswert explizit an und begründen Sie die
Wahl der Stützstellen.

b) Geben Sie eine möglichst gute Fehlerabschätzung für den in Aufgabenteil a) berechneten Näherungswert an,
ohne den exakten Integralwert zu verwenden.

a) Für die Stelle x̄ = 0.6 wird der Anteil des Knotenpolynoms (in der Fehlerabschätzung) bei Wahl der Stützstellen
x0 = 0.25, x1 = 0.5, x2 = 0.75 und x3 = 1 minimal. Der Einfluss der Stützstellenwahl auf den Ableitungsterm in
der Fehlerformel wird hier zur Vereinfachung vernachlässigt.

Das Neville-Aitken Tableau lautet:

x0 = 0.25 0.0612090
↘

x1 = 0.50 0.229850 → 0.297306
↘ ↘

x2 = 0.75 0.464630 → 0.323762 → 0.315825
↘ ↘ ↘

x3 = 1.00 0.708070 → 0.318566 → 0.322723 → 0.319044

Der gesuchte Näherungswert ist F (0.6) ≈ p3 (0.6) = 0.319044. (3)

b) Der mittels Neville-Aitken-Schema berechnete Wert basiert auf einem Polynom dritten Grades. Die dazugehörige
möglichst gute Fehlerabschätzung lautet

|p3 (x̄)− F (x̄)| ≤ |(x̄− x0) (x̄− x2) (x̄− x2) (x̄− x3)| max
ξ∈[x0,x3]

∣∣∣∣F (4) (ξ)

4!

∣∣∣∣
F (x) ist die Stammfunktion von sin (2x). Die erste Ableitung ergibt sich unmittelbar.

F ′ (x) = sin (2x)

Die weiteren Ableitungen lauten:

F (2) (x) = 2 cos (2x) → F (3) (x) = −4 sin (2x) → F (4) (x) = −8 cos (2x)

cos(2x) ist auf [0, π/2] streng monoton fallend und punktsymmetrisch zu x=π/4. Daher liegt im betrachteten
(Teil)Intervall [x0, x3] kein inneres Extremum vor und das gesuchte Extremum liegt am linken Rand (π/4− 0.25 >
1− π/4). Die Betrachtung der Randwerte ergibt

F (4) (0.25) = −7.02066
(

und F (4) (1) = 3.32917
)
.

Das gesuchte Maximum ist: maxξ∈[x0,x3]

∣∣F (4) (ξ)
∣∣ = 7.02066

Einsetzen aller Werte in die Fehlerabschätzung führt zu:

|p3 (0.6)− F (0.6)| ≤ 0.35 · 0.1 · 0.15 · 0.4 7.02066

24
= 0.000614308 < 0.000615

(3)
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Aufgabe 5 (6 Punkte)
Gesucht ist eine Näherung des Integrals ∫ 1

−1
5 cosx− x exdx

a) Bestimmen Sie für die summierte Simpson-Regel eine geeignete Schrittweite h so, dass der Quadraturfeh-
ler unter der Schranke ε = 5 · 10−3 bleibt. Schätzen Sie dazu die Beträge der einzelnen Summanden der
entsprechenden Ableitung einzeln ab.

b) Führen Sie die Berechnung der Simpson-Regel für die in a) gefundene Schrittweite h durch.

zu a)
Die vierte Ableitung von f(x) = 5 cosx− x ex ergibt sich zu:

f (4)(x) = 5 cosx− (4 + x)ex

Damit folgt:
max

x∈[−1,1]
|f (4)(x)| ≤ 5 + 5e1 = 18.5914

Setze dies in Fehlerabschätzung ein:

n
h5

2880
18.5914 ≤ ε⇔ n4 ≥ 18.5914

90ε
= 41.3142⇐ n ≥ 2.5 . . .

also reicht n = 3 aus und somit h = 2
3 . (4)

zu b)
Mit h aus a) ergibt sich:

2/3

6

(
f(−1) + 4 f

(
−2

3

)
+ 2 f

(
−1

3

)
+ 4 f(0) + 2 f

(
1

3

)
+ 4 f

(
2

3

)
+ f(1)

)
= 7.678854.

(2)

Zum Vergleich: Der tatsächliche Wert ist I(f) = 7.678950966 und der Fehler bereits kleiner als 10−4.


