IGPM RWTH-Aachen NumaMB H13

Verstandnisfragen-Teil (24 Punkte)

Es gibt zu jeder der 12 Aufgaben vier Teilaufgaben. Diese sind mit “wahr” bzw. “falsch” zu kennzeichnen (hin-
schreiben). Es miissen mindestens zwei Fragen mit wahr oder falsch gekennzeichnet werden. Sonst wird die Aufgabe
als nicht bearbeitet gewertet, also mit 0 Punkten. Das ist auch der Fall, wenn eine Teilaufgabe falsch ist. Ansonsten
gibt es fiir jede richtige Teilaufgabe 0.5 Punkte.

Beantworten Sie mindestens zwei Fragen mit wahr oder falsch!

VF-1: Es seien zyun bzw. xpmax die kleinste bzw. grofite (strikt) positive Zahl sowie eps die relative
Maschinengenauigkeit in der Menge M(b, m,r, R) der Maschinenzahlen gemif Vorlesung/Buch und D :=
[—zmax, —2MiIN] U [MmiN, 2max]. Ferner beschreibe fl : D — M(b, m,r, R) die Standardrundung. Alle Zahlen
sind im Dezimalsystem angegeben.

1.|{In M(10,8, —2,4) gilt: zpiNn = 0.001. wahr
2.|Fir jedes x € D existiert eine Zahl € mit |¢| < eps und fli(z) = = + €. falsch
3. |Es gilt ﬂ(zngm < eps fiir alle = € D. wahr
4.|Die Zahl 256 ist in M(2,4, —6,6) exakt darstellbar. falsch
VF-2:

1.|Es sei f : R? — R definiert durch f(x,y) =y e*”. Fiir = 1 und y # 0 hat die relative Konditionszahl |wahr
den Wert K, = 2.

2. |Die Funktion f(z,y) =z — y ist fiir alle (z,y) mit (x,y) # (0,0) gut konditioniert. falsch

3. |Je besser die Kondition eines Problems, desto stabiler sind Algorithmen zur Losung dieses Problems. |falsch

4.|Nur fiir gut konditionierte Probleme gibt es stabile Algorithmen zur Losung des Problems. falsch

VF-3: Essei A € R"*" beliebig, aber regulir.

1. |Ohne Pivotisierung ist Gauf-Elimination fiir A nicht immer durchfiihrbar. wahr

2. |Zeilenéquilibrierung verbessert die Stabilitéit der Gauf-Elimination. falsch

3. |Betrachte Az = b und sei k(A) die Konditionszahl der Matrix A. Liegt nur eine Storung der Einga-|wahr
bedaten b vor, so ist der relative Fehler in der Lésung maximal um einen Faktor x(A) groBer als der
relative Eingabefehler.

4.|Es sei A = QR mit einer orthogonalen Matrix @. Dann gilt: k3(A) = k2(R). wahr

VF-4: Mit A,L,R,D € R" "™ seien L eine normierte linke untere Dreiecksmatrix, R eine rechte obere Drei-
ecksmatrix, D eine Diagonalmatrix und A symmetrisch positiv definit.

1. |Es existiert eine Zerlegung A = L D L™ wahr

2. |Es existiert eine Zerlegung A = L R. wahr

3.|Der Rechenaufwand des Cholesky-Verfahrens zur Bestimmung der Cholesky-Zerlegung ist etwa %n3 falsch
Operationen (Operationen gem. Vorlesung).

4.|Die Gauf-Elimination ohne Pivotisierung ist fiir die Matrix A immer durchfiithrbar. wahr
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VF-5: Esseien A € R"™*" und A = @ R eine @) R-Zerlegung von A.
1.|Es seien m = n und b € R". Dann gilt: Az =b< Rz = Q7 b. wahr

2. |Die Q R-Zerlegung von A kann mittels Householder Transformationen auch ohne Pivotisierung stabil |wahr
bestimmt werden.

3.|Es sei m = n. Dann gilt: det A = det R. falsch

4.|Die Summe zweier orthogonaler m x m - Matrizen ist wieder eine orthogonale Matrix. falsch

VF-6: Es seien A € R™*™ mit Rang(A4) = n < m, und b € R™. Weiter seien @) € R™*™ eine orthogonale
Matrix und R € R™*"™ eine obere Dreiecksmatrix so, dass Q A = R gilt.

1.|Es gilt ||Az — b||]2 = min < Az — b L Bild(A). wahr
2.|Es gilt ||Ax — b2 = ||Rx — Q|2 fir alle z € R™. wahr

3./Ist * € R™ die eindeutige Minimalstelle des Minimierungsproblems mingcgn ||[Ax — b||2, so gilt: |falsch
o =RLQb.

4.|Die Matrix R kann man iiber die Cholesky-Zerlegung der Matrix A7 A bestimmen. falsch

VF-7: Gesucht ist ein Fixpunkt der Abbildung ®(z) = 2cos(§). Fiir v € R wird die Fixpunktiteration
Tpt1 = P(x), £ =0,1,2,... definiert.

1.|Es existiert genau ein z* € R mit z* = ®(z*). wahr
2.|Fiir die Teilmenge E := [0, 1] sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.  |falsch
3. |Die Fixpunktiteration konvergiert fiir jede Wahl von xy € R. wahr
4.|Die Fixpunktiteration hat die Konvergenzordnung 2. falsch

VF-8: Essei f:R" — R" zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung U von z* und es gelte f(z*) = 0.
Wir nehmen an, dass det(f’(z)) # 0 fiir alle € U, und betrachten die Newton-Methode zur Bestimmung von

x*:
xo €U, Tp41 =) — (f’(sck))_1 flzg) firk>0.

1.|Die Newton-Methode ist lokal quadratisch konvergent. wahr

2.|Wenn das Newton-Verfahren konvergiert, dann gilt fiir geniigend grofie Werte von k : ||z — z*|| =|wahr
[|zx — 2l

3. |Beim Newtonverfahren kann eine Ddmpfungsstrategie benutzt werden, die dazu dient fiir jeden Start- |falsch
wert die Konvergenz des Verfahrens zu gewéhrleisten.

4.|Beim Newtonverfahren kann eine Déampfungsstrategie benutzt werden, die dazu dient |falsch
Ausloschungseffekte bei der Berechnung der Korrektur zu vermeiden.
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VF-9: Essei F': R" — R™ mit m > n stetig differenzierbar. Wir betrachten das (nichtlineare) Ausgleichspro-
blem: Bestimme z* € R™ so, dass ||[F(z*)||2 = mingern ||F(2)||2-

1.|Die Gaufl-Newton-Methode ist immer konvergent in einer hinreichend kleinen Umgebung einer |falsch
Losung z*.

2. |Falls die Gau3-Newton-Methode konvergiert, so ist die Konvergenzordnung in der Regel 1. wahr

3.|Beim Gaufl-Newton-Verfahren hat die Systemmatrix des linearisierten Ausgleichsproblems in jedem |falsch
Schritt stets vollen Rang.

4.|Beim Levenberg-Marquardt-Verfahren hat die Systemmatrix des linearisierten Ausgleichsproblems|wahr
in jedem Schritt stets vollen Rang.

VF-10: Essein € Nund P(f|zg,...,x,) das Lagrange-Interpolationspolynom vom Grad n, das die Funktion
f:a,b] = R in den Stiitzstellen a < zg < ... < 2, < b interpoliert.

1.|Das Polynom P(f|xo,...,z,) ist eindeutig. wahr

2.|Das Verfahren von Neville-Aitken ist eine effiziente Methode zur Bestimmung des Polynoms |falsch
P(f|xo, ..., xn).

3. |Erhoht man sukzessive den Polynomgrad n, so erhilt man eine immer genauere Ndherung der zu |falsch
interpolierenden Funktion f in [a, b].

4.|Die Wahl von dquidistanten Stiitzstellen ist optimal fiir die Polynominterpolation. falsch

VF-11: Es sei f € C*([a,b]). Das Integral I(f) = f; f(x) dz soll numerisch approximiert werden. Es sei
I,(f)=(b—a) Z;’;O w; f(z;) die Newton-Cotes-Quadraturformel mit a <z < ... <z, < b. Weiter sei I7},(f)
die aus Ip,(f) konstruierte summierte Newton-Cotes-Formel auf den Teilintervallen [t;_1,t;], 7 = 1,...,n, mit
tj=a+jh, j=0,...,n, h =22

3

1. |Die Mittelpunktsregel ist stets exakt, wenn f ein Polynom vom Grade < 2 ist. falsch
2.|Es gilt [I7(f) — I(f)| — 0 fiir n — oo. wahr
3.|Bei der summierten Simpson-Regel I7(f) gilt I(f) — IZ(f) = O(h%). wahr
4. |Der Exaktheitsgrad von I,,,+1(f) ist stets groBler als der von I,,(f). falsch

VF-12: Es sei f € Cla,b]. Das Integral I(f) = f; f(z) dx soll numerisch durch eine Gaufi-Quadraturformel
Gn(f) = (b—a) Y7 gw;f(z;), mit a < zo < ... <z, <bapproximiert werden.

1.|Die Gewicht w; kénnen fiir grofie m auch negativ werden. falsch
2. |Es sei m = 1. Die Gau3-Quadratur hat dann die Gewichte wg = wy = % wahr
3.|Die Stiitzstellen sind dquidistant verteilt. falsch
4.1Gn(q) = I(q) fiir alle g € Mgy 1. wahr




NumaMB H13 IGPM RWTH-Aachen Seite 4

Aufgabe 1 (6 Punkte)
Es sei

a) Fiihren Sie eine Zeilenskalierung von A durch. Geben Sie die entsprechende Diagonalmatrix D (mit skalierter
Matrix B := D A) explizit an.

b) Bestimmen Sie die L R-Zerlegung von B mit Spaltenpivotisierung, d.h. P B = L R. Geben Sie die Matrizen
P, L und R explizit an.

¢) Bestimmen Sie die Determinante der Matrix A. Verwenden Sie hierzu die L R-Zerlegung aus den vorherigen
Aufgabenteilen. (Achtung: Andere Losungswege werden mit 0 Punkten bewertet.)

a) Zeilendquilibrierung:

0.1 O 0 02 —-04 04
D = 0o 02 0], B:=DA=104 -0.3 0.3
0 0 0.1 0.8 0.1 0.1
(1)
Bem.: Die Eintrédge von D werden in der Praxis als Vektor gespeichert.
b) L R-Zerlegung:
Pivot(3.9.1 0.8 0.1 0.1 ) 0.8 0.1 0.1
B TheEzD 04 —03 0.3 Gaugs 051 —0.35 0.25
0.2 —-04 04 0.25 | —0.425 0.375
Pivot(3,1,2) 0.8 0.1 0.1 ) 0.8 0.1 0.1
RSy 0.25 | —0.425 0.375 Gaugs 0.25 | —0.425 0.375
0.5 —0.35 0.25 0.5 0.82353 | —0.058824
1 0 0 0.8 0.1 0.1
also: L =10.25 1 0], R = 0 —0.425 0.375 ,
0.5 0.82353 1 0 0 —0.058824
0 0 1
P=1|1 0 0]=]1
01 0
Achtung: Die Matrix P wird in der Praxis nie aufgestellt.
(4)

¢) Determinante von A:
DaPDA=LR<< A= D 'P LR ist, gilt fiir die Determinante von A:

det(A) = det(D™1) det(P~') det(L) det(R)
Hinweis: det(P_l) — (_1)#Zeilenvertauschungen

1

det(4) = 570201

(=1)*-1-(0.8-(—0.425) - (—0.058824)) = 10

(1)
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Aufgabe 2 (8 Punkte)
Gegeben seien Messwerte

ti | —1 1 2

fi|-08 08 1

die zu dem Bildungsgesetz
f(t) =a sin(bt)
gehoren.
a) Stellen Sie das zugehorige nichtlineare Ausgleichsproblem ||F'(z)|ls — min explizit auf (Messwerte schon

einsetzen!).

b) Fiir das Gaui—~Newton—Verfahren seien die Startwerte ag = 1, by = 1 gegeben. Wie lautet das lineare Aus-
gleichsproblem fiir den ersten Schritt? Geben Sie ihr Ergebnis mit numerischen Werten an. Der erste Schritt
muss nicht durchgefiihrt werden.

c¢) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem ||Az — b||s — min fiir

0
und b=

=N N
CIN]
O O O O

—_

mittels Householder-Transformationen. Geben Sie die Losung x und das Residuum explizit an.

Teil a)
Die i-te Zeile der zu minimierenden Funktion F'(a,b) lautet:

F;:= f(t;) — fi=asin(bt) — f; (=71i).

Somit haben wir: Gesucht ist #* mit ||F(z*)||2 = mingern ||F(z)|]2 mit
a sin(—b) + 0.8
mn=2,) x=/(ab) und F(z) = F(a,b) = | asin(b) — 0.8
asin(2b) — 1
(1)

Teil b)
Die i-te Zeile von der Jakobimatrix J und rechten Seite —r (Residuum):

(sin(bt) at cos(bt) | fi —asin(bt))
Nun setzen wir fiir a den Wert ag = 1 und fiir b den Wert by = 1 ein:

—0.841471 —0.540302 | 0.041471
(J|—r)=| 0841471  0.540302 | —0.041471
0.909297  —0.832294 | 0.0907026

Das lineare Ausgleichsproblem fiir den ersten Schritt lautet also:

- (Sie) ~n], e (= (30))
()= (o) + (S

(2)
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Teil c)
4 0 0
2 2 0
2 2 0
1 1 9 a1 = 5
9 2 2 1 (45) 9 9 B1 = 1/45 = 0.022222
1/5 =0.2 -5 —-18|—-1.8
2/45 = 0.044444 0 1.6 | —0.4
2/45 = 0.044444 0 1.6 | —04
1/45 = 0.022222 0 0.8 88 || e =12/5=24
4 1.6 0.8 (9.6) | 4.8 || B2 =5/48 =0.10417
-5 =18 —-1.8(0
5/12 = 0.41667 0 —-24|-2411
1/6 = 0.16667 0 0 —-1.2
1/12 = 0.083333 0 0 8.4 || res=+/(—1.2)% +8.42 = 8.4853
Erster Schritt (2)
Zweiter Schritt (2)

Riickwiirtseinsetzen liefert z = (0,1)7 und das Residuum ist 8.4853.

(1)
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Aufgabe 3 (9 Punkte)
Die Losungen des Gleichungssystems

22+ 3yx—3z—1 0

sollen iterativ mit dem Newton- und dem vereinfachten Newton-Verfahren fiir Systeme bestimmt werden.

a) Fertigen Sie zunichst eine Skizze an, aus der die Lage aller Nullstellen mit > —1 hervorgeht, und geben
Sie geeignete Startwerte an (Genauigkeit £0.5).

b) Benutzen Sie dann als Startwert fiir die Nullstelle im 4. Quadranten fiir beide Verfahren
()= o)
Yo 0/’

Bem.: Die iibrigen Nullstellen miissen nicht berechnet werden.

und fithren Sie je zwei Iterationen durch.

Teil a) Skizze: nach links gedffnete Parabel mit Scheitel bei (4,0) sowie Hyperbel mit Asymptoten z = 0 und
y=1—1/3x oder Wertetabelle zu y =1 — (1/3) x + 1/(3z). Zu skizzieren ist der gesamte Bereich mit z > —1:

Startwerte:

(o) (%) e (%)

(2)
Teil b) )
_f(r*+3-y-x—3-x—1 / _(2-2+3-y—-3 3-x
Newton-Verfahren:
(4 . 5 12 | -3 L A — 0 o — 4
0= o 1 0 | 0 0=\ —025) 7 T —0.25
S 4 . 425 12 | 0
1=\ -0.25 1 —05 | —0.0625
. 4.25 12 | 0 L A — —0.05309734515 L 3.946902655
0 —3.323529411 | —0.0625 17\ 0.01880530974 27\ -0.2311946903

(5)

Vereinfachtes Newton-Verfahren (erster Schritt (z; und f(x1)) wie beim Newton-Verfahren):

o A5 12| 0\ A, _( —00625 N\ 3.9375
1= {025 1 0 | —0.0625 1= 10.02604166667 27\ ~0.2239583333

(2)
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Aufgabe 4 (6 Punkte)
Fiir eine Funktion f kennt man die Wertetabelle

x; | 0 05 1 15 2 25 3
fi ] 1 025 1 225 4 7 47

sowie folgende Abschitzungen fiir die Ableitungen: |f® (z)| < |(i + 1) (z — 2x)|, i € N.

a) Berechnen Sie mit dem Neville-Aitken-Schema einen méglichst guten Naherungswert fiir f(1.25) indem Sie
ein Polynom dritten Grades zugrunde legen. Geben Sie den berechneten Ndherungswert explizit an, und
begriinden Sie die Wahl der Stiitzstellen.

b) Geben Sie eine moglichst gute Fehlerabschitzung fiir den in Aufgabenteil a) berechneten Niaherungswert an.

Fiir die Stelle £ = 1.25 wird der Anteil des Knotenpolynoms (bei der Fehlerabschitzung) durch die Wahl der
Stiitzstellen (0.5, 1.0, 1.5, 2.0) minimiert. Das dazu gehérige Neville-Aitken Tableau ist:

zo = 0.5[0.25
pN

z1=1 |1 — 1375
p pN

r9 =1.5|2.25 — 1.625 — 1.5625

pN N N
r3=2 |4 — 1.375 — 1.5625 — 1.5625

Es ist also f(1.25) = 1.5625 = p3(1.25) (3)
Verlangt ist eine méglichst gute Fehlerabschétzung. Die Formel hierzu lautet:

1@) —po(@)| < 5 _max D)@ — 20) (7 — 1) (7 — ) (7 )]

€[$0,13]
Fiir die 4. Ableitung gilt: |f®) (x)] < |(4+1) (#® —2x)| =: f4(x). f4 hat ein lokales Extremum bei z = 1 (22 —2 < 0):
f4(0.5) = 3.75, f4(1) =5 und f4(2) = 0. Somit gilt:

5 59
[£(1.25) = ps(1.25)] < 5 [(1.25 — 0.5) (1.25 — 1) (1.25 — 1.5) (1.25 — 2)| = 7 75 0.5* = 0.00732421875 < 0.0075

(3)
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Aufgabe 5 (7 Punkte)
Gegeben sei das Anfangswertproblem

y't) -y’ ) +ty(t) =0,  y(0)=2, y'(0)=1
Berechnen Sie mit dem verbesserten Euler—Verfahren und der Schrittweite h = % jeweils eine Approximation von

y(1) und y'(1).

Zunichst wird die lineare DGL 2. Ordnung in ein System 1. Ordnung iiberfiihrt. Setze

dann erhilt man

Die dquivalente Anfangswertaufgabe lautet also

2/ (t) = £(t, 2(1)) (—tzl (Zf)(iz z2(t)) . 2(0) = G) :

(2)
Verbesserter Euler: 4 . '
ZTV2 = 2+ h)2f(t;, 7))
ztl = 2+ hf(t;+h/2, 271Y2)
0 2
Startwerte: to= 0, z° = 1
Mit t,= 1 und h= 0.5 ergibt das 2 Schritte.
2.2500 2.6250
0+1/2 _ 1_
z (1.2500) o (1.3438)
(2)
1+1/2 _ (2-9609 o (3.3008
= (1.3516 7% = 109092
(2)

Also folgt
y(1) = 22 = 3.3008, /(1) =~ 23 = 0.9092.

(1)



